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AVERTISSEMENT. 


Ce  Traité  est  divisé  en  deux  Parties  qui  peuvent 
ètr<‘  considérées  comme  formant  deux  ouvrages  dis- 
tincts. 

La  première  Partie  [Astronomie  sphérique)  renferme 
la  .solution  de  tous  les  problèmes  de  IWstronomie 
sphéritpie  et  de  l’Astronomie  nautique  : on  y trouvera 
en  outre  une  exposition  élémentaire  de  la  méthode 
<les  moindres  carrés.  T.,a  seconde  Partie  [Astronomie 
pratique)  contient  la  description  et  la  tliéori<‘  des  in- 
struments fixes  (lunette  méridienne,  c(>rcle  méridien, 
équatorial,  etc.)  et  des  instruments  trans'portables 
(théodolite,  sextant,  etc.),  ainsi  que  |)lusieurs  Tables 
destinées  à simplifier  la  réduction  des  observations. 
Des  exemples  multipliés  et  de  nombreuses  figun's  fa-  • 
cilitent  rintelligence  du  texte. 

C«‘  Traité  sera  donc  pour  les  .Vstronomes,  les  Ma- 
rins et  les  Voyageurs  un  excellent  Aide-Mém<|ir(‘ ; lés 
Vuditenrs  des  Cours  de  nos  Facultés  , les  Elèves  de 
nos  Écoles  y puiseront  d’utiles  ren.seMgnememts. 

Nous  sommes  heureux  de  remercier  ici  M.  Hrünnow 
des  excellents  conseils  qu’il  nous  a donnés,  et  d’ex- 
primer à M.  Wolf  toute  notre  reconnaissance  pour  le 
concours  bienveillant  et  précieux  qu’il  nous  a si 
gracieusement  prêté. 

É.  LUC.\S.  C.  ANDRÉ. 
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PRÉFACE. 


1..T  publication  dans  notri'  langue  dn  Lehrhuch  der 
sphœrischen  Astronomie  de  M.  Hrüniiow  répond  à nn 
besoin  qu’ont  senti  tous  ceux  (jni  ont  en  à faire  leur 
propre  éducation  astronomique,  on  à diriger  celle  des 
Élèves- Astronomes.  Nous  ne  possédons  actuellement 
en  France  aucun  Traité  pratiqiu*  intermédiaire  entre 
la  Mécanique  céleste  et  les  Cosmograpbies  ou  les  Ou- 
vrages élémentaires  purement  descriptifs.  En  effet,  ou 
bien  les  Auteurs,  s’étant  propo.sé  d’embrasser  tout 
l’ensemble  de  l’Astronomie,  n’ont  pu  donner  les  dé- 
tails nécessaires  sur  les  problèmes  de  l’Astronomie 
sphérique,  qui  constituent  eu  réalité  le  fondement  de 
la  Science  pratique;  ou  bien  les  méthodes  qu’ils 
exposent  ont  déjà  vieilli.  I.es  Traités  tie  Lkdambn'  et 
de  Lalande,  trés-intéressants  au  point  de  yue  histo- 
rique, sont  aujourd’hui  hors  d’usage.  ^ Astronomie 
pratique  de  Francœur,  qui  a obtenu  un  succès  réel, 
est  surtout  une  explication  de  la  Connaissance  des 
Temps,  et  d’ailleurs  cet  Ouvrage  ne  .se  trouve  plus  dans 
le  commerce.  Le  jeune  Éléve-.Astronome  ne  sait  donc 
où  puiser  les  notions  dont  il  a be.soin  pour  pas.s<*r  de 
l’Astronomie  théorique  aux  applications. 

Cette  pénurie  parait  avoir  sa  cause  première  dans 
ce  fait  qu’en  France  l’éducation  astronomique  existe 
à peine  eu  dehors  de  l’Observatoire,  où  elle  se  trans- 
I.  b 
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ni«t  ]>ar  tradition  orale;  et  en  même  temps,  elle  a 
eontrilmé  à maintenir  nn  état  de  choses  contraire  aux 
véritables  intérêts  de  la  science.  Tandis  qn'en  .Alle- 
magne, en  Italie,  les  cours  d’.Astronomie  des  Univer- 
sités .se  font  autour  des  instruments,  par  cinix-là  même 
qui  les  emploient  chaque  jour,  chez  nous  les  cours 
publics  sont  forcément  de  théorie  pun*.  Di*  là  une 
ignonuice  presque  complète  chez  les  Elèves  de  nos 
Ecoles,  même  les  plus  savantes,  des  procédés  et  des 
métliodes  d’observation.  Pendant  que  les  laboratoires 
s’ouvraient  au  graml  jour  et  devenaient  les  lieux  ha- 
bituels de  réunion  des  Savants,  l’Observatoire  a con- 
servé pour  le  public  son  aspect  mystérieux,  il  est 
resté  le  temple  d’une  science  d’initiés,  au  grand  dé- 
triment tle  l’Astronomie  et  des  antres  Sciences,  qui  ne 
peuvent  que  gagner  les  unes  et  les  autres  à un  échange 
continuel  d’idées  et  de  méthodes.  De  là  enfin  pour 
nos  Établissements  astronomiques  une  très-grande 
difficulté  à trouver  où  recruter  leur  personnel,  tandis 
qu’à  l’étranger  ce  recrutement  se  fait  d’iine  manière 
toute  naturelle,  la  vocation  astronomique  naissant 
.spontanément  chez  quelques-uns  de  ces  Étudiants  .sans 
cesse  en  rapport  avec  les  Astronomes  et  les  instni- 
ments. 

tj’est  eucxire  à ce  mode  d’enseignement,  ou  plutôt 
à cette  abs«mce  d’un  enseignement  immédiatement 
applicable  à la  pratique,  qu’on  peut  attribuer  en  très- 
grande  partie*  l’infériorité  oi’i  la  France  se  trouve  sous 
le  rapport  du  nombre  des  Observatoires.  Tandis  que 
nous  ne  possédons  qu’un  Observatoire  à Paris  et  deux 
en  province,  la  (irande-lîretagm*,  l’  Amérique,  l’Alle- 
magne comptent  par  douzaines  leurs  établissements 
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astrononiiquos.  L’Italie  elle-même,  au  milieu  de  ses 
houleversemeiits,  a su  conserver  ses'  Observatoires, 
grâce  au  mode  d’enseignement  de  ses  Lniversités. 

I. ’uniformité  et  la  tendance  purement  spéculative  de 
notre  enseignement  supérieur  n’étaient  guère  propres 
à relever  ceux  dont  la  France  était  peuplée  au  siècle 
dernier.  Si  aujourd’hui,  chez  nous,  comm«‘  chez  nos 
voisins  d’ontre-mer,  la  mode  revenait  aux  instru- 
numts  d’Aslronomie,  et  il  n’en  faut  pas  dé.sespérer,  le 
propriétaire  d’un  ühser^atoire  serait  bien  endiarrassé 
pour  trouvera  (jui  conlifT  les  travaux  d’observation, 
ou  pour  savoir  où  en  apprendre  lui-mèine  l’usage. 

Oependant,  grâce  â l’initiative  d’un  iMiiiLstre  dont 
on  ne  .saurait  troj)  louer  l’ardente  inquiétude  â la  re- 
cherche du  bien,  nos  Écoles  \ont  peut-être,  dans  un 
avenir  prochain,  se  trouver  en  mesure  de  fournir  â 
leurs  l'Ilèves  ces  notions  pratiques,  indispens.‘ibles 
p«)ur  l’avancement  de  la  sci(‘nce  et  la  création  des 
.savants  eux-mêmes.  Ce  que  h‘s  Claude  lîernard,  les 

II.  Sainte-Claire  Deville,  les  VVurtz  ont  fait  pour  la 
Physiologie  et  la  Chimie,  il  reste  â le  faire  pour 
l’Astronomie  ; l’Fcole  pratique  tles  Hautes  FAudes 
peut  et  doit  répondn*  â œ be.soin. 

l II  Observatoire  en  effet  ne  peut  pas  ouvrir  ses 
|)ortes  au  public  et  l’ailmettre  à y suivre  des  cours; 
h‘  travail  astronomique  doit  se  faire  dans  le  recueil- 
lement et  le  silence,  et  s’accommoderait  mal  du  bruit 
de  la  foule.  Mais  à un  Observatoire  qui  veut  vi\re  et 
se  perpétuer,  il  faut  des  Elèves.  H faut  que  la  praticpie 
journalière  des  in.struments,  les  (‘iitretiens  avec  leurs 
devancit'rs  et  leurs  maîtres,  la  vue  continuelle  de  ta- 
bleaux représentant  les  a-spects  des  astres,  les  initient 
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par  tous  les  sens  à la  fois  aux  sccrc'ls  et  aux  beautés 
(les  ci(nix  ; il  fitut  qu’ils  puisent  dans  ce  comineree 
continuel  rentliousiasme  pour  leur  science,  ce  feu 
intérieur  qui  doit  {guider  et  animer  tout  le  travail  de 
rAstrononie,  s’il  ne  veut  se  réduire  au  triste  rôle  d(* 
inanreuvre. 

Mais  la  scicmce  est  lonp;ue,  et  les  novices  ont  Ixîau- 
coup  à appr(“ndre.  L’Astronome  peut  bien  guider  ses 
Élèves,  leur  indiqiu’r  les  sources  où  ils  doivent  puiser; 
il  lui  est  plus  difficile,  s’il  travaille  lui-même,  de  leur 
exposer  à fond  toutes  les  tbéori<'s  si  diverses  dont 
l’application  constitue  l’Astronomie  pratique.  Il  ne 
peut  alors  que  renvoyer  ces  jeunes  intelligences  à la  lec- 
ture des  Mémoires  originaux,  des  travaux  de  Resstd,  d«; 
(>auss,  d’Encke,  de  M.  Le  Verrier,  etc.;  mais  c’e.st  là 
souvent  une  nourriture  trop  forte  et  peu  en  barmonie 
av(*c  les  premiers  be.soins  d<^s  Élèves. 

L’Astronome  trouve  à ce  moment  le  plus  utile  .se- 
cours dans  l’Ouvrage  de  M.  Brünnow,  dont  le  but  est 
de  remplir  la  lacune  que  je  viens  de  signaler.  I>a  po- 
pularité dont  il  jouit  en  Allemagne  et  (m  Anglet(*rre, 
où  il  a été  traduit  d’abord  par  M.  Main,  puis  par 
M.  Rrümuxw  lui-même,  montre  que  le  but  a été  at- 
teint. J.e  Lehrbuch  der  sphœrischen  Astronomie,  dont 
MM.  Lucas  et  .André  offrent  aujourd’bui  une  édition 
française,  réunit  en  effet,  .sous  une  forme  simple  et 
|)eu  volumineuse,  toutes  les  notions  premières  indis- 
pensables à la  pratique  de  l’Astronomie. 

T>a  théorie  des  instruments,  (jui  ne  se  trouve  exposée 
dans  aucun  autre  Ouvrage  didactique,  forme  ici  une 
partie  importante.  Non  pas  que  la  simple  lecture  de 
ces  pagespuissesuppréerà  la  pratiqim  des  instruments. 
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« 

mais  elle  en  est  la  préparation  et  le  complément  in- 
dispensable. Cependant,  en  raison  du  but  que  se  pro- 
posait M.  Brünnow  et  des  circonstances  dans  les- 
quelles il  a publié  son  Ouvrage,  il  n’a  consacré  à cette 
théorie  qu’une  faible  fraction  de  son  Traité.  Il  suffit 
en  effet  de  se  reporter  à l’origine  de  cette  œuvre  pour 
comprendre  la  pensée  dans  laquelle  elle  a été  conçue. 
« Ce  qui  m’a  beaucoup  facilité  l’exécution  de  ce 
Traité,  ditM.  Brünnow  dans  la  Préface  de  sa  première 
édition,  c’est  cette  circonstance  que  j’ai  eu  le  bonheur 
d’entendre  sur  les  mêmes  sujets  les  leçons  de  mon 
vénéré  maître,  le  Profi*s.seur  Encke;  et  l’ordonnance 
de  l’ensemble,  comme  la  manière  particidière  de 
traiter  chaque  problème,  est  en  quelque  sorte  la  re- 
production des  méthodes  que  suivait  habituellement 
cet  illustre  Astronome  dans  ses  cours.  » .Ainsi  c’est  à 
l’Observatoire  même  de  Berlin,  dans  les  leçons  pra- 
tiques que  le  Directeur  fai.sait  à ses  Élèves,  que  l’un 
d’eux,  aujourd’hui  Directeur  de  l’Observatoire  de 
Dublin,  puisait  l’idée  première  de  cet  Ouvrage,  et, 
par  son  expérience  personnelle,  le  moulait  dans  la 
forme  la  plus  convenable  pour  l’enseignement  de  la 
science  pratique. 

On  voit  par  là  .sous  quelles  garanties  se  pré.sentait 
au  public  le  Traité d' Astronomie  sphérique  Brün- 

now, et  l’on  comprend  l’accueil  si  favorable  qui 
lui  a été  fait  dans  toutes  les  Universités  étrangères. 
Mais  en  même  temps  on  doit  pen.ser  que  sa  destina- 
tion toute  spéciale  était  de  former  les  jeunes  Astro- 
nomes dans  un  Observatoire,  en  complétant  les  le- 
çons du  Maîtn*.  Un  tel  but  devait  suffire  dans  un 
pays  où  il  est  .si  facile  de  s’initier  à la  pratique  des 
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instruments,  en  raison  de  la  multiplicité  des  ül)ser- 
vatoires. 

Kii  France,  il  lui  fallait  quelque  chose  de  plus.  Si 
d’ailleurs  MM.  Lucas  et  André  s’étaient  bornés  à offrir 
une  traduction  littérale  de  l’Ouvraj^e  de  M.  lîrünnow, 
on  pourrait  contester  l’utilité  tleleur  travail.  Le  temps 
n’est  plus  où  la  langue  allemande  était  lettre  close 
pour  les  Elèves  de  nos  Écoles;  aujourd’hui,  grâce  à 
une  impulsion  énergique,  sous  l’action  de  l’aiguillon 
autrement  puissant  encore  de  la  nécessité,  nos  Étu- 
diants jieuvent  lire  les  Ouvrages  scientifiques  anglais 
et  allemands  dans  les  originaux,  lit  ce  .serait  peut-être 
leur  rendre  un  mauvais  service  que  de  leur  faciliter  le 
travail  par  la  traduction  littérale  d’un  livre  étranger. 

Mais  il  V avait  d’abord  à mettre  les  formes  de  dé- 
monstration du  Traité  alh‘mand  en  harmonie  avec  les 
méthodes  usitées  chez  nous  : l’éducation  de  l’Ecoh* 
Normale  rendait  mes  jeunes  Collègues  particulièrement 
aptes  à ce  travail.  Il  fallait  aussi  générali.ser  l’utilité 
de  l’Ouvrage  en  complétant  dans  certaines  parties  les 
notions  succinctes  données  par  l’Auteur,  (iràce  au 
désintéressement  de  l’Editeur  de  ce  Traité,  les  Tra- 
ducteurs ont  pu  donner  au  Livre  de  M.  Hriinnow,  et 
avec  l’assentiment  d«;  l’Auti'ur,  des  développements 
qui  dans  certaines  parties  en  font  un  Ouvrage  entiè- 
rement nouveau.  D’après  ce  cpieje  viens  tledire,  c’est 
surtout  dans  l’exjjosition  des  méthodes  d’observation 
(jue  c(“s  changements  et  additions  ont  tlù  être  intro- 
duits. Ils  ont  eu  particidièrement  pour  but  de  fain* 
connaître  les  jvrocédés  employés  à l’Observatoire  de 
Paris  : aussi  a-t-on  mis  largement  à contribution  h^s 
Annales  de  V Ohsen>atoire  et  les  Instructions  révligées 


Digilized  by  Google 


PRÉFACE.  XXIII 

pour  le  service  intérieiirde  l'Établissement.  théorie 

(les  instrunnnits,  qui  ne  forme  qu’une  des  sept  parties 
du  Traité  de  M.  llninnow,  occupe  la  .seconde  Partie 
presque  entière.  Enfin  l’Ouvrage  a été  complété  et 
rendu  plus  pratique  par  l’addition  de  Tables  auxiliaires 
calculées  spécialement,  ou  extraites  de  Traités  qui  ne 
se  trouvent  plus  dans  le  commerce,  comme  les  Tables 
de  Warnstorff,  etc. 

Ainsi  dévidoppé,  ce  Livre  s’adri'sse  donc  à la  géné- 
ralité des  Étudiants  qui,  dans  les  Ob.servatoires  ou 
au  dehors,  désirent  se  familiariser  avec  les  méthodes 
et  les  calculs  fondamentaux  de  l’Astronomie.  Il  in- 
dicjue  et  la  manière  d(?  faire  les  observations,  et  les 
réductions  qu’en  doivent  subir  l(*s  résultats,  avant  de 
pouvoir  Figurer  dans  les  calculs  qui  se  rattachent  a 
une  branche  plus  élevée  de  la  science,  la  Mécanique 
céleste. 

Ia*s  Marins  et  l(>s  Ingénieurs  tmuveront  également 
dans  cet  Ouvrage  le  plus  utile  si'cours  : toutes  les 
méthodes  de  détermination  de  l’heun*,  des  longitudes, 
latitudes  et  azimuts,  sont  expo.sées  avec  détails.  Grâces 
à l’initiative  du  Bureau  des  Longitudes,  des  Officiers 
et  des  Ingénieurs  hvdrograpbes  sont  aujourd’hui  di- 
rigés sur  différents  points  du  globe,  dans  le  but  de 
déterminer,  par  des  obs(‘rvations  astronomiqui^s,  l(‘s 
positions  d’un  certain  nombre  de  méridiens  fonda- 
mentaux , devant  servir  à assurer  les  longitudes  des 
licnix  intermédiaires.  L’Ouvrage  de  M.  Brnnnow  peut 
leur  être  offert,  ainsi  qu’à  tous  les  missionnaires  de 
la  Science,  comme  une  sorte  de  Manuel  ou  d’.Aide- 
Mémoire  d’Astronomie  pratique. 

Mes  jeunes  Colb'gues  ont  bien  voulu  croire  cju’il  v 

• 
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aurait  quelque  avantagea  ce  que  je  revisse  les  épreuves 
tleleur  travail,  et  j'ai  déféré  avec  empressement  à leur 
désir.  J’ose  espérer  que  la  correction  du  text<-  laissera 
peu  à désirer,  et  que  cette  Traduction  ne  déparera  pas 
la  belle  tiollection  d’Ouvrag«*s  .scientifiques  sortis  des 
presses  de  la  maison  Gauthier- Villars. 

Puissent  ces  efforts  réunis  être  de  quelque  utilité 
aux  j)crsonnes  qui  voudront  consacrer  leur  temps  à 
l’étude  de  l’Astronomie!  L’ambition  des  Traducteurs 
de  cet  Ouvrage  sera  .satisfaite,  s’ils  ont  contribué, 
dans  la  modeste  mesure  de  leur  pouvoir,  à ranimer  eu 
France  le  goût  de  la  plus  noble  et  de  la  plus  attravante 
des  sciences. 

G.  WOLF. 

Paris,  !•**■  juillet  1BG9. 
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TRAITÉ 

D’ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


INTRODUCTION. 


I.  — Transformation  des  coordonnées.  — Formi’les 

DE  LA  TrICONOMÉTRIE  SIMIÉRIOIIE. 

1 . Transformation  des  coordonnées . — L’Astronomie  sphériqiie 
a pour  luit  de  détemiincr  lu  position  apparente  des  astres  sur  la 
voûte  céleste  au  moyen  de  coordonnées  sphériques  rapportées  à 
certains  grands  cercles,  ainsi  que  les  relations  qui  lient  ces  coor- 
données entre  elles.  On  peut  encore  indiquer  le  lieu  d’un  astre 
tlans  l'espace  par  des  coordonnées  polaires  : ce  sont  les  angles  que 
la  droite  menée  de  l’astre  au  centre  de  la  sphère  céleste  forme 
avec  certains  plans  et  lu  distance  de  l’astre  au  centre  de  cette 
sphère,  dont  le  rayon  sera  toujours  pris  pour  unité.  Les  coor- 
données polaires  se  transforment  facilement  en  coordonnées  rec- 
tangulaires; toute  l'Astronomie  sphérique  étant  ramenée  à des 
transformations  de  coordonnées  rectangulaires,  nous  commen- 
cerons par  rechercher  les  expressions  générales  de  ces  transfor- 
mations. 

Considérons  dans  un  plan  un  système  d’axes  rectangulaires,  et 
désignons  par  x et  y les  coordonnées  d’un  point,  par  r la  lon- 
gueur de  lu  droite  qui  joint  ce  point  à l’origine,  et  par  e l’angle 
de  cette  droite  avec  la  partie  positive  de  l’axe  des  x;  on  a 

X = r cose,  jr  — ’’  sin 

Prenons  maintenant  dans  le  même  plan  un  antre  système 

I. 
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(I’hxcs  de  même  origine,  et  désignons  les  nouvelles  coordonnées 
par  x' , jr'  et  e'  ; on  a 

.r'  = rcos/,  y'  = rûnv'. 

Soit  .lussi  tt'  l’angle  que  fait  la  partie  positive  de  l'axe  des  x' 
avec  la  partie  positive  de  l’axe  des  x,  et  comptons  tous  les  angles 
dans  le  même  sens  de  o°  i 3Go";  on  a 

I’  = o', 

ctdès lors 

X — r cos/  cosrv  — r sin  v'  siniv, 

= r sin  / cos  w r cos  v'  sin  le, 

ou  bien 

!x  — x'  cos  iv  — r ' sin  (P, 

/ = y sin  IV  +jr'  cosip, 

et  de  même 

i x’ x=  j-cos»’ +/ sinre, 

('“)  ) , 

( / — — ar  sin  (P  + _)•  cos  (v. 

Ces  formules  sont  vraies  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou 
négatives  de  x,jr  et  w, 

2.  /4pplication  ilrs  formules  prérétlenlcs  aux  coordonnées  po- 
laires. — Soient  x,  y,  z les  coordonnées  rectangulaires  d’un  point  O, 
<i'  l’angle  que  le  rayon  vecteur  passant  par  ce  point  fait  avec  sa 
projection  sur  le  plan  des  xy , B'  l’angle  que  cette  projection  fait 
avec  la  partie  positive  de  l’axe  des  x,  ou  l’angle  qu’un  plan  pas- 
sant par  l’axe  des  i et  par  le  point  O fait  avec  le  plan  des  xz,  et 
compté  de  o°  à 36o“  de  la  partie  positive  de  l’axe  des  x vers  la 
partie  positive  de  l’axe  des  En  prenant  le  rayon  vecteur  égal  à 
l’unité,  on  a 

j;  =:  cos  B' cos  o',  J' = sin  B' cos  o',  i = sin  o'. 

Si  l’on  appelle  a l’angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  la  par- 
tie positive  de  l’axe  des  z,  et  si  l’on  compte  cet  angle  de  o*  à 
36o"de  la  partie  positive  de  l'axe  desz  vers  la  partie  positive  des 
axes  des  x et  /,  on  a alors 

x = sinacnsB',  y = sin  a sin  B',  c = cos<i. 
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Si  l'on  conçoit  maintenant  un  second  système  x’ ,y' , z'  de  coor- 
données rectangidaires  d.nns  lequel  l’axe  des  coïneide  avec  celui 
des  y*,  et  les  axes  des  x'  et  de^  t'  font  l’angle  c avec  les  axes  des  x 
et  des  z;  si  l’on  nomme  b l'angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  la 
partie  positive  de  l’axe  des  z',  A'  l’angle  que  fait  le  plan  passant 
par  le  point  O et  l’axe,  positif  des  z'  avec  le  plan  passant  par  les 
axes  positifs  des  x et  des  z (les  deux  angles  b et  A'  étant  comptés 
respectivement  dans  les  memes  sens  que  a et  B'),  on  a 

x'  = sin  i cos  A' , r ' — sin  i sin  A' , z'  — cos  b. 

Et  comme,  d’après  les  formules  de  transformation  des  coor- 
données, 

z x'  sin  c -+•  z'  cos  c, 

y— y', 

X — x'  cos  c — z'  sin  c, 

on  obtient 

cos  a --  sin  b sin  c cos  A'  -i-  cos  b cos  c, 
sin  a sin  B'  = sin  b sin  A', 
sin  Cl  cosB'  = sin  b cosc  cos  A'  — cos  b sin  c. 

3.  Formules  fondamentales  de  ht  Trigonométrie  sphérique.  — 
Supposons  maintenant  une  sphère  ayant  pour  centre  l’origine,  et 
décrite  d’un  rayon  quelconque  (supposé  égal  à l’unité);  si  l’on 
joint  par  des  arcs  de  grands  cercles  le  point  O et  les  intersec- 
tions Z,  Z'  des  axes  des  z et  des  z'  avec  la  surface  de  la  sphère, 
on  obtient  ainsi  un  triangle  sphérique  OZZ'  dans  son  acception  la 
plus  générale,  les  angles  et  les  côtés  pouvant  être  plus  grands 
que  i8o®.  Les  trois  côtés  OZ,  OZ',  Z'Z  seront  respectivement  a, 
b,  c.  L’angle  sphérique  A au  point  Z',  formé  par  les  plans  pas- 
sant par  O et  Z'  et  par  Z'  et  Z,  sera  égal  à A',  tandis  que  l’angle  B 
au  point  Z sera  généralement  égal  à i8o°  — B'.  Si  l’on  introduit 
donc  A et  B,  au  lieu  de  A'  et  B',  dans  les  équations  du  n”  2,  on 
obtient  les  formules  suivantes,  applicables  à tout  triangle  sphé- 
rique : 

cos  a = cos  b cos  c -t-  sin  ô sin  e cos  A , 
sin  17  sin  B = sin  ô sin  A, 
sin  a cos  B = cos  ô sin  c — sin  ô cos  c cos  A. 

I . 
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Ce  sont  là  les  trois  fornuiles  foniIniiKnl^iIrs  de  la  Trijtonomélrie 
S|)liéi'j(|iic,  qui  n'expi  iiiient  autre  chose  qu'une  simple  Iransrornia- 
tion  de  coordonnées. 

On  peut  toujours  ronsiderer  un  sommet  quelconque  d'un  trian- 
gle sphérique  comme  étant  la  projection  du  point  O sur  la  sur- 
face de  la  sphère,  et  les  deux  autres  sontmels  comme  les  points 
d'intei'section  des  axes  des  a et  des  z'  avec  celte  surface;  alors 
les  formules  précédentes  sont  applicahlts  aux  autres  éléments,  si 
l’on  permute  convenablement  entre  eux  les  côtés  et  les  angles.  On 
aura,  en  rassemblant  tous  les  cas, 


(3) 


sino  cosB  = cosA  sine  — sin  h cosc  cosA, 
sino  cosC  cosc  sin  h — sine  cos  A cosA, 
sin  A cosA  cosn  sine  — sino  cosccosB, 
sin  A cosC  = cosc  sin#/  — sine  citso  cos  B, 
sine  eos  A =:  roso  sin  A — sin#/  cosA  cosC, 
sine  cos  B =:  cosA  sin  o — sin  A cos//  cosC. 

h.  Diverses  fnrmuirs  tir  Trignnométrie  spliéririnc.  — Si  l'on 
divise  les  formules  (4)  par  les  formules  (3)  correspondantes,  on 
obtient 

, sin  A cot  B = cot  A sine  — cose  cosA, 
sin  A cote  cote  sin  A — cosA  cosA, 
sin  B cot  A = cot//  sine  — cose  cos  B, 
sin  B cote  = cote  sin//  — cos//cosB, 
sinC  cot  A = cot//  sin  A — cosA  cosC, 
sinCcotB  =cotAsLr./ — r/>s#/ cosC. 


Icos  a cos  A cos  e H-  sin  A sin  c cos  \ , 
cos  A =;  cos  a cos  e -H  sin  a sin  c cos  B, 
cos  e =:  cos  //  cos  A -t-  sin  a sin  A cos  C; 

^ sin  //sin  B = sin  A sin  A, 

' sin  //  sin  C = sin  c sin  A, 

I sin  A sin  C = sin  e sin  B ; 
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Si  l'on  donne  à la  dernière  éqiialion  lu  foriiie 


. „ . cos/i  sin/7  sin  B . 

sinCrosB=: . , — cosa  sin  B cosC, 

Mil  b 


on  obtient 


sin  C ros  B - - cos  è sin  A — cosn  sin  B cosC, 
sin  A ros  b z=.  ros  B sin  C sinB  rosC  coso. 


Cette  équation  corrcs|iond  à la  première  des  équations  {.'()  où  les 
anyles  sont  changés  en  côtés,  et  réciproquement.  En  permutant 
les  lettres,  on  obtient  les  six  équations 

sin  A cos  h = cos  B sinC  ■+■  sin  B cosC  rosn, 
sin  A COSC  = rosC  sinB  -t-  siiiC  cosB  roso, 
sin  B cos  17  = fosA  sinC  sin  A cosC  cos  A, 
sinB  COSC  = cosC  sin  A + sinC  cos  A cosA, 
sinC  cosrt  cos  A sinB  -i-  sin  A cos  B cosc, 

sinC  cos  A cos  B sin  A -J-  sin  B cos  A cosc. 


[,a  division  de  ces  équations,  par  les  équations  (3)  correspon- 
dantes, donne 

sin  a cot  A ^ eut  B sin  C -4-  cosC  coso, 
sin/7  cote  cote  sin  B -4-  cosB  cost7, 
sin  A coto  — cot  A sin  C -4-  cosC  cos  A. 
sin  A cote  = cote  sin  A -4- cos  A ros  A,  ' 

sin  c cot  a = cot  A sin  B -4-  cos  B cosc, 
sinccotA  zc::  cot  B sin  A -4- ros  A cosc. 

Les  équations  (G)  donnent  ensuite 

cosA  siiiC  - sinB  coso  — sin  A cosC  cos  A, 
cosB  siiiC  — sinA  ro^A  — sinB  cosC  rosir. 

.Si  l’on  substitue  dans  la  première  éipiation  ia  valeur  de  sin  A cos  A 
tirée  de  la  seconde,  on  obtient,  en  divisant  par  sinC, 

cos  A = sin  B sinC  cosa  — cosB  cos  C. 
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cl,  par  une  permutation  des  lettres,  les  trois  équations  suivantes 
correspondantes  aux  formules  (2),  où  les  côtés  sont  changés  en 
angles  et  vice  versd  : 

IcosA  sinBsinCcosa  — cosB  cosC, 
cosB  ==  sin  A sinC  cosé  — cos  A cosC, 
cosC  = sin  A sinB.cosc  — cosA  cosB. 

5.  Formules  rte  Detamhre  et  tic  Nr^/icr.  — Si  Ton  ajoute  les 
deux  premières  des  formules  (3),  on  obtient 

sinn[sinB  + sinC]  — sinA[siné  -(-  sine] 
ou 

sin  J a cos  ] (B  — C)  cos  J o sin  ] (B  -f-  C) 

= sin  I A sin  J ( é + c)  cos ] A cos|  {b  — c), 

et  par  soustraction 

sin  ] O sin  ] ( B — C ) cos  ] a cos  ] { B -t-  C ) 

=:  sin  ] A cos  j ( ô -H  c)  cos  J A sin  6 — e) . 

On  obtient  de  meme,  par  l’addition  et  la  soustraction  des  deux 
premières  formules  (4)> 

sin  J fl  cos  J (B  — C)  cos  J n cos]  (B  H-  C) 

= sin  ] Asin  ] (ô  -t-  e)  sin|  A cos  J [b  + c), 
sin  ] fl  sin  ] (B  — C)  cos ] o sin  ] (B  -l-  C) 

= cos]  A sin  ] [b  — c)  cos]  A cos]  (b  — c). 

Ces  quatre  équations  contiennent  le  produit  de  deux  des  for- 
mules de  Delaïubre,  et  on  peut,  par  la  combinaison  de  ces  équa- 
tions, obtenir  ces  formules  isolément;  il  faut,  ù cet  effet,  se 
procurer  encore  une  antre  équation  dans  laquelle  paraisse  une 
combinaison  nouvelle  de  ces  formules.  Pour  cela  nous  nous  ser- 
virons d'une  des  équations  suivantes  : 

cos]  fl  cos]  ^B  -f-  C)  cos  ] « sin  ] (B  -t-  C) 

sin  ] A cos  ] ( é -H  c J cos  ] A cos  ] ( é — c), 
sin  ] a cos]  (B  — C)  sin  ] a sin  ] (B  — C) 

= sin  ] A sin  ] (ô  -t-  c)  cos  ] A sin  ] (ô  — c). 
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(|iie  l'on  obtient  par  l'addition  et  la  soustraction  des  deux  pre- 
mières formules  ((5) 

Si  l'on  pose  maintenant 

sin  J A sin  J-  ( A -4-  c)  = a,  sin  J a cos , (B  — C)  = a', 

sin  i A cosi  (A  -4-  r)  = p,  eosj  n cos  J (B  -4-  C)  = p', 

cos  j A sin  I ( A — c)—'/,  sin  ^ a sin  |(B  — C)  = 7', 

cos  J A cos  J-  ( A — c)  = i,  cos  J a sin  J ( B -4-  C)  = d', 

on  a les  six  équations 

a'J'  = ad,  y'p'  = 7p,  a'p'  = ap, 

= P''*' = 

d'où  l'on  tire 

P'=P.  7'  = 7>  ^'  = ^. 

ou  bien 

P'=—  P.  7'  = — 7.  d'  = — J.  ^ 

On  a ainsi,  entre  les  angles  et  les  côtes  d'un  triangle  sphérique, 
les  relations  suivantes  ; 

sin  i A sin  I (A  -4-  c)  = sin  j « cos  j (B  — C), 

sin  J A cos  J ( A -4-  c)  = cos  \ a cos  î ( B -4-  C], 

cos  J A sin  i (A  — c)  = sin  ‘ a sin  i (B  — C), 

I cos  J A cos  J (A  — <')'-=  CüS  j a sin  (B  -4-  C), 

ou  aussi 

sin  j A sin  j ( A -4-  c)  = — sin  j a cos  j (B  — C), 

sin  -J  A cos  J { A -4-  c)  = — cos  J a sin  j (B  -4-  C), 

cos  j A sin  J-  (A  — c)  — sin  J a sin  |(B  — C), 

cos  J A cos  \[b  — c)  — — cos .)  a sin  i (B  -4-  C). 

Soit  que  l'on  cherche  deux  côtés  et  l'angle  compris,  ou  bien  un  côté 
et  les  deux  angles  adjacents,  les  deux  systèmes  d'équations  donnent 
les  mêmes  valeurs,  ou,  du  moins,  des  valeurs  ne  différant  entre  elles 
que  de  36o".  Si  par  exemple  on  cherche  A,  A,  c,  alors  les  deux  sys- 
tèmes donneraient  pour  7 ( A 4-  c)  et  j-  (A  — c)  les  mêmes  valeurs 
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l't  pour  j A des  valeurs  difrérant  ile  i8o",  ou  bien  pour  les 
mêmes  valeurs,  et  pour  J ( i + e),  J ( b — r)  des  valeurs  différant 
de  i8o".  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  les  valeurs  de  A,  de  b et  de  c, 
tirées  de  l’un  ou  de  l’autre  système,  ne  différeront  jamais  que  de 
36o“:  ces«|uatre  formules  (9)  sont  donc  généiales,  et  il  est  indif- 
férent, dans  le  calcul  de  A,  b,  r,  d'employer  les  valeurs  n.  B,  C, 
ou  ces  mêmes  valeurs  augmentées  ou  diminuées  de  Slto"  (*). 

Les  quatre  équations  (9)  sont  employées  lors(]ue,  connaissant 
un  eéilp  et  deux  angles  adjacents,  ou  bien  deux  côtés  et  l’angle 
com|)ris,  on  clierclie  les  trois  autres  éléments  du  triangle;  on  s’en 
sert  le  plus  comniodénirnt  tie  la  manière  suivante. 

Supposons  que  n.  B,  C soient  donni’S;  on  eliercliera  d'aboril 
les  logarillimes  de 

(1)  cos;^B--C),  (4)  cüsj(B-l-C), 

(2)  sin  j rt,  (5)  eusjf/, 

(3)  sinA(B  — C),  •8)  sinj{B-+-C), 

et  ceux  de 

(")  sini«cosj(B  — C),  (9)  sinjnsinj  B — C), 

(8)  cos  J fl  cos  I ( B C),  (10)  cos  J « sin  J ( B -t- C). 

Les  quotients  de  ( 7 1 ]>ar  (8)  et  de  '9)  par  (10)  sont,  d'après 
les  formules  de  Delambie,  égaux  k 

tangj(i-t-r)  et  tang;(i  — c), 

ce  (pii  fait  connaître  b et  c.  Ensuite  on  clierclie  cos  j (6  -t-  c)  ou 
siu  j -b  c),  selon  ipie  le  cosinus  est  le  plus  grand,  ou  le  sinus; 
et  de  même  pour  cosj  (b  — c)  et  sin  | (é  — c);  on  reiranclie  le 
logarilbnie  du  premier  (rns  on  sin)  du  |ilus  grand  des  deux  lo- 
g.irillimes  (7)  ou  (8)  et  le  logiiritbmc  du  second  du  plus  grand 

(■)  Ce»  formules  sont  désignée»  en  I-'rance  sous  le  nom  de _/orniii/er  de 
DflamUir^  qui  les  publia  pour  la  première  fois,  en  1807,  dans  la  Connaît^ 
laner  dis  Temps  pour  1801J  (p.  4Î^)-  f'Suss  ne  les  donna  que  deux  aiio  plus 
lard  dans  l'ouvrage  Th/or  iu  woius  evrpotum  ctrlestium^  p.  5o  et  suiv. 

(iVofe  des  traducteurs.) 
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des  deux  logarithmes  (9)  ou  (10),  on  obtient  ainsi  sin  j A et 
cos  J A;  de  là  on  tire  tangj  A,  et  par  conséquent  A.  Comme 
sin  ’ A et  cos ÿ A doivent  donner  le  même  angle  que  tang  j A,  on 
a là  un  moyen  de  contrôler  l’exactitude  du  calcid. 

Exemple.  — Soient  données  les  valeurs  suivantes  (*) 

a—  ii»25'5G",3, 


B=i  184. 

6.66  ,4, 

C = II. 

18.40  ,3, 

on  a 

86'’>,4'7",55, 

;(B+C)-^97”42'47".«5, 

cos;(B— C)  .. 

• 2,797  641 3, 

cos  J (B-+-C)  ...  1,127  6o46//, 

sin  J fl  .. 

. 2,098  2605, 

cos  J fl  . . 1 .997  835i , 

sin  1 (B — C,  .. 

■ > '4^2, 

sin  J (B-t-C) . . 1 ,9960626, 

fl  cos  J (B — C)  .. 

. 3,7969018, 

sin  J fl  sin  .J  (B — C)  ...  2,997  4o37, 

fl  cos  5 (B  + C i .. 

. 1, 1266397/?, 

cos  J fl  sin  J (B-+-C) ...  1,9938877, 

- i77«I9’i3",49^ 

, ’ ;.(ô-c, -5»46'24",i3, 

cos^lô  + c) .. 

. 1 ,999  6248  //, 

cosJ(é  — c ...  i,9ç)7  8o42, 

sin  j A .. 

,.  1 , 1 26  1 i49> 

i83"  4' 37", 62, 

cos  JA.. 

. 1 ,9<)6  o836. 

c ■ — 171.33.49  ,36, 

;a- 

-7»4o'59'',38, 

A -=  16.21.68, 76. 

si  l'on  avait 

pris 

B — 

176-63'  6, 

et  par  conséquent 

4JBH-C -4- 

82.17.12  , i5, 

. (B-C)  = - 

93.36.62  ,45, 

on  aurait  eu 

• 

i(ô  + cl  = - 

2.40  4^^  ,5t. 

-n  — 

186.45  24  > ' 3. 

(•)  La  lettre  n placée  après  un  logarithme  imlique  que  le  rionibro  doit 
être  pris  avec  le  signe  — . 
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et  cnGn 


i=  i83“  4' 37", 62, 
c = — 188.26. 10  ,64. 


On  trouve  les  Àniilogics  de  Néper,  en  divisant  les  formules  de 
Delambre  les  unes  par  les  autres.  Si  l’on  remplace  respectivement 
A,  B,  C par  B,  C,  A et  a,  b,  r par  c,  a,  les  équations  (g)  donnent 


(î)") 


tangi(A-i-B;=: 
tangi(A-B)  = 
tang  j (a  -I-  A)  = 
tang;  (fl  — i)=: 


b\ 


ros  J 

(" 

sin  Y 

-*>< 

sin  J 

cos  Ÿ 

fA 

-B) 

ros  J 

(A 

+ B) 

sin  [ 

(A 

-B), 

cot  J c , 


tang  ; r, 


sin  j [ A H-  B) 


G.  Emploi  d'un  angle  auxiliaire.  — Comme  presque  toutes 
les  formules  des  n”*  3 et  Ir  contiennent  des  binômes,  et  sont  par 
consé(|uent  incommodes  pour  le  calcul  logarithmique,  il  peut  y 
avoir  avantage  à les  convertir  en  monômes;  on  y p.irvient  par 
l'introduction  d’angles  auxiliaires.  Soient  deux  quantités  quel- 
conques, X et  y,  positives  ou  négatives;  on  peut  toujours  poser 
les  équations 

X — ni  sin  M, 


alurii 


y = m cosM, 
lanü  M 

y 

m ijx'  -f-y’, 


et  les  valeurs  de  M et  m sont  toujours  réelles.  Or,  dans  toutes  les 
formules  précédentes,  les  binômes  sont  formés  de  deux  termes 
dont  l’un  contient  le  sinus  et  l'antre  le  cosinus  d’un  meme  angle. 
Si  l’on  suppose  les  coefficients  du  sinus  et  du  cosinus  proportion- 
nels au  sinus  et  au  cosinus  d'un  même  angle  auxiliaire,  on  pourra 
appliquer  les  formules  connues  pour  le  sinus  et  le  cosinus  d’iin 
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binôme,  et  obtenir  de  celte  manière  des  expressions  commodes 
pour  le  calcul  logarithmique. 

Soient,  par  exemple,  à calculer  les  trois  formules 

cos  n = cos  b cos  c -I-  sin  sin  c cos  A , 
sin  a sin  ô = sin  b sin  A, 
sinn  cos  B = cos  £ sin  c — sin  b cos  c cos  A. 


On  posera 


on  a alors 


sin  6 cos  A = /n  sin  H , 
cos  b — m cos  M ; 

cos  a — m cos  [c  — M), 
sin  a sin  B = sin  £ sin  A , 
sin  a cos  B = m sin  ( c — M ). 


Lorsqu’on  connaît  le  quadrant  dans  lequel  se  trouve  B,  on  peut, 

. , sin  £ cos  A . , , 

en  remplaçant  m par  sa  valeur  — , — . — , se  servir  des  formules 

sin  M 

suivantes.  On  calcule  d’abord 


et  l’on  trouve 


tangM  = tang  £ cos  A, 


tang  B = 


tang  A sin  M 
sin  { c — M) 


tang  a =z 


tang(c  — M) 
cos  B 


Il  faut  remarquer  qu’au  moyen  des  Tables  de  logarithmes  de 
Gauss,  qui  donnent  le  logarithme  de  la  somme  ou  de  la  diffé- 
rence de  deux  nombres  connus  seulement  pur  leurs  logarithmes, 
on  calcule  plus  aisément  les  trois  équations  sous  leur  première 
fornie  sans  le  secours  d’aucun  angle  auxiliaire.  Ces  Tables  ont  été 
publiées  par  Zech  avec  sept  décimales,  et  par  Uoüel  avec  cinq 
décimales. 

7.  Calcul  approché  d’un  angle  au  moyen  de  la  tangente  ou  du 
sinus.  — En  général,  on  détermine  toujours  les  angles  que  l’on 
cherche  par  leurs  tangentes;  car  celles-ci  variant  plus  rapide- 
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Oient,  la  valeur  de  l’angle  est  alors  déterminée  avee  une  plus  grande  . 
approximation. 

Soit  Ax  une  variation  très-petite  de  l’angle,  on  a 
A(Ltangx'= 

siiii.r 


On  exprime  ordinairement  les  variations  d’angle  en  secondes; 
mais  eomme  la  tangente  est  exprimée  en  parties  du  rayon  pris 
pour  unité,  il  faut  exprimer  la  variation  Ax  aussi  en  parties  du 
rayon,  par  consi-qiunt  la  diviser  par  le  nombre  2o(i  , 8 (*). 

Les  logarithmes  employés  ici  sont  hvperboliques  ; si  l’on  veut 
introduire  les  logarithmes  de  Briggs,  il  faut  encore  multiplier 
par  le  module  M = o,434  2t)4^.  Enfin,  si  l’on  veut  exprimer 
A(logtangx)  en  unités  de  la  dernière  décimale  des  logarithmes 
employés,  il  faut  encore  suilliplier  par  lo’  lorsque  les  logarithmes 
ont  sept  décimales.  On  obtient  ainsi 


,,  2M  Ax" 

A I loR  tangx;  = ^ 

® St0  2x  20(j2b4,8 


42 . i 


Ax 


.l’où 


_ stnax 

Ax  = A(logtangx). 


42 , 1 


Cette  é(|uation  fait  voir  avec  qttelle  exactitude  on  peut  obtenir 
la  valeur  d’un  angle  au  moyen  de  la  tangente.  En  effet,  suppo- 
sons que  l’on  emploieilcs  logirithnus  à cin(|  ilécimales  seulement  ; 
comme  le  calcul,  en  général,  n’est  sûr  qu’à  deux  unités  près  de 


("  ) l.c  n imbre  yo6  an^tJ  quia  pour  loRarilhtne  1^  'ia5i  ,cst  tmijoiirs  em- 
ploie lorsqu'on  veut  convertir  en  secoinles  tfarcs  des  Qrundeiirs  exprimées 
en  parties  (tu  rayon,  et  vier  vmâ.  I e nombre  de  secondes  contennes  (tans  la 
circonférence  est  nqfiooo,  cl  la  circonférence  exprimée  en  particoi  du  rayon 
((St  a “ =f),aS  ! iSâ!t.  Le  rapport  de  ces  deux  nombres  est  aofi  jfi.plt.  Si 
on  veut  convertir  en  secondes  d'arc  des  grandeurs  exprimées  en  parties  du 
rayon,  il  faut  ninltiplier  ces  grandeurs  par  ce  nombre,  et  les  diviser  an  con- 
traire par  ce  nombre  lorsqu’on  veut  exprimer  en  parties  dit  rayon  des 
quantités  données  en  secondes  d'are.  Ce  noiiibrc  n'est  d'ailleurs  autre  chose 
que  le  nombre  de  secondes  contenues  dans  le  rayon,  et  son  inverse  e\. 
prime  le  sinus  ou  la  tangente  d'nnc  seconde. 
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l3 


lii  dernière  déeimale,  on  a 

S (log  tany.r)  200, 

% 

el  rerieiir  résultant  pour  l'angle  sera 

„ 200”  . , . 

A r T—  - sin2Jr=o  sin2J 

42,1 

Ainsi,  avec  cinq  décimales,  l'erreur  ne  sera  jamais  plus  grande 
que  .'j"sin2.r,  et,  comme  le  maximum  de  sin  2a- est  riinité,  la  plus 
grande  errtur  ne  montera  qu'à  5",  pour  un  angle  voisin  de  45". 
Avec  des  logaritlimes  à sept  décimales,  l'erreur  sera  cent  fois  plus 
petite,  et,  par  consé’qiicnt,  l’incertitude  de  la  valeur  d'un  angle, 
calculé  par  la  tangente,  montera  au  plus  à o",o5. 

Mais,  quand  on  calcule  un  angle  par  le  sinus  ou  par  le  cosinus, 
A{log  sin  x)  ou  A (log  cosx)  contiennent,  au  lieu  du  facteur  sin  2.r, 
les  facteurs  tangx,  ou  cotx,  dont  les  valeurs  peuvent  varier 
de*  O à X . On  voit  donc  que  de  petites  erreurs,  dans  le  loga- 
rithme du  sinus  ou  du  cosinus  d’un  angle,  peuvent  produire  de 
grandes  erreurs  dans  la  détermination  de  l’angle,  et  qu’il  est  ainsi 
toujours  préférable  de  calculer  les  angles  parles  tangentes. 

8.  Formules  relatives  aux  tiiauj^lcs  rectangles.  — Si  dans  les 
formules  des  triangles  sphériques  obliquangles  on  fait  un  des  an- 
gles ég.d  à go",  on  obtient  les  formules  pour  les  triangles  rectangles 
Dans  la  suite,  nous  représenterons  toujours  l’hypoténuse  par  /i, 
les  deux  côtés  de  l’angle  droit  par  c et  c*,  et  les  angles  respective- 
ment opposés  par  C et  C'.  Si,  d.ans  la  première  des  formules  (2), 
on  pose  A = go",  on  a 

cos//  = cosc  cosc', 

et,  dans  la  mémo  hypothèse,  la  deuxième  des  formules  (3)  donne 
sin/i  sinC=:sinc. 

De  la  première  des  formules  (4),  on  tire 
sin/i  cosC  ~ cosc  sine'. 
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el,  en  divisant  par  la  valeur  de  cos/i,  on  a 
langA  cosC  = tangc', 

tandis  que  si  l’on  divise  par  iinh  sinC  = sine,  on  a 
cote  = cote  sine' 


ou 


tange  = tangC  sine'. 


On  aurait  pu  aussi  obtenir  ces  deux  formules  par  la  deuxième 
des  équations  (5)  et  la  troisième  des  équations  en  y posant 
A =90». 

En  multipliant  la  dernière  équation  par  l’équation  analogue 


on  obtient 


tange'  — tangC'  sine, 
cosA  = cotCcotC'; 


enfin,  si  l’on  combine  les  deux  équations 

sin/i  sinC'  = sine', 
sin/i  cosC  = cose  sine', 

on  obtient 

cosC  — sinC'  cose. 


Ainsi,  on  a les  six  formules  suivantes  qui  comprennent  toutes 
les  combinaisons  des  cinq  éléments 

cos/i  = cose  cose', 
sine  = sin//  sinC, 
tange=  tang/i  cosC', 
tangc=  tangC  sine', 
cos/i  = rotC  cote', 
cosC  = cose  sinC', 

au  moyen  desquelles,  deux  éléments  d’un  tri.sngle  rectangle  étant 
donnés,  on  peut  trouver  les  autres. 

La  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  du  n”  6 montre 
que  l’emploi  des  grandeurs  auxiliaires  m et  M repose  sur  la  dé- 
composition du  triangle  quelconque  en  deux  triangles  rectangles. 
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Kn  effet,  si  on  abaisse,  par  exemple,  du  sommet  C d'un  triangle 
(pielconque  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  sur  le  côté  c, 
m représente  dans  les  formules  du  n°  6 le  cosinus  de  cet  arc  per- 
pendiculaire et  M la  portion  du  côté  c comprise  entre  le  sommet  A 
et  le  pied  de  l'arc  perpendiculaire. 

9.  Formules  différentielles  de  la  Trigonométrie  sphérique.  — 
En  Astronomie,  il  faut  toujours  emprunter  certaines  données 
à des  observations  dont  on  ne  peut  jamais  garantir  l’exactitude 
absolue;  on  doit  donc  admettre  pour  chaque  donnée  la  possibilité 
d’une  petite  erreur.  Dans  chaque  problème,  on  aura  à discuter 
l’influence  d'une  petite  variation  des  données  sur  le  résultat 
cherché.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à différentier  les  formules 
de  la  Trigonométrie  sphérique,  en  regardant  toutes  les  grandeurs 
comme  variables. 

Si  l’on  différentie  la  première  des  équations  (2),  on  a 

— sinada  = [ — sin  b cosc  -I-  cosô  sine  cosA]  db 

• -+- [ — rosi  sine  H- sin  é cosc  cosA]  f/c 

— sini  sine  sin  A (/A. 

l.e  coefficient  de  db  est  égal  à — sinncosC;  celui  de  de  est 
égal  à — sinacosB,  et  si  l’on  remplace  le  coefficient  de  r/A  par 
— sina  sine  sin  B,  on  obtient  la  formule  différentielle 

da  = cosC  f/i  -f-  cosBf/c  ■+-  sine  sin  Bf/A. 

Différentions  la  première  des  équations  (3),  après  avoir  pris  les 
logarithmes  des  deux  membres 

cotaf/a  -I-  cotBf/B  — cot  irfi  -4-  cot  A</A. 

Au  lieu  de  différentier  la  jiremière  des  formules  (4),  différentions 
la  premiéhe  des  formules  (5),  résultat  de  la  combinaison  des  for- 
mules (3)  et  (4),  nous  obtiendrons 

— ■+■  f cot  B cos  A — sin  A coscl  rfA 

sin’ B '■  •* 

sine  . 1 , 

= : — r db  -4-  cot  6 cose  -4-  cos  A Sine!  f/c, 

sin’ 6 '■ 
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sinA  cosC  sinr 

^ f/B ^ — - r/A  = r (Ib 

Siii^B  smB  sinv> 


sin  b 


(le , 


Kn  imiUipliant  eette  cquation  )>.ir  sin  B,  un  It  ouve 


_Ü^^B-cosCr/A 
sm  b . 


sinC  ('os^sinB 

,/i-H  — _ _ de, 
sin  O sino 


ou  enfin 

sinAfVB  = sinCf/A  — cosn  sinlir/r  — sin  b cosC^/A. 

La  première  îles  rornuiles  (8),  traitée  eonime  la  première  des 
formules  ( 2),  donne 


(/A  = — cosc(/B  — coibflC  -+-  sin  b sinCda. 


En  tèsumé,  les  éipialions  différentielles  de  la  Trigonométrie  spliè- 
riipie  sont  donc 

m 

da  cosC'fè  + cos  Bf/e  H-  sin  è sin  C rf  A , 
eotrtf/o  -+-  cotBdB=  cotèf/6  -t-  cotAr/A, 
sium/ B sir.Ci/i  — coso  sin  Br/e  — sin  b cosCr/A  , 
r/A  = — coscr/B  — fos6i/C  ■+  sin  b sinCr/n 

10.  Formules  approchées  pour  de  petits  ongles.  — Quand  on 
emploie  de  petits  angles,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  prendre 
le  cosinus  égal  à runitc,  et  l’arc  égal  à son  sinus  ou  à sa  tangente; 
ainsi,  si  l’on  veut  exprimer  l’arc  en  secondes,  on  peut  remplacer 
sinrr,  ou  tangrr,  par  206265  a.  Mais,  si  les  angles  ne  sont  pas 
assez  petits  pour  i]u’il  soit  permis  de  négliger  le  carré  de  l’arc, 
on  peut  procéder  de  la  manière  suivante;  on  a 


sin  ft 
a 

->’+TTî"'- 

et 

cos  a zz-  1 

-i„-4  ïV"’-- 

(Poil 

» 

^ cos  a 

= I-;rr>4-.., 
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On  obtient  donc,  en  ne  conservant  t|ue  les  troisièmes  puissances, 


on 


sin<7  3 

= ^co^a , 

a 


fl  = sinrt  ^sei-fl  . 


Cette  formule  peut  être  employée  jusqu’aux  angles  de  lo",  pour 
lescpirls  l’erreur  n’atteint  pas  une  secomle,  car 

log  sin  I O"  y sec  10"  — 1 , 3.4 1 8864  < 

et  en  y ajoutant  le  logarithme  5,3i4  425t,  on  trouve  pour 
nombre  correspondant  3Gooo",  ^4  o"  i o"o’ o",  ^4- 


11.  Dn'clop/trmcnl.i  rn  srrifs  frrijiienimcnt  eniploycs  tlans 
r Astronomie  sphctiqnc,  — i"  Si  l'on  a une  expression  de  la  forme 


tang)  — 


I « COS.C 


on  peut  facilement  développer  en  une  série  (pii  procède  d'après 

les  sinus  des  multiples  de  l’angle  x.  Fn  cflet,  posons  t'ang:  = - i 

. ruhn  — nuln  ,,  . . , , , 

d ou  etz—  — — . I exnression  iircceilcnle  nous  donne,  en 

considérant  a et  comme  variables, 

il  Y sinx 

tlu  I 3 « CÜS  X -H  « ‘ 

et  si,  par  la  meiliode  des  coefficients  indéterminés,  nous  dévelop- 
pons en  série  suivant  les  puissances  eroissantes  de  fl,  nous  aVons, 
en  siippi'sant  « <^  i , 

il  Y 

— sinx  -I-  fl  sin  i.r  -4-  fl- sin  3x  -t-  . . . ( ') . 

flrt 


('  ; On  voit  fjtcilemcnl  que  lo  iircniier  terme  est  sinx  cl  que  le  coettl- 
cîeiil  A,,  d«  a”  sc  trouve  par  la  relation  de  récurrence 

cosx  — A,_  .. 

I.  1 
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Iiilt'grons  cclto  l'qiinlion,  tii  oLservanl  que  r s’annule  avec  .r, 
nous  obtenons 

(i-a)  ^ ^ nsinar  + ^ «’sln  2x  4-  J n’sin'lx 

2°  On  rencontre  souvent  deux  équations  de  la  forme 

A sin  B = fl  sinx, 

A cos  B :=  I — fl  cos  X . 

Il  s'agit  d'ex|)riincr  B et  log  \ en  séries  procédant  suivant  les  sinus 
et  les  cosinus  des  multiples  de  x.  Or 


tang  B =: . 

I — fl  cos  X 

La  rurmule(i2],  appliquée  à l'angle  B,  le  donne  immédiatement 
en  une  série  procédant  suivant  les  sinus  des  multiples  de  x.  Pour 
développer  log  A en  série,  prenons  la  valeur  de  A 

A = y'  1 — 2 fl  cosx  -h  fl’.  • 

La  méthode  des  coclficients  indéterminés  donne 

fl  cosx fl’ 


— la  cosx  -I-  fl’ 


O cosx  4- n’cos 2x -I- o’cos  3x  + . . . (*). 


f/fl 


En  multipliant  cette  expression  par  — . — le  premier  membre 
est  égal  à 

1 f/log(i  — 2ncosx4-fl’) 

2 f/« 

et,  en  intégrant,  il  vient 


i log  ^^1  — 2 fl  cosx  4-  fl’  = log  A 

( I 3 ) j 

I — — (fl  COS.X  4-  I fl’  cos  2.f  4-  , fl’ cos  3 X 4-  . . ), 
car  pour  n —O,  on  a log  A — f>. 


(■)  On  voit  qiio  11!  de  a est  coS.x  cl  que  le  coeflicieiU  di*  a* 

C'i  dontié  par  In  relation  , * 

-'«=  ’A„_,cosx  - A._, 
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3°  Soient  les  deux  aulres  é(|iialiuns 

A sin  B = n sin2 , 

AcosB  = I + acosx, 

ê ' 

en  remplaçant,  dans  (12}  et  (i3),  x par  180"  — x,  on  obtient 

(i4)  B = asinx  — i «’sinax  -+-  ÿa’sinSx  — . . 

log  \j  i -xa  cosx  -(-«’  = log  A 

= a cosx  — J-  COS2X  + ÿ a’  cos3x  — .... 


4“  Lorsqu’on  a l’expression 

tang^  = atangx, 
on  peut  la  ramener  facilement  à la  forme 


tang  / -- 


a sin  .r 
1 — a cos  X 


car 


tang(^-  — x)  = 


tangv  — tang  X (/i  — i)tangr 
1 + tang  > langx  i-(-ntang'x 
(/J  — i)  sin  X cosx 
cos’.r  + «sin’x 


(w  — i)  sin  X cosx 


Il  n n 

1 cos  2X  H C0S2X 

22  22 


« — I . 

, , . sin  2x 

{u  — 1 ) sin  2 X n -h  i • 

(n  -f- 1 y — (n  — 1 ) cos  2 .r  n — 1 

' I cos  2 X 

n + 1 


Ainsi,  étant  donnée  l'équation  tang  r = ntangx,  on  obtient 
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Si  l'on  fait 
on  aura 

et  l’équation 
lionne 


n = cos  a , 


— = — tang’  i a, 

n + I 


tiing/  = cos  a tang.r 


('7) 

Si 

alors 


f = lang’  i asinax  j tang'  { asin4x 
— J tang"  Y a sin  6x  -I- . . . . 


» = sec  a , 


: tang’  ; a, 


et  l’équation  tang^  =:  scca  tangx  donne 

(i8)  x = x + tang’ 4 31  sin  2 a-  -t-  4 '«"{j'  î * sin  4-r  + . . . 

Puisque  l'on  a 

— - — lang,  (3  a)  tang  ^ (fi  + a) , 

cos  a + cos  P 


et 


sin  a — sin  8 . , . ,•  o \ . 

g = lang  ( ( a — P)  cot  V I a -t-  8)  ; 


sin  a + sin  p 


on  obtiendra  donc,  si  tang  y = — ^ lang.r, 

y = x — lang  ; (a  — p'  tang  ( (a  + p)sin2.r 
4-  ; tang’  : a — P)  tang’  H*  -+-  ?)  *>"4-'  ' 


sin  a 

et  SI  lang  y = r-langx, 

sin  P 


y—,  X -h  lang  j(a  — p)  cot((  3i  + P)  siri2x 

-y-  ] lang’  ( (a  — p)  cot’  ( (a  4-  p)  sin4x  4-  . . . . 


Digilized  by  Google 


DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES.  21 

An  moyen  des  deux  dernières  formules,  on  peut  développer 
en  séries  les  analogies  de  Piéper,  car  l’éqiialion  , 

, , , , sini  (A  — B)  , 

tangi  (a  — l/)  = -’-i ^ tanc  ' e 

' sin;(A  + Bj 


donne 


|(«  — b)  — ^c  — lang  J B cot  J A sine 
-I-  i tang’l- Bcol’i  A sin2f  ■ 


\c  \ {n  — b)  -h  tangi  B eol  ^ A siu(o  — b) 
-+-  J lang’y  B col'-j  A sin  2(0  — b)  + . . . 

De  meme  ré(|uatioii 

, / Il  1 ( ^ ) I 

tangWrr4-6)=.  — .^^-^,tang,r 
donne  les  séries 


J-  (a  -I-  i)  r - Y r 4-  tangj  A langj  B sine 

4-  J lang  j A lang’j  B sin2c  4-.  . . , 

J r = J (n  4-  i)  — tang  j A lang  j B sin(rî  4-  b) 

4-  Y lang’j  A tang’ J Bsin2(<r  4-6)  — . . .. 

On  transforme  en  séries  semblables  les  deux  autres  analogies 


langj  (A  — B)=l- 
lang)  ( A 4-  B)  — 


sin  {in  — b) 
sin  ) {«  4-  bj 
cos|  fo  — b) 
cos  i ("  + 6, 


tang)  ( 180"— Cl, 


tang)  (180"— C). 


5“  Il  arrive  souvent  qu’une  quantité  y donnée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 


cos  y — cosj-  4-  b. 


doit  être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  b. 
Le  llieorème  de  Taylor  ajrplique  à l'equation  * 

J . arccos(cosx  4-  6 ) , 
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donne,  en  posant 


cosx  = Z et  y—f\^z  + b), 
\_<Pf 

dz  1 tlz'  G dz‘ 


//*  O 


4-  . . . , 


et  puis((iie 

f[z)—x. 


df 

dx 

I 

dz  d ( 

cosx) 

sitix 

- -■-) 
^ sinx  / 

d.r 

COS.r 

dz‘ 

dx 

f/(cosxj 

sin'x 

d'f  _ 

( cosxN 

sin'x  / 

• 

dx 

1 -1-  3 cot’ c 

dz'  “ 

dx 

(/(cosx) 

sin’x 

b 

; X -T 

, l>' 

— i cot  X 

('9) 


( 

G“  De  même  si  on  avait  l'éqnaiion 


I + 3 cot’x)  -, 1- . . . . 

sm'a: 


on  aurait  la  série 


(ao) 


sinj"  = sin  j:  -(-  6 , 


h . h' 

h ' COt  X -- 

CÜSX  cos’x 


-f-  ‘ [t  3tang’x]  --  - +. 

cos  X 


Remarque.  — Voir,  pour  les  ilévcloppeinenls  en  séries,  un  Mé- 
moire de  Eneke,  inséré  dans  le  n"  5Ga  des  Astrnnnmhchc  Tfach- 
riclitcn,  ^ 

II.  — InTEHI’OLATIÜN. 


12.  liiit  de  J'inter/xdntion.  — On  se  sert  constamment,  en 
Asironomie,  de  Tailles  (pii  donnent  les  valeurs  de  certaines  fonc- 
tions correspondant  à des  valeurs  déterminées  des  variables.  Mais, 
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dans  l’application,  on  a aussi  besoin  de  connaître  les  valeurs  de 
la  fonction  pour  <les  valeurs  des  variables  qui  ne  sont  pas  conte- 
nues dans  les  Tables.  Les  méthodes  qui  permettent  d'obtenir  ce 
résultat  portent  le  nom  de  nuthndrs  erinlerpolalinri.  Elles  ont 
pour  but  de  substituer  la  fonction,  dont  l'expression  analytique 
est  ou  entièrement  inconnue,  ou  incommode  pour  le  calcul  nu- 
mérique, une  autre  fonction  plus  simple,  déduite  des  valeurs 
nuroeri(|ues  données,  et  qui  puisse  remplacer  la  véritable  fonc- 
tion dans  les  limites  des  applications  qu’on  veut  en  faire. 

D’après  le  théorème  de  Taylor,  on  peut  toujours  développer 
une  fonction  en  série,  suivant  1rs  puissances  entières  des  varia- 
bles. Ce  théorème  ne  souffre  d’exception  que  dans  le  cas  oit,  pour 
une  valeur  délermim’x;  delà  variable,  un  des  coeflicients  difleren- 
tiels  devenant  infini,  la  fonction  cesse  d’être  continue  dans  le  voi- 
sinage de  cette  valeur;  le  calcul  d’interpolation  étant  une  con- 
séquence de  ce  théorème,  exige  que  la  fonction  soit  continue 
entre  les  limites  des  applications. 

Notation  des  différences.  — Soit  «’  l'intervalle  ou  la  diffé- 
rence de  deux  argumi  nts  consécutifs  ( différence  qu’on  regarde  ici 
cnmtne  constante);  un  des  arguments  étant  représenté  par  a,  un 
autre  le  sera  par  a -4-  nw,  n étant  la  variable;  soit,  de  plus, 
y(n  -I-  nw')  la  fonction  correspondante  à cet  argument. 

Désignons  par  f\a  -4-  n -t-  ~)  la  differer.ee  entre  deux  valeurs 
consécutives  f[a  -4-  mv),  et  f\ji  -t-  («  -4-  i)«'],  (n  -4-  n -4-  )-)  est 
la  moyenne  aritlimétique  des  deux  argi.nients  consécutifs,  le  fac- 
teur le  étant  sous-entendu  (*  ).  Ainsi,  la  différence  f[a  -4-  le)  — f\a) 
est  désignée  par /'(«  -I-  |);  la  différence  f[it  -4-  2*i') — -4-  o') 

est  désignée  par  f\n  H-  J).  La  même  notation  sert  pour  les  diffé- 
rences d’ordres  supérieurs,  ordres  ipii  sont  indiipiés  par  le  nombre 
des  accents.  Par  cxenqile,  la  rlifférencey'(rt  -4-  -J  ) — f'ya  -4-  J)  est 
désignée  par  f"\a  -4-  a),  différence  secomle. 

On  a ainsi  le  tableau  suivant  des  arguments,  îles  valeurs  cor- 
respondantes de  la  fonction  et  de  ses  différences. 


(*)  Cette  not.stinn  liès-eimimoile  a etc  iiitrodiiile  (>.ir  Fneke  ,Ians  son 
Menu>iru  Nu/'  les  tjitath ntm-rs  mèrtovijuex.  dans  le  Jutirluch  de  Btetiri, 

s 
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Ar(jiunent. 

Fonction. 

DilT.  1 

Diir.  II. 

Diiï. 

III. 

Diff.  IV. 

Difl  V. 

ft  — 

3*1* 

/(a  — 3 U’) 

n 

//  — 

2«' 

/(a  — 211-) 

/'(a  - 2) 

/{a-  le) 

i\n  — 

II 

-î) 

a — 

14» 

/V-  .) 

./■(«) 

f"\a- 

3 ; 

/"’t" 

-J' 

/’(a-i) 

n 

/(a -H  le) 

/'(a-t- 

1) 

/"(a 

-i) 

/'{  a -1-  ! ( 

a — 

(!’ 

/V'  + 

/”(«  + .) 

/(a  H-  21e] 

-n 

.ria 

ti 

211' 

/"(a  -I-  2) 

/'i  a -(- 

1) 

n -*r 

3(1' 

/(a-i-3iej 

Toiilps  les  (lifferenres  qui  ont  ni^ntie  argumenl  sous  le  si^ne 
foiK  tionnel  se  iroiivcni  sur  la  même  ligne  lioriAOiilale  ; les  diffé- 
rences d’ordre  impair  ont  Imites  un  argument  égal  à a augmenté 
ou  diminué  d’une  fraction  dont  le  dénominateur  est  2. 


13  Fnrrniilr  il'intcrj/olation  de  Netehm.  — D’après  le  théo- 
rème de  Taylor,  on  a 

(<ï)  /(<!  -t-  mv)  = a -I-  P mv  ■+  -fn}  le’  -t-  ^ /l' le’  -f  . . . . 

Si  l'expression  analytique  de  la  fonction  était  connue,  on  ]>oui- 
rait  évaluer  a,  p,  7,  J, ... , car 

«:=/(„),  P--^- 


or  on  suppose  que  cette  expression  n’est  pas  donnée,  ou  du  moins 
ne  peut  être  employée,  et  ipi’on  connaît  seulement  des  valeurs  nu- 
mériques de  la  fonction  répondant  à des  valeurs  déterminées  de 
l’argument  Mais,  si  dans  l’équation  («)  on  substitue  successive- 
ment les  diverses  valeurs  de  n,  on  obtient  autant  d'équations 
(|u’on  connaît  de  valeurs  de  la  fonction,  lesquelles  serviront  à 
faire  connaître  autant  de  coeflicients,  a,  p,  y.  S,,.  . . 

On  voit  immédiatement  que  et  que  pie,  yie-,..., 

s’expriment  linéairement  au  moyen  des  différcniTs  de  la  fonction 
donnée  ipii  peuvent  elles  mêmes  se  ramener  à une  certaine  série 
de  différences,  de  telle  sorte  qu’en  général  /[a  -(-  /?«•)  peut  être 
pris  sous  la  forme 

y{ii  -t- »«')=y(rtj  A [a  -h  J)  -f-By'  (a  -i-  i) -t-  Cy'’(a  -t- jJ-l-..., 
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où  A,  B,  C, . . . sont  d»s  fondions  de  n dclertninéos  par  l’inlro- 
diirtion  de  certaines  valeurs  de  cette  variable. 

Si  n est  nn  nombre  entier,  la  fonction /[a  + mv)  se  ilédiiit  de 
f[a)  et  des  différences  précédentes  par  de  simples  additions  suc- 
cessives, en  considérant  les  différences  d’un  certain  ordixî  comme 
constantes,  supposant  ainsi  que  les  valeurs  de  la  fonction  for- 
ment une  progrrssion  arithmétique  d’ordre  supérieur.  Si  lis  dif- 
férences premières  sont  constantes,  f[n  -t-  mv)  sera  simplement 
égal  à f{a)  -t-  r>f’[a  -I-  J ) ; si  les  différences  secondes  sont  con- 
stantes, on  devra  ajouter  ;i  la  valeur  précédente  le  produit  de 
/"{«  -t-  i)  l>ar  la  somme  des  nombres  de  i à />  — i,  c’esl-.'i-dire 
" " — -1 

par : si  les  différences  troisièmes  sont  constantes,  on 

1.2 

devra  ajouter  à la  valeur  obtenue  précedeminent  le  produit  de 

4-  5 ) par  la  somme  des  nombres  i , i 2,  i-t-  2 3, . . . , 

, . . ..  "(n  — 1)(«  — 2)  „ , 

I -+-  2 -4- . . .(«  — 2),  c cst-à-dire  par  — — * donc, 

en  général. 


A-  „,  B=. 


1.2,3 


et  par  siiit^ 

(■) 


I /("  + ""■)  —fw  -t-  -+•;)  + (" + ' ) 


I 


.2.3 


. C). 


(*)  On  ie  voit  ai^ement  par  lu  minière  dont  la  foncUon  est  l'orinee  à 
l’aide  de  se*  dilTerenm.  Si  «n  les  d<>si(;ne  en  oflet,  pour  abréger,  par 
f*yft  on  obtient  le  (ubicaii  suivant  : 


fW+f 
/(")-»-’/' -h/" 

/W-ea/'-i,-  sf’+r 

J a)-\- 3 f -V-  yr/'-l-  10/" 

/(«)  -I-  6/'-t-  i5/'-l-  M /" 

/W4-7/'-t-2i/'-+-3i/" 


Diir.  I. 


tint  II.  iim  III 


r 

f-vf- 

/’-t-C/'-rij/" 


f" 

f’-^r 

f+xf" 
/■-H  3/” 

/'-s-i/- 


r 

r 

r 

r 

r 
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Celle  formule  est  connue  sous  le  nom  de  formule  d'interpolation 
tle  Newton.  I.e  coefficient  de  la  dilférence  de  l’ordre  n est  le  coef- 
ficient de  X"  dans  le  développement  de  (t  -I- x)". 

KxF.MPr.E.  — Le  Jahrbuch  de  Berlin  de  i85o  donne  pour  1<  s 
longitudes  liéliocentricpies  de  Mercure,  à midi  moyen  ; 


DUT.  I. 

DUT.  II. 

Difl'.  111. 

Diff.  IV. 

Janv.  0 

3o3  'i5  1,5 

0/9 

~h 

6 4 1 5o , 0 

2 

3io.  G.5i ,5 

-e  i8'48*o 

/ • 

7.  0.38,0 

-f-  a 44-4 

» 

4 

317.  7.29,5 

H-  21.32,4 

-f-  ï « 54 , 5 

H- 10,  I 

-4- 

7.22.10,4 

6 

324.29.39,9 

-h  24.26,9 

4,7 

-h 

7.46.37,3 

-f-  gi.59,2 

8 

332 . i().  17,2 

■+■  27.26,  I 

•■h 

8.14.  3,4 

10 

■ 340.30.20,6 

Si  l’on  veut  en  déduire  la  longitude  de  Mercure  à midi  moyen 
pour  janvier  i,  on  fera 


yfo)  = 3o3" a5' i",5  et  a = ‘ , 


ensuite 


/'  (n+  i)  = -i-6"4i’5o’,a,  n = ^ 

/*  {«  -t-  I ) = -I-  0. 18.48  , O,  ~ ~ ~ • 

en  r , . « ( « — I ) f //  — 2 1 

./  ("-t-ï)  =-i-o.  2.^4, 4,  — — 


/”(«  ^ 2)  -eo.  0.10,1, 
Il  faut  ajouter  à f(a) 


n (n  — 1}  (n  — 2)  I n — 3 ) 

I .2.3.4 


• ProduiU. 

-f-  3*^20' 55  V>; 

— O . ^ . 2 1 ,0  ; 
-+-  O.  O.  10  ,3; 
TTÎ— f.  «•  0.4- 


La  longitude  de  Mercure,  pour  janvier  1 à o'*,  est  donc 
3oG“43'.^5",.f 

La  formule  de  Kewton  peut  s’écrire  sous  uVie  forme  plus 
commode  qui  offre  l’avantage  de  multi[)licr  par  des  fractions  plus 
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simples 


f[a  +/iiv)  —f[n)  +n 


(/> 


;)  + ' 


!/"(«  + ') 


On  a alors  dans  l’exemple  précédent 


/"(fl-1-3)  . =+o"  o'  10", I, 

y*  (a  + I)  — o'  6", 3 :=-4-  O.  2 38  ,1, 


Produits. 

-J-  ’ — o®  o'  6",  3 
— o.  I ly  ,0' 


/"  («  + l)  — 1. 19  ,0  =:  4-  o.  I 7 . 9.8  ,8,  — =:—  j- 

/'  ("  /)  — ,2  = -4-  6.37.27  ,8,  + \ 

/(<!)  + 3"i8'43",9=r3o6»43'45",.{, 


— o . 4-22,2 
4 3.18.43  ,9 


li.  Autres  fnrmulcs  d'intcrpolntion,  — On  peut  encore  trans- 
former la  formule  de  Newton  de  manière  A n’employer  que  les 
différences  placées  sur  une  même  ligne  hnrizoni.ile,  c’est-à-dire 
en  partant  de  /{a),  les  différences  qui  ont  pour  argument  a et 
o 4-  ’î;  les  deux  premiers  termes  de  I.1  formule  de  Newton  sont 
ainsi  conservés;  et  on  a 


/''(o4-l)=/"(«)4-/-(o+M, 

/'("  + + +/•'(«  + i) 

)+/”(«;  +/'(«  + ï,', 

/'\o4-2)=/"'(o  4-  l)  4-/'’(rt  4-  \ ) 

— /■•(«)  4-  2/’;n  4- 4)  4-/”(a  4- i), 
p[n  4-  >)  =/'(«  4-  \)  +/T-(o  4-  2) 

— f'{u  + 1)  +/”(o  -+-  ')  +/'■(«  + 2), 


on  obtient  ainsi,  pour  coefficient  de /"{a) 

U [n  — I ) 

2 ’ 
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pour  coefficient  de  /""{a  + J ) 


ri(n  — i)  ^ n'{n  — i)  (n  — 2)  (n-t-i)/j(n — i) 

Tia  ' iTaTS  ~ 1.2.3  ’ 

pour  coefficient  de /"[a] 

n{n — i)(n — 2)  n[n — i)(n — 2)  (n — 3)  [n  + \]n[n — i)(n — 2) 

1.2.3  ' I .2.3.4  ~ 1.2. 3. 4 


et  enfin  pour  coefficient  de  y’(a  + J) 

n(«  — i)(/i  — 2)  n{n  — i)(n  — 2){n  — 3) 

1.2.3  1.2. 3. 4 

n{n  — i){n  — 2 ) (n  — 3)(/i  — 4 ) 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 

_ (/î -4- 2)  (/J  4- 1 ) «(n  — l)  n — 2) 

1 .2. 3. 4. 5 

La  loi  de  formation  est  évidente,  et  la  formule  complète  s’écrit 


j/(n-f-me;=/(a)  4-  n/'[a  4-  { ) 4- 


n(n  — i) 


(2)  t 


1.2.3 

f/l  4-  \)ri(n  — 1)  (//  — 2) 

I .2.3.4 


/‘«(a) 


(/i4-2)  n4-i]//f/i-i)(/i-a1 

1:2.3.475  — / 


A la  place  des  liifférences  contenant  (a  4-  ^),  introduisons  les 
différences  contenant  {a  — -1  1,  il  vient 

f\a  4--i)  =/'(«  — 

/'■(fl4--;)=/"\«-  i)4-/-(o), 
/'(a4-4)=/\/i-  ;)4-/-(«}. 

Ainsi,  les  coefficients  des  différences  d’ordre  impair  restent  les 


Digitized  by  Googic 


INTERPOLATION. 


=9 


nu'nics,  tandis  que  le  coefficient  de  /"[h]  est 


n{n  — i)  /»  '/I  -(-  i) 

n H = — ) 

1.2  12 


et  le  coefficient  de  f"(a)  est 

[/!  + i)  /?(n—  i)  (n  -I-  i)  n (n — l ) {/»  — 2) [n — 1]  «(n-l-  t )(/»-)- 2) 

1.2.3  1.2. 3. 4 1.2. 3. 4 


On  obtient  ainsi  , 
f‘\a  + nw)  — /(rt)+  «/'(«  — î)  4- 


n ( n 


V'{«) 


(n  ■ — i)  /?(//  -I-  1] 


/W'  Il 

t"  — il 


I 2.3 

— l)  h(/7  -I-  l)  (//  + 2.] 

I .2.3.4. 


/■ 


(n  — 2)  («  — t)  nin  -t-  i)(n  +2) 


. 2. 3. 4-5 


où  la  loi  de  formation  est  évidente. 

Quand  on  doit  interpoler  une  valeur  dont  rur^umeiit  tombe 
entre  a et  a — u>,  n est  négatif.  Mais  si  l’on  veut  (pie  n soit  tou- 
jours une  quantité  positive,  il  faut  dans  la  formule  précédente 
remplacer  n par  — n;  et  l’on  a 


\ f[a—mv)  =/[,,)  — nf(a  — J ) -+-  — 

I •.■•=* 

l {n-^\]n[n  — \] 


(3) 


1.23 


(«  4-  l)«  (n—  l)(»  — 2) 

T2.374 ^ 

(/J-l-2|(/M-l)«{»— — 2)  ^ 

1.2. 3. 4. 5 ^ ^ >)-»-•••• 


On  emploiera  cette  formule  dans  tous  les  cas  où  l'on  voudra  in- 
terpoler pour  des  arguim  nts  rpii  précèdent  n. 

En  écrivant  les  formules  (2)  et  (3)  comme  on  a fait  précé- 
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demment  pour  la  formula  de  Newton,  on  obtient 


(9.a) 


13«) 


=/(«)  -t-  n I /'(«  -I-  ;;  -I-  — 

- - [/"t«  4-  M + + ] I 

/^«-ml•)=/(fl)  - n I /V  — i)  - " — ' ^f"(a) 


On  emploiera  la  jireniière  formule  {2a)  .si  (a  -I-  aie)  est  plus 
près  de  a que  de  (a  -t-  re),  la  seconde  (3a)  si  (a — aie)  est 
plus  près  de  o que  de  (a — «');  et  si,  dans  le  tableau  donné 
ci-dessus  des  fonctions  et  de  leurs  différences,  on  imagine  une 
droite  borizontale  dans  la  région  de  la  valeur  de  la  fonction  qu'on 
veut  interjioler,  il  faudra  toujours  se  servir  des  différences  qui 
sont  les  plus  rapprochées  de  la  ligne  horizontale,  soit  en  dessus, 
soit  en  dessous.  On  n’a  pas  besoin  d’avoir  égard  aux  signes  des 
différences,  il  faut  seulement  corriger  chaque  différence  de  ma- 
nière qu'elle  se  rapproche  de  celle  qui  est  de  l’autre  côté  de  la 
ligne  horizontale.  Par  exemple,  si  l’on  emploie  la  première  for- 
mule, et  que  l'argument  tombe  entre  a et  a -1-  J «■,  la  droite 
horizontale  passera  entre  fia)  et  f'\a  + \)\  il  faudra  donc 
ajouter  à f"i,a) 

+ + i ) = + -J-  + ')  -/"(")]■ 

Donc  suivant  que  f'\a)  sera  plus  grande  ou  plus  petite  que 
/"{«  + <),/»  sera  diminuée  ou  augmentée  jtar  cette  correc- 
tion, et  ainsi  s'approchera  toujours  de  f"[a  -t-i). 

On  atteint  eneore  une  exaciitude  plus  grande,  si  l’on  prend 
pour  dernière  différence,  la  moyenne  aritlimctique  des  diffé- 
ix'.nces  qui  sont  les  plus  raiiprochees  de  la  ligne  horizontale. 
Nous  désignerons  la  moyenne  arilhinètique  des  deux  différences, 
en  conservant  le  meme  noiidjre  d’accents,  et  en  mettant  entre 
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parenthèses  la  moyenne  arithmétique  des  deux  arguments,  de 
sorte  que 


f’[a  + /i) 


/'(a  -h  n — -J  ) ->r  f’{a  -I-  /?  + |)  » 

3 


Alors,  coDlrairement  à ce  qui  avait  lieu  précédemment,  on  a 
des  fractions  pour  les  différences  d’ordre  pair,  et  des  nombres 
entiers  pour  les  différences  d'ordre  impair,  de  sorte  qu'au- 
cune amhijîuitc  n’est  à craindre.  Par  exemple,  si  l’on  s’arrête  à 
la  seconde  différence,  dans  cette  extrapolation,  on  prendra  la 
moyenne  arithmétique  entre  f'\n)  et  /"(a  + i),  c’est-à-dire 
/"[a  -t-  au  lieu  du  terme 


on  prendra  le  terme 


c’est-à-dire 


iLîl /"(a 


[/»+;/"’{«  + i)]. 


Lorsqu’on  ne  prenait  que  f"{a),  tout  le  troisième  terme  manquait, 
tandis  que  maintenant  il  manque  seulement 

r /»(„  + V, 

L 1.3.3  1.3.2J 

n[n  — \){n  — \ ] 


/ - 


1.2.3 


/>  + -;)• 


Ainsi,  pour  n — l’erreur  qui  ne  dépend  que  des  différences 
troisièmes  est  exactement  nulle. 

Pour  le  cas  de  a~  J , interpolant  au  milieu  de  rinicrvalle,  il 
est  indiffèrent  d'employer  la  fortnide  (2)  ou  la  formule  (3), 
car  on  peut  interpoler  en  avant  avec  l’argument  a,  et  en  arrière 
avec  a le.  La  combinaison  des  deux  équaiftns  donne  une  for- 
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mille  plus  commode.  Pour  /i  = | , la  formule  {2)  devient 


/> 


=/{«)  + ;/'(« 


!)• 


1.2 


/"{«) 


1.2.3 

;m-|) 


1 . 2 . 3 .4 


Au  contraire,  la  formule  (3)  appliquée  à l'argiiment  a 4-  «• 
donne 


/(«  + ; «.)  =/(a  + I)  - ;./'(a  4-  ’)  + />+  I ) 


1.2.3 


J) 

I. 2.3.4 


si  l’on  prend  la  moyenne  arillimelique  des  deux  formules,  les 
termes  eonten.anl  les  différences  d'ordre  impair  disparaissent,  et 
on  obtient,  pour  l'interpolation  faite  au  milieu  de  l’intervalle  des 
arguments,  la  formule  suivante  qui  est  très-eomuiode  et  ne  con- 
tient que  les  moyennes  ai'itliuiéticjues  des  différences  d’ordre  [lair 


i/(«-l-  i «•)=/{«+  7)  — T 7) 

1 +Tfî/''("  + })  -77^7 /'■(«  + {-)-*-••• 


,,  i /("  + ; "■)  =/(«  + {)  - i (/"(«  + ;) 

i -Tfl/'>+7)-57l/”("+:j+-]i). 

OÙ  la  loi  de  formation  est  évidente. 


F.xr.MPLF..  — Clierclions  la  longitude  de  Mercure  pour  jan- 
vier Nous  emploierons  la  formule  ^2«)  et  les  diflércnees 

suivantes  : 

DilT  I.  Diff.  II.  Diff  III.  Diir.  IV. 

-e  7"  O 38  ,0  -f-  2’44'')4 

Janv.  4 317"  7' 29", 5 -t-ai'la'.-i  10”,  1 

-f-  7 . -22 . 1 0 , 4 -72.54,5 

G 324.29.3^.9  • H- 24.26,9  +-  4,7 
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Iri  n ----- 


V 


donc  en  ne  faisant  aucune  atlention  aux  signes 


n — I 3 « + I 

~ b ' ~ 

et  l'on  obtient 


5 « — à 7 

12’  4 


Moyenne  arUhmetique  des 


Diff.  IV 0“  o'  7",4xT’i— O»  o'  3", 2 

Diff.  III  corrigées o.  2.5i  ,3X77  = 0.  i.ii  ,4 

Diff.  II  corrigées 0.22.43  ,b  X î =0.  b.3i  ,4 

Diff.  1 corrigées 7-i3.3y  ,oX  | = i.4<3.24  ,7 


la  longitude  de  Mercure  pour  janvier  4,5  est  donc 
3i8"55'54“,2. 

Si  l’on  cherche  la  longitude  pour  janvier  5,5,  on  emploie  la 
formule  (3a),  et  l’on  prend  les  différences  (|ui  se  trouvent  des 
deux  cotés  de  la  ligne  hurixunlale  inferieure.  On  trouve  ainsi  ; 

‘ Janvier  5,5,  longitude  = 322“36'56''.  7. 


(àrmuie  application  de  la  formule  (4"),  nous  chercherons  la 
longitude  pour  janvier  5,o.  Nous  obtenons 

Moyenne  arithmétique  des 

Diff.  IV X — -n  = — o»  o'  i",4 

Diff.  II  corrigées x — J = — o.  2.52  ,3 

Valeurs  de  la  fonction . . — , 320.48.34  ,7 


et,  par  suite,  la  longitude  pour  janvier  5,o  est 
32o»45'42‘',4  (•). 

Formons  maintenant  le  tableau  des  valeurs  interpolées  et  de 
leurs  différences  : 


( *)  Hanten  a donné  dans  ses  Tables  de  ta  Lune  des  Tables  qni  facilitent 
l'emploi  des  formules  precedentes. 


I. 


3 
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Diir.  I.  DilT.  II.  Difl.  III. 


4,0 

317”  7' 29", 5 

4,5 

3 1 8 . 55 . 54 , 2 

5,0 

320.45.42,4 

5,5 

322 . 36 . 56 , 7 

, i“48'a4',7 

-A  i'  ji3',5 

— 1.49.48,2  -t-  2’,(i 

^ 1.26,1 

- i.5i.i4,3  --2,8 

^ 1.28,9 

1.52.43,2 


6,0  324.29.39,9 

La  ipgiilarilé  de  la  niarclie  des  di(Tércnccs  montre  l’exactihide 
du  calcul  de  l’inlcrpolalion.  Celle  preuve,  au  moyen  des  diffé- 
rences, est  souvent  employée  dans  les  calculs  servant  à la  déter- 
minaiion  d'une  série  de  valeurs  d'une  fonction  dont  les  arguments 
croissent  par  intervalles  égaux.  En  effet,  si  par  exemple  il  s’est 
introduit  dans  le  calcul  de  /(«)  une  erreur  x,  le  tableau  des  dif- 
férences deviendra  le  suivant  : 


/(«-  3.C) 

./■'(«- 2) 

f (n  — 21e) 

H 

+ 

1 

("  — «') 

f[a)  — ix 

f[a  -P  «-  ) 

.f*{a  1 ) -h  X 

f {a -+-  2 0') 

f(a-i-l) 

f{a  + ^iv) 

_3.r 

/"(rt-i-i)-t-3x 


- 4-»- 

/■•(«}-e6x 
/”■(«-  i)-4x 


On  voit  ainsi  que  le  calcul  des  différences  met  en  évidence 
l'erreur  commise  sur  la  valeur  de  la  fonction,  et  (|ue  la  plus 
grande  irrégularité  s’e  manifesle  dans  la  ligne  horizontale  conte- 
nant la  valeur  inexacte  de  la  fonction.  , 


15.  Calcul  chs  itérwéc's  d'une  fnnetion  donnée  par  îles  valeurs 
numériques.  — Il  arrive  souvent  qu'on  ait  à employer  les  valeurs 
numériques  des  dérivées  d’une  fonction  dont  l'expression  analy- 
tique est  inconntie,  et  qtii  n'est  donnée  que  par  une  série  de  va- 
letirs  numériques  correspondantes  à des  valeurs  équidistantes  de 
l’argument.  Pour  trouver  dans  ce  ras  les  valeurs  numéritpies  des 
dérivées,  on’se  sert  des  formules  d'interpolation. 
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Si  l’on  développe  la  formule  d’interpolation  de  Nfwion  suivant 
les  puissances  de  n,  on  a 

J [n  + nw) 

on  a aussi,  par  le  théorème  de  Taylor, 

/{a  + mv)—f{a)-\ ^ «<e  H (-...; 

an  lia’  I . 2 

cl  par  la  comparaison  des  deux  séries, 

= Z [/'("  + + ■)  + i-ri"  + î,'  - ■ • -1, 


dit 

'1/t 

lia' 


On  trouve  des  valeurs  plus  commoilcs  pour  les  dérivées  à l’aide 
de  la  formule  (2)  du  n"  li.  Introduisons  dans  celle  foinude  les 
moyennes  arilhuiélit]ucs  des  différences  d’ordre  impair  en  posant 


nous  obtenons 

/{a  -tnir)=/{a}-i-n/'(a)+  ~/"{ay-^  ^/V) 


(«  -f-  l)  A/’  { H 1 

t:tx4 


formule  qui  contient  les  différences  d’ordre  pair  qui  se  trouvent 
sur  la  même  lif’ne  horizontale  que  /(a),  et  les  moyennes  aritli- 
méliqiles  des  différences  d’ordre  impair  qui  sont  des  deux  côtés 

3. 
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do  celle  lignA  Si  on  la  développe  suivant  les  puissanres  de  n 
on  a 


f[«  -4-  mv) 


=/(«)  + « [/'H  - \r[a)  + - . . .] 

+ [/"(")  - tV/'’(")  + -■■■] 

+ : /’(") - • • • 1 


et,  par  suite, 

t!  f[n) 
I lia 


si  l'on  clierclio  les  dorivoes  pour  une  valeur  de  la  fonction  qui  n’est 
pas  comprise  dans  les  données,  par  exemple  f[a  4-  no'),  nn  rem- 
placera dans  ces  formules  a par  (n  -I-  n),  de  sorte  que 


ilf.n  -+-  /ne) 
lia 


(<>) 


il’' fin  4-  //le)  t r , . , , , , 


Digilized  by  Google 


INTERPOLATION. 


Les  différences  que  l’on  doit  employer  ne  se  trouvent  pas  dans 
le  tableau,  il  faut  les  calculer;  pour  les  ilifferenccs  il’ordre  pair, 
par  exemple  f"[a  + n),  cela  est  facile,  car  on  peut  les  obtenir 
par  l'interpolalion  ordinaire  en  considérant  /"(«),/''(«  -t-  ’>),■■• 
comme  les  fonctions,  et  les  différences  troisièmes,  comme  leurs  dif- 
férences premières.  Quant  aux  différences  il'ordre  impair,  ce  sont 
des  moyennes  aritliméliques,  et  l’on  doit  tout  d’abord  trouver  une 
formule  pour  l’interpolation  des  moyennes  arilbméliqncs.  Nous 


/V  + ,,)  - y), 

4*1,  par  la  formule  (2)  du  î»®  I V, 

_ i „)  =/'(„  _ • ) + „/'•(«)  + _ ; I 

( « -I-  I ) H f n — I ) , , , 

* — hh — ■ 

/'(«  H-,  + «)  =/'[“  + i — J 


( n + i)  n {n  — i) 


On  obtient  ainsi,  en  prenant  leur  moyenne  arithinéiiqne,  la  for- 
mule d'interjiulalion  des  moyennes  arithmétiques  ; 

/'(«  -4-  «;  =/'[„)  + + ;-/"’{«) 

" .•  , , i n + n {n  — i) 


les  deux  tenues 


proviennent  en  effet  de  la  moyenne  arithmétique  des  termes 


<|iii  donne 


—/'"(«)  + 4 [/”(«  + 
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En  combin,Tnt  los  deux  lennes  qui  conliennoni  f"[a),  oi» 
|)oiirra  écrire  ainsi  la  forimde  précédente 


'7) 


I +— />: 


2 rf'  - 


Eorsqti'on  donne  une  série  de  valeurs  nuniéri<|ues  d’une  fonc- 
tion dont  les  arguments  procèdent  par  intervalles  égaux,  on  peut, 
avec  les  rorniides  (5),  ((>)  et  (7),  calculer  les  valeurs  niimerii|ues 
• des  dérivées  de  cette  fonction  pour  un  argument  quelconque,  au 
moyen  des  dilTérences  d’ordre  pair  et  des  moyennes  aritlimeliques 
des  dlITérenres  d’ordre  impair. 

Op  peut  encore  trouver  |>our  ces  dérivées  d’aulros  formules 
dans  lesquelles  on  emploie  les  différences  d’oi'dre  impair  et  les 
moyennes  arilliniétiques  des  différences  d’ordre  pair. 

En  effet,  si  dans  la  formule  d'interpolation  (3)  du  n“  14  ou 
introduit  la  niovenne  arithmétique  des  différences  d’oidre  pair, 
en  posant 

/t")=  + ',1  — ï l)> 

/"('r, )= /"(r,  -t- -h  i), 

/■'(«)  /«(fl +1), 


et  remarquant  que 

( « -)-  1 1 n ( n — I ) 

1.2.3 


n(rt  — Il  «(n  — i)(fl  — 1) 

1.2  1.2.3 


on  obtient 


/(fl  -4-  fl.e)  rr:/(fl  + ;)-+-  (fl  — ;)/'(«  + (i  /"(«  + ',) 


n { » — I ) ( fl  — 


r « 


1.2.3 

( fl  -f- 1 ) fl  ' fl  — I fl  — 2 ) 

1 . 2 . 3 . 4 


f'\a  + 
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Si  l'on  remplace  « par  n h « la  loi  «les  coeIfiri«Mils  devient 

pins  simple,  et  on  a 


f\n  -f-  (n-l-  4-  J'  -\~nf>a  4-  \) 

I • 7, 


(//  -I-  M «(«_—  ;i 

1.51.3 


1.2. 3. 4 


/"■(«  + 


En  développant  celte  formule  siiiv.nnt  les  puissanees  de  n,  on 
ohlient,  d'.iprès  la  formule  (4)  do  n° 


-f-  *'  — 

640-'^  ^ 


"-[/"{«  H- ;)-^/'V  + :' 


"1^9  r„ 
5'ibo 


(«. 4 


7.  2.3  I + î)  — k/'("  ■+  «) 


La  compar.iisiin  «le  celte  formule  avec  le  développemeni  de 
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4 O 

/[«  + ("+;)  I*']  donné  par  In  série  de  Taylor,  montre  que 


fr-- 

tla 


(«)<  I r ,,  5 


ita^ 


’*>o  ^ , 

"-^-ï  -•• 

5700 


Ces  formides  sont  surtout  commodes  quand  on  veut  calculer 
les  dérivées  d’une  fonction  pour  1111  argument  qui  est  la  moyenne 
de  deux  arguments  consécutifs.  Soit  rargiiment  a + [n  j)«’, 
on  aura 


<lf[a  { n + i).e] 


lia 


— /'("+  1 +") — 1 +") 
24 


(9)' 


et  alors  on  calculera  la  différence  f'(a  -4-  J -t-  n)  et  généralement 
toutes  les  différences  d’ordre  impair  par  les  formules  ordinaires 
de  l’interpolation.  Comme  les  différences  d’ordre  pair  sont  des 
moyennes  arithmétiques,  la  formule  à emplovcr  se  déduira  de  la 
formule  (7)  pour  l’interpolation  des  moyennes  arithmétiques  d’or- 
dre impair,  en  y remplaçant  a par  <1  -t-  y et  en  augmentant  tous 
les  accents  d’une  unité;  on  aura,  par  exemple. 

/",a  ^ /,) 


Exemple.  — Dans  le  Jahrhuch  de  Berlin  de  1848,  on  trouve, 
pour  les  ascensions  droites  de  la  I.une, 


— /"(«  -t-  -+-  l) 

, an’-4-  /7  , , 


;) 
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4- 


h 

h n B 

nin.  1. 

DilT.  II. 

OifT.  III. 

Diir.  IV. 

19..  0 

16  14  a6,33 

m . 

-t-a5  3,gg 

B 

12 

16. 3g. 3o, 3a 

-f-a3,75 

k 

-^a5.a7,74 

-‘,3g 

s 

i3,  0 

17.  4-58, 06 

-t-a5.5o,  10 

aa , 3G 

— a,a4 

— 0,85 

12 

17. 3o. 48, iG 

-t-a.6. 10, aa 

-eao,  la 

— 3,o3 

—'>.79 

14  • 0 

17.56.58,38 

-t-a6.a7,3i 

“♦'7,09 

-0,67 

— 3,70 

12 

i8.a3.a5,Gg 

-1-  aG . 40 , 70 

-t- 1 3 , 3g 

1 5.  0 

i8..5o.  G, 3g 

Si  l’on  cherche  la  dérivée  première  pour  juillet  i3,  lo’’,  ii'* 
et  ta’’,  à l’aide  de  la  formule  (<)),  on  doit  d’ahord  calculer 
pour  ces  époques  les  différences  premières  et  les  tlilférenres  troi- 
sièmes. La  troisième  des  différences  premières  se  rapporte  à l’ar- 
gument juillet  i3,  G**;  elle  est  f'[n  -t-  j ).  Pour  lo'’,  ii*‘,  ta*", 
n sera  respectivement  j,  j.  Si  l’on  interpole  d'après  la  mé- 
thode ordinaire,  un  obtient 


y*  (ri -e  i -e  w).  y*  (ri-e^-t-ri  . 

Pour  io’“ -(- 1 1 — 2*)5i, 

Pour  II'' -i-  a5.  5S  ,8i  — a ,58, 

Pour  la'' -t- a().  o ,4  g —a, 84. 


Pour  un  intervalle  iv=  la**,  les  dérivées  sont  donc 


Pour  10'' a5"‘57’, ai , 

Pour  II'' -)-a5.58,ga. 

Pour  la'' -t-a6.  o,Go; 


si  l’on  veut  les  avoir  pour  i''  d’intervalle,  on  doit  diviser  par  la, 
et  l’on  obtient  les  valeurs  suivantes 


Pour  10'' -f- a’"  9’, 77, 

Pour  II'' -t-  a.  9,91, 

Pour  la** -f-a.  10, o5, 

qui  expriment  pour  ces  époques  le  mouvement  horaire  de  la  Lune 
en  ascension  droite. 
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4c. 

On  aurail  pu  employer  la  formule  (6),  (pii  renferme  les 
moyennes  aritlimiititjues  des  différences  d'ordre  impair;  alors, 
en  prenant  a juillet  i3,  12''  et  « ^ — j,  ce  (]ui  corres|iond  à 
juillet  i3,  10'*,  et  en  remanpiant  que  d’après  la  formule  (7) 

/'{a — j'i  =:-f- 25'‘‘5()% 77  et  /"{(T — 4)  = ~2*,5i, 
on  aurait  obtenu  pour  valeur  de  la  dérivée 
+ 2"'9%77. 


Les  différences  secondes  sont 

Pour  iü'‘ -f-  20’, 55 , 

Pour  II'' -f-  20 , 34 , 

Pour  12'' -f-  20 , 12. 

En  retranchant  le  douzième  des  différences  (|uatrièmes  et  divi- 
sant par  144.  on  obtient  les  dérivées  secondes  : 


Pour  10'’ 

...  -1-0’, 

1 1432 

Pour  II'' 

I '4'7 

Pour  12'' 

....  + 0 , 

|4u2 

011  rheiire  est  prise  pour  unité  de  temps. 


liemar^ur.  — Consiillor  sur  l'inlorpolalion  lo  Memoiro  (te  Encke,  d.an8  te 
Jnliibuch,  pour  iS3o,  el  le  M (((notre  déjà  cite  sur  les  quadratures  (itecaiii()ues, 
dans  le  Jahrhuch,  pour  i83ÿ. 


III.  — TlIKOIllE  DE  (.llTJajl  ES  1^TÉGRALES  DÉFINIES  EMPIOVÉES 

EN  Astronomie  spiiéiiique. 


lu.  De  l’intcgrale  f e~‘' (U.  — L’intégrale  j e~''ilt,  prise 

• 'O  •/ 

entre  les  limites  o et  » , o et  T,  T et  x . est  assez  souvent  em- 
ployée en  Astronomie  pour  (pie  nous  établissions  ([iielques  théo- 
rèmes qui  s'v  rapportent  et  quelques  formules  (jiii  servent  à son 
évaluation  numéri(pie. 
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L integnle  j c ’’ dt  vst  une  Irinsformution  de  l’inlrgrale  eii- 

^ O 

lénienne  de  |>r«  mièrc  espèce,  qu’on  .ippelle  fonction-gamma.  Pour 
celte  intéj;rale,  on  emploie  la  notation 


(-) 


J O 


(/jr  =:  r [ « ) , 


où  a est  toujours  une  (|uantité  positive,  et  on  trouve  en  même 
temps 

I e~‘  .r*-'  dx  =;  j'c  ^ d ^ ^ = e"*  ^ — |-  •'  j ir‘  {le, 

la  partie  en  dehors  du  signe  Ç s’annulant  aux  limites,  on  obtient 
r*  I /•* 

I e~’ j‘‘~' d.r  = — I e~'.T°d.r, 

J O " J O 

ou  bien 

(a)  «r(o)  — r(o  4- 1). 

Mais,  comme  on  le  voit  facilement. 


I e~'d.r —Z  r^l 
^ O 


\ —, 


On  trouve  donc  pour  n entier 

r(/i)  =_  (n  — i)  (n  — 2)  («  — 3' ...  I. 

Si  l’on  pose,  dans  l’équation  (i),  .rzz.  0,  on  aura 

2 ( e~''  dt  =:  r(n  ), 

d O 

et  pour  n J , 

Q 

Pour  trouver  la  valeur  de  cette  intégrale,  on  la  multiplie  par 
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c~^'  dy,  ce  qui  dunne 


r f e-'\dt  I e-f'dy 

• • = r I e-'~"*T">dtdy. 

Si  l’on  pose  maintenant  =:  xt,  alors  dy  — t dx,  et  on  obtient 

\j  /•»  fx 

e->'dt  \ r=  / dx  \ c tdr. 


et  comme 


£ 


2(1  -r-  X-) 


{ly-y-’-rTh. 


= -j  'arctangac  — arc  tango)  = 


Pt  ainsi 

(3) 

On  déduit  de  U 


Tii)  = V'w, 

et  de  l’équation  (2), 


On  peut  introduire  dans  l'équalion  (1)  une  nouvelle  constante; 
car,  en  posant  x — X r,  X étant  positif,  les  limites  ne  changeront 
pas,  et  un  aura 

oc 

f-h  à—>  y‘->  kdy  — r(fl)  ; 

donc 


^4) 


I e~^y  y’~'dy  — 
d Q 


r(o) 

X“ 
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17.  Diverses  méthodes  de  calcul  de  t’inlésrnle 


thodes. 

1°  Si  la  valeur  de  T est  petite,  nn  l'obtiendra  facileiiient  en 
développant  e“'‘  en  série;  on  a 

/.T  J,  , J, 

(5)  I = 

(—il-  T”"^\ 

I . a . . .a  a" ’ 


et  comme 


fe-.Vr  = 

•/  O 


-•  on  obtiendra  aussi 


sij^%-.r. 


. Cette  série  sera  toujours  ronver;;ente , rar  à partir  d'un  cer- 
tain rang  ses  termes  décroissent  indéfiniment;  mais  la  conver- 
gence ne  sera  surfisammcnt  rapide  que  pour  de  petites  valeurs 
de  T. 

2"  Si  T est  gland,  on  se  sert  pour  calculer  la  transcendante 
d'une  autre  séiic  obtenue  à l'aide  d'une  intégration  par  parties; 
cette  série  prolongée  à l’infini  est  cepend.int  divergente  et  ne  re- 
présente pas  l'intégrale;  mais  elle  peut  néanmoins  servir  a l’éva- 
luer avec  une  approximation  convenable,  car  elle  possède  cette 
propriété  rcmaripiable,  que  la  somme  d'un  certain  nombre  de 
termes  de  la  série  diffère  de  l’intégrale  d’une  qiiautité  plus  petite 
que  le  dernier  terme  conservé.  On  a en  effet 


r/f'—  ; e-'’)  dt 
dt  t ' 


et,  en  intégrant  par  parties, 


/,  • I C-"  i C 

c-''dt=z I e-  — . 

1 t 1 J t‘ 
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Dp  même 


_ I r_,,  Ç >/(  — ; r->']  <U 

1 J O •>.  J dl  t‘ 

1 I e~‘'  I 3 /*  , dt 

— H — H I ^ T 

2 2/’  2 2,/  /' 

L'  '*  4 J <“ 


3 I 


4 

l>ar  suite 


4 2 /‘ 


r e-'T  1 1.3  1.3.5 

I P ///  . — — I I — -f-  — -4-  ... 

2/  L 2/’  (2/’j’  (2/’)‘ 


1.3.5. . . (2//  -4-  i) 


1 . 3 . 5 . . . f 2 /I  — I ] 
(2/=f 

I ^ — ’ 

pl,  pn  prenant  pour  limites  T et  x , 

r*-,. . '■’"r  ' '3  >.3.5 

2f  L 2T’  (2l’J’  (2T’j’ 


] 


(G) 


1.3.5 ., . . ( 2 /I  — I ) 1 
(2T>/  J 


I.3.5...(2//  + i) 


r*  , dt 
I e-'' 

Jr 


Les  laelpurs  du  numérateur  vont  continuellement  en  croissant; 
ils  deviendront  donc,  au  bout  d’un  certain  temps,  plus  granils 
fpie  2T>,  et,  à partir  tle  ce  moment,  chaque  terme  sera  plus  jjrand 
que  celui  qui  le  jtrécètle,  puisqu'on  l'obtiendra  en  multipliant  le 
précédent  par  un  facteur  plus  grand  que  l'unité. 

En  considérant  maintenant  le  reste 


_ i.3.5...{2«-4-i) 

il  est  facile  île  montrer  t|u’il  est  plus  [Tctit  tpie  le  terme  qui  le  pré- 
cède immédiatement.  La  valeur  de  l'integrale  est  en  effet  plus  pe- 
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lite  que  le  produit  de  l'intégrale 


r*  JIL 

Jt 


par  la  plus  grande  valeur  de  e~‘'  entre  les  limites  T et  » , c’est- 
à-dire  e et  comme 

I I 

Jt  2«  -1-1  î’"^'  ’ 


le  reste  sera  toujours  plus  petit  que  ' 

1.3.5. ..(2/î  — i)  J, 

“1“  X*'*'*''  ^ 

Mais  cette  expression  est  précisément  le  terme  indiqué  pris  avec 
un  signe  contraire.  Si  donc  on  s’arrête  à un  terme  négatif,  le  reste 
sera  positif,  mais  plus  petit  que  le  dernier  terme  employé.  Par 
suite,  pour  avoir  au  moyen  de  cette  série  la  valeur  de  la  transcen- 
dante avec  la  plus  grande  approximation,  on  continuera  la  série 
jusqu’au  terme  le  plus  petit,  et  l’erreur  commise  sera  plus  petite  « 
que  ce  dernier  terme. 

Une  autre  métliode  de  calcul  repose  stir  la  transformation  de 
celte  transcendante  en  fraction  continue,  ainsi  que  Laplace  l'a 
effectuée  le  premier. 

Posons 


«'■  f </x  _ U ; 

ITT 

- — - =;  2f  c'"'  / c~*’  d-r  — c 

dt 


=:=  2/U  — 1 . 

Ut 


Mais  la  dérivée  n‘"'  du  produit  xy  est 


W xy  Wx 

dt"  dt" 


d"~‘ r dr  ii{'>  — l^  d"~^.r  d‘r 
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rf-+'U  //"U  rf"-'U 

H-  m , 

rft"  tU"-' 


équation  qu’on  pourra  écrire  de  la  manière  suivante,  en  désignant 
par  n ! le  produit  i .2 . 3..  . . n, 


« + > 


= 2/ 


rf-U 


iw/  H-  1 ) ! 6//"-^'  «!«/«“  (h  — 1)1  tU’-' 


-•  ‘>"y 

ou,  en  représentant 

(rt  -I-  l)  Un+I  2t  ü„-l-  2U„_1- 

Celte  équation  est  vraie  piur  toutes  les  valeurs  de  n à partir  de 
« = i,  en  supposant  toutefois  11,  = U.  On  déduit  de  celte  <ler- 
niére  relation 

C„«.|  ! , \ U".*-* 


par  suite 


1 V. 

2 li«_, 


I 

If 


ou  bien 

(v) 


ü„ 

■it  LJ,_, 


1 

2f 


/ I 1 

I — { « + I ÏT- 

' 2T  V. 


Mais  l’équation  (3)  nous  donne 


donc 


U : 


U' 


2f  — 


I 

Ü' 


I 


- JL 

' 2T  U 
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dr  l'équation  (y)  résulte 


I U,  _ ?./' 

_ _ _ ^ ^ 
I — ’ — rr 


substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente  et  continuant 
le  développement,  on  obtient 


I 


1 


•>.0 

I -t-  2 - 


I 


On  a donc,  en  posant 


I 


(7) 


'df. 


I 




3 7 

1+ 

I-+-. 


A l’aide  des  formules  (5),  (G)  et  (y  , on  pourra  toujours  cal- 

ciller  les  valeurs  des  intégrales  I e~'' dt  ei  f r~'''dt,  A cause 

de  l’emploi  fréquent  de  celte  transcendante,  on  a consirnil  des 
Tables  que  l’on  trouvfe,  par  exemple,  dans  les  Fiindtiinrnra  dstr-n- 
nomice  de  Bessel  pour  la  transcendante 


'■/; 


r~''  dl. 


de  laquelle  il  est  facile  de  déduire  toutes  les  autres.  I.a  première 

I.  4 
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parlif  de  la  Table  de  Bessel  a pour  argument  T et  s’étend  de  T “ o 
à T = I en  procédant  par  centièmes.  Mais  comme,  d’après  la  for- 
mule (6),  la  transcendante  s’approche  d’autant  (dus  de  devenir 
invcrfement  proportionnelle  à son  argument  (pie  les  valeurs  de  T 
sont  plus  grandes,  on  prend  pour  argument  le  logarithme  ordi- 
naire de  T pour  les  valeurs  supérieures  à T = i . Cette  seconde 
partie  de  la  Table  s'étend  ainsi  depuis  le  logarithme  0,000  jusqu’à 
1,000,  ce  qui  suffit  dans  la  plupart  des  cas.  Quand  la  valeur  de 
l’argument  sera  plus  grande,  le  calcul  de  la  transcendante  se  fera 
directement  au  moyen  de  la  formule  (fi). 

18.  L’intégrale 

e-'-S-^sinC 

I - nJC 

Jo  V cos’ï  ■*- sin'Ç 

se  ramène  farilemcnt  à la  transcendante  que  nous  venons  d’étu- 
dier. Si,  en  effet,  au  lieu  de  la  variable  .r  on  prend  la  variable  t 
donnée  par  l'équation 


alors 


et  en  posant 


on  trouve 


- cot’Ç  .r  ^ t\ 

2 P r 


d.r  =r.  — dt. 


.Si  donc  nous  introduisons  la  notation  suivante 
nous  aurons 

,8)  r 

Jo  i^COS’Ç -h  2X  sin’Ç  V P'" 
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l't  auS'.l 

(9) 


f 


e^'*  sin  s 


2X  . 

--  sin-r 


2 S 

rfr--  y ^nr). 


y/cos=ï  P 

. , . / 2 .r  . 

Differentions  l’expression  cos’ï  — sin’Ç  psir  rapport 

à X,  et  intégrons  ensiiitê  entre  les  limites  o et  so  l’équation  obte- 
nue, nous  avons 


lA) 


■'  sin  î; 


di 


I 


y cos’;:-l-  — sin’? 

t J 

P 


I cos’  Ç -1-  sin  • Ç j 


--  dj-. 


et  par  suite 


V 


2 X 

/ cos’î;  4-  sin’Ç 
P 


/ 


xc“'  sin  Ç 


f y/cos- 


=^--  — — t/x-  v'2[j  - 


2.1- 

; 4-  — sin’ç 

P 


1 1. 


On  obtiendra  aussi 


T-i  i/|cot:. 


!.o)  /"■  _ a.=vîfr  ;*T.)«.) 

I / . 3.x  . I 

/ \/ cos’!;4-  - sin'ç 

s/o  V P 


T 

2 


IV.  — méthode  des  moindres  carrés. 

19.  Remarques  préliminaires.  — Forme  des  équations  de  con- 
dition données  par  tes  observations.  — En  Astronomie,  on  déter- 
mine constamment  les  grandeurs  par  l’observation.  Mais  quand 
on  observe  plusieurs  fois  un  même  phénomène,  on  doit  trouver  des 
résultats  différents  pour  chaque  observation;  car  l’imperfection 

4. 
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dos  inslruiiHTils  omployos  et  celle  de  nos  sens  introduisent  dans 
les  observations  des  causes  simultanées  d’erreurs  (|ui  allèrent  les 
résultats.  Il  est  donc  imporl.ini  d’établir  une  méthode  à l’aide 
de  laquelle,  et  malgré  les  erreurs  de  chaque  observation,  on  puisse 
de  l’ensemble  des  observations  déduire  un  résultat  aussi  approche 
que  possible  de  la  vérité. 

Les  erreurs  que  l’on  rencontre  dans  chaque  observation  [müi- 
▼ent  être  divisées  en  deux  classes  : elles  s'pnt  en  effet  cnnslantcs 
ou  accidentelles.  Les  premières  sont  communes  à toutes  les  ob- 
servations et  peuvent  tenir  soit  à une  propriété  particulière  de 
l'inslrument  employé,  soit  à la  personnalité  de  l’observateur  (* 
qui  produit  dans  chaque  observation  la  même  erreur.  Les  erreurs 
accidentelles  au  contraire  sont  différentes  dans  chaque  observa  - 
lion  tout  aussi  bien  par  leur  grandeur  que  pur  leur  signe,  et,  par 
suite,  n’indiipient  pas  l’existence  d’une  cause  agissant  toujours 
dans  le  même  sens.  On  peut  éliminer  ces  dernières  en  multipliant 
le  plus  possible  les  observations;  car  on  doit  s’attendre  à ce  que, 
(tans  un  trè-s-grand  nombre  d’observations,  le  résultat  propre  à 
chacune  d’elles  soit  aussi  souvent  trop  grand  que  trop  petit.  Le 
résultat  final  sera  encore  affecté  des  erreurs  constantes,  s'il  en 
existe,  aussi  longtemps,  par  exemple,  que  le  même  observateur 
emploiera  le  même  instrument.  Pour  éliminer  ces  erreurs,  on 
changera  la  méthode  d’observation,  l’instrument  et  l’observateur, 
(le  telle  sorte  qu’en  combinant  les  résultats  obtenus  au  moyen  de 
chaque  méthode,  ces  erreurs  deviennent  des  erreurs  acciden- 
telles, et  que,  dans  le  résultat  final,  elles  se  compensent  en  grande 
partie  l’une  jiar  l’autre.  Dans  ce  qui  va  suivre,  on  considérer.i 
donc  toutes  les  erreurs  comme  accidentelles,  en  supposant  que 
les  méthodes  aient  été  assez  multipliées  pour  rendre  celte  hypo- 
thèse admissible.  Dans  le  cas  où  ceci  n’a  pas  lieu,  il  faut  regarder 
les  résultats  obtenus  par  les  méthodes  suivantes  comme  affectés 
d’erreurs  constantes. 

Quand  on  détermine  une  grandeur  par  une  mesure  directe,  il 


(*)  Voir,  à la  lin  ilii  secomi  volume,  une  ISnlc  de  W.  Wolf  sur  l'equotioii 
personnelle. 
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est  naturel  de  prendre  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  ob- 
servations comme  une  valeur  s'approchant  le  plus  près  possible 
de  la  vérité.  Souvent  on  ne  détermine  pas  une  grandeur  isolée 
par  l'observation  directe,  maison  trouve  des  valeurs  qui  donnent 
certaines  relations  entre  plusieurs  quantités  inconnues,  et  l'on 
peut  toujours  supposer  que  les  équations  entre  les  grandeurs  ob- 
servées et  les  inconnues  sont  linéaires.  En  général,  il  est  viai,  la 
fonction  /(Ç,  n,  Ç, . . .)  qui  lie  les  grandeurs  observées  et  les  in- 
connues »,  Ç,.  . . n'esl  pas  linéaire,  mais  si  »,,  Ç„.  . . dési- 
gnent des  valeurs  approchées  des  inconnues,  qu'on  peut  toujours 
déduire  facilement  des  observations,  et  E,-|-  x,  r, Ç«-t-  î,.  •• 
les  valeurs  exactes  des  inconnues,  chaque  observation  donnera 
une  équation  de  la  forme  sitivante  : 


n,  î.  - 


— /(I  . >:«.  Ç«. 


'//  ‘If 

~y  -I-  3 -t- 

il  »«  r/  Ç, 


en  supposant  r|ue  les  valeurs  adoptées  soient  assez  approchées 

pourqu'on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  de  

Ici  /(5,  »,  Ç,.  ■ .)‘est  la  valeur  observée,  /(Ç,,  »,,  î«, . . .)  celle 
<|ue  l'on  a calculée  au  moyen  des  valeurs  approchées  des  incon- 
nues; dés  lors  /{E,,  ».,  ï,,  ..  . —/(5,  »,  ï,  est  une 

. <!/  <!/  <‘f 

quantité  connue.  Désignons  - , • • ■ par  »,  n,  r,.  . . , 

ii  Çf  (1 1}  J (I 

et  distinguons  par  des  accents  les  grandeurs  de  même  espèce  se 
rapportant  à des  observations  différentes.  I.es  diverses  observa- 
tions donneront  des  équations  de  la  forme 

O = « -4-  ftx  -i-  bv  -+-  cz  - ... 

O = rt'  a'x  -i-  h'r  -t-  c':  — . . . , 


dans  lesquelles  x,  y,  z, . . . sont  les  inconnues  à déterminer,  et  n 
la  différence  entre  la  valeur  calculée  et  la  valeur  observée  de  la 
fonction  de  ces  inconnues.  Nous  aurons  autant  d’équations  qu'il  y 
a d'observations;  le  nombre  de  ces  dernières  doit  être  pris  assez 
grand  pour  que  les  valeurs  obtenues  pour  x,ji  , z,  . . soient  au- 
tant que  possible  indépendantes  des  erreurs  d’observation;  de 
plus,  comme  on  le  voit  facilement,  les  observations  doivent  être 
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Iflles,  que  les  coefficients  a,  b,  r, . . . , dans  ces  différenies  éijua- 
tions,  aient  des  valeurs  diverses;  car,  si  par  exemple  deux  des 
coefficients  étaient  prcstpie  égaux  ou  proportionnels  dans  toutes 
ces  équations,  les  valeurs  des  deux  inconnues  correspondantes  ne 
pourraient  pas  être  séparées. 

Pour  obtenir  à l'aide  d'un  grand  nombre  de  pareilles  équations 
les  meilleures  valeurs  des  inconnues,  on  emploie  quelquefois  la 
méthode  suivante.  On  ehatige  les  signes  de  certaines  é-qiiations 
pour  donner  le  même  signe  i tous  les  coefficients  de  t;  la  somme 
de  toutes  ces  équations  en  fournit  une  où  le  coefficient  de  x est 
le  plus  grand  possible.  On  trouve  de  même  des  équations  ana- 
logues pour  J,  Z,.  . on  a ainsi  autant  d’équations  que  d'incon- 
nues, et  par  leur  résolution  des  valeurs  déjà  fort  approchées  de 
ces  inconnues.  Cette  méthode  a toujours  quelque  chose  d'ar- 
bitraire, et  il  est  préférable  de  traiter  ces  équations  par  la  mé- 
thode des  moindres  carrés,  qui  donne  une  idée  de  l'approximation 
du  résultat.  Si  les  observations  étaient  parfaitement  exactes,  un 
nombre  d’équations  égal  à celui  des  inconnues  suffirait  pour  trou- 
ver les  valeurs  exactes  des  inconnues;  mais  chaque  valeur  de  n 
tirée  des  observations  est  en  général  affectée  d’une  certaine  er- 
reur; par  conséquent  si  l'on  substituait  les  valeurs  exactes  de 
X,  X,  Z,...,  aucune  des  équations  ne  serait  satisfaite.  Désignons 
par  A l’erreur  qui  en  résulte,  et  que  nous  appellerons  erreur 
rviiduelle,  les  étjuations  précédentes  s’écriront  ainsi  : 

t A = n -i-  fix  + b}-  cz  -t-  , 

î I ) 1 •*'  c'z  + . . . , 


et  le  problème  est  maintenant  celui-ci  : >■  Déduire  d'un  grand 
nombre  de  pareilles  éipiations,  celles  des  valeurs  de  x,  j , z, . . . 
qui  sont,  de  toutes  les  valeurs  possibles,  les  plus  probables.  » 

20.  Loi  de.f  erreurs  d'obscr.-ation. — Mcsuie  de  la  précision  îles 
observations.  — On  peut  admettre  que  les  petites  erreurs  sont 
plus  probables  que  les  autres,  que  les  observations  les  plus  exactes 
sont  les  plus  fréquentes,  et  que  les  erreurs  qui  déjtassent  une 
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certaine  limite  ne  peuvent  se  présenter.  La  présence  d’une  cer- 
taine erreur  sera  donc  régie  par  une  loi  déterminée,  ipii  dépend  de 
sa  grandeur  elle- même.  Soit  ni  le  nombre  de  toutes  les  observa- 
tions, et  supposons  qu’une  erreur  de  grandeur  A se  présente  p 

fois,  — sera  la  probabilité  de  l’erreur  A,  que  nous  désignerons 

par  ij>(A).  Cetl te  expression  ^(a)  sera  nulle  quand  A surpassera 
une  certaine  limite;  elle  sera  maximum  pour  a = o et  possédera 
des  valeurs  égales  pour  des  valeurs  de  A égales  *t  de  signes  con- 
traires. Puisque  = (A),  dans  les  m observations  il  se  pré- 

sentera wiç(A)  erreurs  de  grandeur  A,  OTy(A')  erreurs  de  gran- 
deur A',.  . mais  le  nombre  de  toutes  les  erreurs  doit  être  égal 
au  nombre  des  observations;  on  doit  donc  avoir 


ou 


ni  y(A)  -f-  m (p(A')  -t-  . . . = /n 


I . 


Cette  somme,  qui  est  l’erreur  totale,  doit  être  prise  entre 
certaines  limites  — X et  + k-,  mais  puisque , pur  hypothèse , 
f(A)  est  nul  en  dehors  de  ces  limites,  il  est  indifférent  de 
prendre  cette  somme  entre  les  limites  — X et  4-  X ou  entre 
les  limites  — 00  et  -+- x . De  plus,  comme  toutes  les  valeurs 
de  A comprises  entre  ces  limites  sont  admissibles,  car  aucune 
grandeur  ne  peut  être  donnée  entre  — X et  -I-  X sans  qu’elle 
soit  une  erreur  possible,  le  nombre  des  erreurs,  et  par  consé- 
quent celui  des  y (A),  est  infiniment  grand,  et,  d’après  l’équation 
précédente,  chaque  ^ (A)  est  un  infiniment  petit.  La  probabilité 
qu'une  erreur  soit  comprise  entre  certaines  limites  est  égale  à la 
somme  des  valeurs  de  <p(A)  comprises  entre  ces  limites;  si  ces 
deux  limites  sont  infiniment  rapprochées,  y ( A)  peut  être  considéré 
comme  constant  dans  l'intervalle,  et  7 (A)  d\  exprime  la  proba- 
bilité qu'une  erreur  soit  comprise  entre  A et  A -i-  </A.  La  probabi- 
lité qu'une  erreur  soit  comprise  entre  les  limites  a et  è est  donc 
exprimée  par  l’intégrale  définie 
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ut  par  rc  qui  précèile, 

/.  .f» 

/ ?(A)r/A  = I. 

V X 

D’après  les  principes  du  calcul  des  prubabililés,  si  f (A),  i(A'),... 
sont  les  prubabililés  des  erreurs  A,  A', . . la  probabilité  de  la 
présence  simultanée  de  toutes  ces  erreurs  est  égale  au  produit  des 
probabilités  des  erreurs  isolées.  Désignons  par  W la  probabilité 
de  la  présence  d’une  série  d’erreurs  A,  A',...  dans  un  certain 
nombre  d’observations,  nous  avons 

(2)  Wz=T(A;*(A')»(A"j.... 

Si  donc,  pour  certaines  valeurs  adoptées  dex,  r,  i,.  . .,  les  er- 
reurs A,  A',  a",..  . expriment  les  erreurs  résiduelles  des  éqiia 
tions  (i),  W est  la  probabilité  que  ces  erreurs  ont  été  commises 
et  représente  la  mesure  de  la  probabilité  du  système  des  valeurs  de 
X,  X,  Z....  Chaque  autre  système  de  valeurs  de  .r,  x,  z...  donnera 
aussi  un  autre  système  d'erreurs  résiduelles,  et  les  valeurs  les  plus 
acceptables  pourx,  j,  z,...  seront  celles  qui  rendront  maximum  la 
probabilité  que  ces  erreurs  aient  été  commises,  et  par  conséquent 
celles  pour  lesquelles  la  fonction  W est  un  maximum;  pour  la 
détermination  de  ce  maximum,  il  est  nécessaire  de  connaître  la 
forme  de  la  fonction  y>(A). 

Plaçons- nous  maintenant  dans  le  ras  où  l'on  aurait  une  seule 
inconnue,  et  supposons  que  l'observation  ait  donné  les  in  va- 
leurs n,  n',  . . ; prenons  pour  valeur  la  plus  probable  de  x la 

moyenne  de  toutes  les  observations  : 

n -+■  n'  -4-  n" 

X — — — » 

Ht 

d’où 

[a]  n — X -H  n'  — x -f-  «"  — x-  -t-  . . . =z  o , 

n — X,  n'  — X,  n"  — x, . . . correspondant  aux  erreurs  A,  de  telle 
sorte  cpie  /?  — x ==  A,  ni  — x = a',  . . . . Mais,  pour  la  valeur  la 
plus  probable  de  .r,  W est  un  maximum;  différentions  l'éqtia 


Digitized  by  Google 


MÉTHODE  DES  MOINDRES  CARRÉS. 


lion  (2)  après  avoir  pris  li’s  1 ojja ri  1 limes: 
tl  Iopÿ(  a)  dit 


Or,  dans  ce  cas, 


d A dj- 


rfA  ds' 


dx  d.r 


donc 


f/log»i(«  — x)  d\o^f{n'  — .r) 
d (//  — j:)  ' f/(n'  — .r) 


+ . O, 


V'] 


1 i"  — 


^11'  — x)  — X ) 


Mais  si  la  moyenne  arithmétique  est  la  valeur  la  plus  probable  (]ui 
puisse  être  adoptée,  les  équations  (<t)  et  {ù)  doivent  donner 
pour  .r  la  même  valeur,  et  l’on  doit  avoir 


1 diopyfn — ,r)  I i/logy(«' — x) 

/I  — r d n — .r  ) n'  — x 1/  ( «'  — ./  ) 


où  /•  désigne  une  constante.  On  obtient  par  conséquent,  pour  dé- 
terminer la  fonction  y (A),  l'éijuation 


rflogy(A,  _ 

Âi/a' 

d'où 

logy(A)  =:  A / A=-4-  logC, 
y(A)  = Ce»  . 


Quant  au  signe  de  /,  on  peut  le  déterminer  facilement;  car 
y (A)  diminue  quand  A augmente,  donc  k doit  être  négatif;  en  con- 
séquence, nous  poserons X- = — h',  et  par  suite  ^(A)  = Ce" 

La  valeur  de  C est  donnée  par  l’equation 


L 


y ( A ) i/  A = c 


C 


'dx  = I, 
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l't  puisque 

d’où 
et  enfin 

(3) 


I - ^ 

— X 

/_ 


h 


TT 


La  constante  h reste  la  même  pour  un  système  d’observations 
également  bonnes,  c’est-it-dire  pour  lesquelles  la  probabilité  d’une 
certaine  erreur  A reste  la  meme.  Dans  ce  système,  la  probabilité 
qu’une  erreur  soit  comprise  entre  — ^ et  -1-d  est 


-4/  c-*’^V/i=4r/  « 

\j‘nJ—h5 


’\lx. 


Dans  un  autre  système  d'observations,  la  probabilité  d’une  er- 
reur A est  exprimée  par  et  la  probabilité  qu’une  er- 

yir 

reur  soit  comprise  entre  les  limites  — J'  et  H-  S'  est 


c”*’  dj . 


Les  deux  intégrales  sont  égales  si  hô  — h' et  par  conséquent 
si  A = 2A',  il  est  clair  qu’une  erreur  •3.x  est  aussi  probable 
dans  le  second  système  qu’une  erreur  x dans  le  premier.  Le 
premier  système  est  donc  d’une  exactitude  deux  fois  plus  grande 
que  le  second,  et  la  constante  A peut  dès  lors  être  considérée 
comme  mesure  de  la  précision  ou  module  de  la  eonvergencc  des 
observations. 


21.  Erreur  moyenne.  — Erreur  probable.  — Au  lieu  de  la 
mesure  de  la  précision  des  observations,  on  emploie  plus  liabi- 
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tuellement  l’erreur  probable.  Dans  une  série  d’erreurs  rangées 
par  ordre  de  grandeur  absolue,  et  où  chacune  d’elles  est  écrite 
autant  de  fois  qu’elle  se  présente  réellement,  on  donne  à celle  ipii 
occupe  exactement  le  milieu  le  nom  d'erreur probab/c.  Désignons- 
la  par  r;  la  probabilité  qu’une  erreur  soit  comprise  entre  — r 
et  -4-r  est  égale  à -j,  et  on  a l'équation 


/, 


1 

2 


on,  si  l'on  pose  h 


2 

Vtt 


e~‘*  dt  = 


iJL 

4 ■ 


Cette  intégrale  atteint  la  valeur 

^=o,443ii  lorsque  /tc  — o, 4^694  (*)> 

4 

et,  par  suite,  la  relation  entre  r et  h est 

_ 0-47694 

h 

■s 

L’intégrale—^  / e~‘'tU  donnera  la  probabilité  d’une  cr- 
y it  »/  O 

reur  moindre  que  n fois  l’erreur  probable,  et  si  l’on  calcule, 

par  exemple,  la  valeur  de  l’intégrale  pour  n = -»  on  prendra 

nhr=  0,28847,  St  on  trouvera  0,284  pour  la  probabilité  d’une 
erreur  qui  est  moitié  moins  grande  que  l’erreur  probable;  c’est- 
à-dire  que  sur  1000  observations,  il  s’eu  présentera  cerlaine- 
ment  264  où  l’erreur  est  plus  petite  que  la  moitié  de  l’erreur 
probable.  On  trouve  de  même  en  faisant  successivement  n égal 


(*)  Foi/'  pour  le  calcul  de  cette  intë(>ralele  n°  17. 
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à 1 7.,  -î  3,  -1  4)  5 que  sur  looo  dis.  rvalions,  il  v i ii 

2 -2  2 2 ‘ 


688 

823 

()o8 

<>5C> 


ou  I erreur 
sera 


982  ^ plus  petite  que  j - t, 

1)93 
99^ 

999  1 


! 3 

I - r, 
2 

2r, 

5 

r- 

3r, 

7 

2 

4'i 

ï- 

5r, 


et,  ipiaïul  on  compare  ainsi  une  longue  série  d'erreurs  d’ooser- 
vations  arrivées  réellement,  on  peut  se  convaincre  que  la  présence 
d’une  erreur  de  grandeur  déterminée  s’accorde  presque  exacte- 
ment avec  les  résultats  de  cette  théorie. 

On  peut  encore  arriver,  d'une  autre  manière,  â la  valeur  <le 
rpiTcur  probable  d’une  certaine  série  d’observations.  Supposons 
qu’on  ait  une  série  d’erreurs  réelles  d’observations  4,  A',..  .; 
la  probabilité  de  leur  présence  simultanée  est 


Tz'’ 


/.ît4«+A'-+. 


et,  si  l’on  suppose  ([ue  ces  erreurs  aient  lieu  réellement  et  ne 
puissent  varier  beaucoup,  le  maximum  de  AV  dépendra  seulement 
de  /(,  et  cette  valeur  de  //,  pour  laquelle  le  maximum  a lieu,  sera 
la  valeur  la  plus  probable  i]ui  convient  à ces  observations.  Dési- 
gnons, pour  abréger,  la  somme  des  carrés  de  toutes  les  erreurs 
A,  a',  . . . par  [AA],  en  sorte  que 


rr’ 
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nous  aurons  pour  la  rondition  du  iDaxiniiiiu 


o = fi  A] 

m m I J 


OU 

d’oii  résulte 


O = ni  — ?.  /i-  [ AA  ] , 

I 

A v^2 


La  racine  carrée  du  quotient  de  la  somme  des  carrés  des  er- 
reurs vraies  d’observation  par  le  nombre  des  observations,  s’ajr- 
pellc  erreur  moyenne  de  ecs  observations;  si  cette  erreur  avait 
été  commise  sur  chaque  observation,  elle  aurait  donné  pour  somme 
des  carrés  d'erreurs  relie  (|ue  l'on  a réellement.  Désignons-la  pan, 
en  sorte  que 


nous  avons  alors 


r~  0,47694  v'2«, 

r — 0,674  489  *■ 


22.  Détermination  de  la  valeur  tu  plus  probable  d’une  ineon- 
nue  déduite  d’un  système  d'équations  et  de  son  erreur  probable.  — 
Nous  pouvons  maintenant  résoudre  le  problème  proposé  : « Dé- 
duite du  système  d’équations  (i)  donné  par  des  observations,  les 
valeurs  les  plus  probables  des  inconnues  x,  r,  s, . . . , leurs  erreurs 
probables,  ainsi  que  celles  de  chaque  observation.  •> 

Dans  l’expression  (2),  de  la  fonction  W,  qui  donne  la  proba- 
bilité de  la  présence  simultanée  des  errettrs  A,  A',  A",.  . .,  sub- 
stituons, au  lieu  de  f(A),  f(A'  ,...,  leurs  valeurs  tirées  de 
l’équation  (3);  nous  aurons,  si  toutes  les  observations  sont  éga- 
lement bonnes, 

im 

m 
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Ici  A,  a',  a",  . . . ne  sont  pas  les  erreurs  réelles  d'observation,  et 
dépendent  encore  des  valeurs  de  jt,  , z,.  . mais,  pour  les  va- 
leurs les  plus  probables  de  :r,  z, . . . , la  probabilité  de  la  pré- 
sence simultanée  des  erreurs  résiduelles  doit  être  aussi  grande 
que  possible,  et  ces  memes  erreurs  doivent  être  aussi  égales  que 
possible  aux  erreurs  réelles  que  l’on  doit  attendre  dans  un  nombre 
donné  d’observations;  on  voit  donc  que  les  valeurs  des  inconnues 
devront  être  déterminées  par  l'é-quation 

A’  -I-  a'’  -+-  A"’  -4-  . . . = minimum , 

• 

c’est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles  dans 
l’équation  (i)  est  un  minimum.  De  là  vient  le  nom  de  mrthorlc 
des  moindres  carrés  donné  à ce  procédé  de  déterminer  à l'aide 
d'éqnaiions  semblables  les  valeurs  les  plus  probables  des  incon- 
nues. 

Plaçons-nous  d’abord  dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  oii  les 
valeurs  des  inconnues  sont  données  par  des  observations  directes  ; 
on  peut  alors  adopter  pour  valeur  la  plus  probable  laynoyenne 
arithmétique  de  tontes  les  observations,  comme  cela  résulte  aussi 
de  la  condition  précédente  du  minimum. 

Soient,  en  effet, 

A = X — n.  A'  = x'  — /t,  a"  = x"  — /!,... 


les  erreurs  résiduelles  correspondantes  à des  valeurs  quelconques 
de  X,  et  di'-signons 

la  somme  /i  -)-  n'  -t-  n"  -(- . . . par  [/?  j, 
la  somme  . . par  [nn]. 


et  le  nombre  des  observations  par  m\  nous  obtenons,  pour  l.i 
somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles  : 

^(x  — n)’=  wx’  — 2x[n]  [nn] 

= \nn\  — i-  -I-  rn  X — : 

m \ "'  / 

cette  équation  montre  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  est 
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un  minimun-i  lorsque 


cl,  dans  ce  cas,  celte  somine  a pour  valeur 
[nn]—  = [/ï/j,]. 

Pour  trouver  l’erreur  probable  de  ce  résultat  par  rapport  à 
une  inconnue  x quand  on  connaît  l'erreur  probable  d'une  obser- 
vation isolée,  on  a besoin  de  traiter  un  problème  (|ue  nous  ré- 
soudrons d'une  manière  générale,  à cause  des  apjilications  qu'on 
en  fera  dans  la  suite  : « Trouver  l’expression  de  l’erreur  probable 
d'une  fonction  linéaire  de  plusieurs  variables  x,  x', . . . dont  les 
erreurs  probables  sont  données.  >> 

Soient  r l’erreur  p(pbab1e  de  .r,  et X — *x  une  fonction  linéaire 
de  il  est  clair  que  ar  est  l’erreur  probable  de  X.  En  effet,  si  x. 
est  la  valeur  la  plus  probable  de  .r,  ax,  est  la  valeur  la  plus  pro- 
bable de  X,  et  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  x sera  compris  ' 
entre  les  limites  x,  — r et  x,  -+-  r est  égal  à celui  des  ras  dans 
lesquels  X sera  compris  entre  ax,  — ar  et  ax,  -+■  ar. 

Soit  maintenant  X une  fonction  linéaire  de  deux  variables 

X — X -h  x', 

et  soient  a et  «'  les  valeurs  les  plus  probables  de  x et  x',  r et  / ' 
leurs  erreurs  probables.  Puisque,  pour  les  erreurs  de  x et  x',  nous 
r c 

))OUvon$  prendre  A = - et  A'=  — > où  c=:  0,47694,  la  proba- 
bilité d’une  valeur  quelconque  de  x est 
r 

t::  e 

r\K 

et  celle  d’une  valeur  quelconque  de  x' 
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par  ronséqiieni,  la  ]>robabilité  de  là  présence  simultanée  de  deux 
valeurs  quelconques  de  .r  et  de  .r'  est 

r’  — p.  (•**' — rt’i’J 
/v'tt  ’ 

et  la  probabilité  de  la  présence  simultanée  de  deux  valeurs  de  j 
et  x',  qui  satisIVint  à l’équation  .r  -4-  x'  = X,  s’obtient  en  rempla- 
çant dans  l’expression  précédente  x'  par  X r.  Désignons  cette 

probabilité  par  W,  nous  avons 

W = 

rr  K 


■fr: 


•] 


Faisons  maintenant  la  somme  de  tous  les  cas  dans  lesquels  un  x 
se  combine  avec  un  x'  pour  produire  X,  et  donnons  à ,r  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  — cc  et  -4-  oo  , c’est-à-dire  prenons 
par  rapport  à x l'intégrale  de  AV  entre  res  Jimites;  nous  aurons 
considéré  tous  les  cas  dans  lesquels  X sera  obtenu,  c’est-à-dire 
que  nous  aurons  déterminé  la  probabilité  de  X. 

. Réunissons  tous  les  termes  qui  contiennent  x et  tlonnons-leur 
la  forme  quadratique,  nousobtiendrons  facilement  l’intégrale  de  AV 
sous  la  forme  suivante  : 


‘ i ^ /»/’*  L 

— I ^ (Ir 

- ’ 7 r* 

x-p  / r *V«, 

S'^Jo 


y’r'  -4-  r'^yjr; 


où  l’on  pose 


et,  puisque 


/’(X  — rt')  4- /-'V/A 

« = — 77--^- 7,^77;—). 


on  obtient,  pour  probabilité  d’une  valeur  de  X, 
c _ j;’_. 

- — . 

y/r’  4-  r'‘  y V 
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Celle  expression  est  maximum  ipiatul  X = <7-l-a';  ia  valeur 
la  plus  probable  de  X est  ainsi  éftale  à la  somme  des  valeurs 
les  plus  probables  de  -r  et  .r',  et  puis(|iie  la  mesure  de  la  pré- 

eisioii  de  celte  délerminalion  est il  en  résulte  «lue 

r'’  est  l’erreur  pi  obable  de  X. 

De  plus,  en  combinant  ce  résultat  avec  celui  (pii  précède,  on 
voit  fpie  si 

X — a.r  -t-  a'./', 

rerrciir  probable  de  X sera  égale  à 

^n}r^  -f-  a.'-r'‘ . 

On  peut  facilement  etendre  cette  proposilion  à un  nombre  ipiel- 
coniptc  de  termes;  ainsi  dans  le  cas  de  trois  termes,  on  en  jiren- 
dra  deux  d’abord,  [mis  on  combinera  le  résultat  avec  le  troi- 
sième. Par  consé(|uent,  si  l’on  a une  fonction  linéaire  ipielconque, 

X = xr  a'.r'  ■+■  a"x"  -t-  . , 

et  si  r,  r',  r",.  . . sont  les  erreurs  probables  de  .r,  x',  j",  . 
l’erreur  [irobable  de  X sera  égale  à 

^ a’  /•’  -f-  -t-  a"-  r"- 

On  en  conclut  immédiatement  rerreur  probable  de  la  movenne 
arithméti(]ue  de /«  observations,  tpiand  l'erreur  probable  de  cha- 
cune d’elles  est  r;  car  puisque  # 

« -f-  /»'  -r-  «"  -f  . . . 

X — , 

III 

l’erreur  probable  est  , 

! r‘  r 

V ni  — ou  ■ 

Il  résulte  de  là  que  le  rapport  de  l’erreur  jirobable  de  m ob- 
servations il  l’erreur  probable  d’une  seule  est  ou  ipie  le 

m 

I.  5 
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rapport  de  la  mesure  de  la  précision  de  la  moyenne  à celle  d’iinc 

h v'»< 

ol)servalion  est  — 

// 

Souvent  aussi  on  exprime  la  précision  relative  de  deux  gian- 
(leurs  par  leur  poids.  On  désigne  sous  le  nom  de  poids  d’une 
grandeur  le  nombre  d'observations  également  bonnes  rju'il  faut 
prendre  pour  que  leur  moyenne  arithmétique  donne  une  déter- 
mination d’exactitude  égale  à celle  de  la  valeur  donnée.  Si  donc  le 
poids  d’une  observation  isolée  est  i , la  moyenne  arithméti(|ue  de  m 
observations  aura  m pour  poids.  Les  poids  de  deux  grandeurs  se- 
ront donc  entre  eux  dans  le  rapport  direct  des  carrés  des  mesim's 
respectives  de  leur  précision  et  dans  le  rapport  inverse  des  carrés 
des  erreurs  jirobablcs 

Il  reste  maintenant  à déterminer  l’erreur  probable  d'une  ob- 
servation isolée.  Si,  dans  les  étpiations  x — n — A,  les  erreurs 
résiduelles  étaient,  après  l'introduction  de  la  valeur  la  plus  pro- 
bable de  .r,  égales  aux  erreurs  réelles  d’observation,  la 'somme  de 
leurs  carrés  divisée  par  m donnerait,  d'après  le  n"  21,  le  carré  de 
l’erreur  moyenne  d’une  observation,  c’est-à-dire  que  cette  erreur 

serait  é-galc  à ^ ^ Mais,  la  moyenne  arilbmétique  des  ob- 
servations faites  n’est  pas  la  vraie  valeur  de  l’inconnue,  elle  n’est 
(pie  la  valeur  la  plus  probable  qu’on  puisse  tirer  de  ces  obseï  vo- 
tions, sauf  le  cas  où  le  nombre  de  ces  observations  serait  inGni- 
ment  grand;  les  erreurs  résiduelles  ne  sont  donc  pas  les  erreurs 
réelles  d’observation,  mais  en  différent  plus  ou  moins.  Soient  .r, 
la  valeur  la  plus  probable  de  x troiivé-e  par  la  moyenne  arithmé- 
tique, et  .r  -f-  5 la  véritable  valeur.  En  substituant  cette  valeur 
dans  les  équations  de  condition,  on  obtient  pour  les  erreurs  d’ob- 
servation les  valeurs  x, — ri,  x, — , (pie  nous  (h'signerons 

jiar  à,  y,...,  tandis  que  la  substitution  de  la  valeur  véritable  au- 
rait donné  pour  ces  erreurs  les  valeurs 

•r,  -4-  ? — n =r  J,  . . . . 


(•)  Si  donc  deux  grandeurs  ont  pour  poids  ;»= -J  et  e’ = -^1  le  poids 


de  leur  somme  sera 


P/' 


l'-t-r" 
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On  a d’ailleurs  les  équations 


ù + Ç = d', 

A' 4-5  — 5', 


Si  l'on  fait  ta  somme  des  carrés  des  deux  membres,  et  si  l’on  se 
rappelle  que  la  somme  de  tous  les  A doit  être  nulle,  on  obtient, 
d’après  la  nutation  employée  plus  haut, 

[AA]  + /H«=;[ào], 

d’où  l’on  voit  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  trouvée  à l’aide 
de  la  moyenne  aritliméti<iuc 'est  toujours  tro|)  petite. 

Puisque  [JJ]=  me',  £ étant  l’erreur  moyenne  d une  observa- 
tion, et  que  [AA]  =[/»«,],  cette  eejuation  peut  s’écrire  encore 

[««,]  /«”  = ;n£-. 

Quoique  cette  équation  ne  permette  pas  de  calculer  la  valeur 
de  e puisque  5 est  inconnu,  on  pourra  néanmoins  approcher 
autant  que  possible  de  la  vérité  en  substituant  h Ç l’erreur 
moyenne  de  x„  et  comme,  d’après  ce  qui  précède,  cette  erreur 

moyenne  est  égale  à l’introduction  de  cette  valeur  donne, 

^ lit 

pour  l’erreur  moyenne  d’une  observation. 


et  pour  l'erreur  probable 

c = o,67448;,y/J^4- 

De  plus,  l’erreur  moyenne  de  la  moyenne  arithuiéti(|ue  est 


— JL  é.  / i""'  I 

V 


et  l’erreur  probable 

r.'.r)  =.  »'ti7448g  / [«/i,J  _ 

v'/«  V — I 


5. 


Digilized  by  Google 


68 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE- 


K\f.mple.  — Dans  la  dplerminalion  li"Ii‘graplii(|iie  de  la  dilTé- 
rence  des  longitudes  de  l'Observaloire  de  Ann-Arbor  el  de  la  sla- 
tinn  liydrographi<|iie  de  l'étroil,  on  a oblenn,  au  moyen  de  Irenle 
et  une  étoiles  differentes  observées  le  2i  mai  i86i  dans  les  deux 
lieux,  les  différences  de  longitude  suivantes  : 


Difl'érencc 

Écart 

1 

Oiirêrenc.e 

Écart 

de 

de 

1 

de 

lie 

Étoiles. 

lon^jiiude. 

la  moyenne. 

Étoiles. 

luii{;itiide. 

la  moyenne. 

m « 

K 

1 

m 9 

8 

1 

2. 

- 0,11 

' *7 

2.43,44 

-i  - o,o5 

2 

2-4î,4!) 

0 , 00 

18 

2.43,37 

-T  0,  i l 

3 

a. 43,03 

— 0,  14 

*9 

2.43,32 

0,17 

4 

a.if3,52 

— o,o3 

1 \ 

20 

2.43, 12 

4-  0,37 

5 

a.43,3i 

-f-  0, 18 

! 

2.43,30 

+ 0, 19 

6 

2.43,67 

— 0,18 

i 22 

2.43,72 

--  o,a3 

/ 

•■*.43,98 

— 0,49 

23 

2.43,2.5 

-+-  0,24 

8 

a.  43  ,tî3 

--  o,i4 

1 '•*4 

2.43, t3 

i-  0,36 

9 

2.43,83 

- 0,34 

' a5 

2.43,27 

-i-  0,22 

10 

2-43,79 

■“  o,3o 

26 

2.43,34 

4-  0,  i5 

I 

2.43,54 

— o,o5 

27 

2.43,15 

0,34 

12 

•A. 43, 18 

--f-  0 , 3 1 

1 28 

2.43,86 

— 0,37 

i3 

2.43,45 

■f-  0,04 

20 

2.43,2.9 

4-  0,2.0 

'4 

2.43,68 

— 0.19 

3o 

2.43,40 

4-  0,09 

1 J 

2.43,32 

i-  0,17 

3i 

2.43,95 

— 0.4G 

i(> 

2.43,50 

— 0,01 

Moy. 

2.43,49 

On  trouve,  pour  la  somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles, 


[«/?,]=  1,77, 

et,  puisque  le  nombre  m des  observations  est  égal  à 3i,  l’erreur 
probable  d’une  observation  isolée  est 

±o*,i64. 


et  l’erreur  probable  de  la  moyenne 


rt  o‘,o2t). 

Quoiqu’on  ne  puisse  pas  admettre  qu’avec  aussi  peu  d’observa- 
tions, les  erreurs  seront  distribuées  comme  l’indique  la  loi  donnée 
au  n°21,  on  peut  l ependant  être  convaincu  que  l’on  a,  dans  ce 
cas,  une  approximation  suffisante.  Kn  effet,  d’après  la  thé'orie 
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avec  trente  et  une  observations,  les  nombres  des  erreurs  qui  sont 
pins  petites  que 

[r,  r,  \r,  2/-,  ‘ r,  3r,  . 

sont  respeetivement 

8,  i5,  21,  2.5,  28,  3o, 

tandis  que  ces  nombres  sont,  d’après  le  tableau  ci-dessns, 

6,  12,  22,  24,  2,y,  3o. 

L’erreur  qui  est  exactement  placée  au  milieu,  dans  le  lableaii 
des  erreurs  rangées  par  ordre  de  grandeur  absolue,  c’esl-à-dire 
l’erreur  probable,  est  0,18. 


23.  Déli-nni/hiliori  des  ralrttrs  les  plus  prohnbhs  de  plusieurs 
inconnues  tirées  d'un  système  d’ équations.  — Dans  le  cas  general 
où  les  équations  de  condition  (t)  données  par  les  observations 
contiennent  plusieurs  inconnues,  trois  par  exemple,  les  valeurs 
les  plus  probables  de  ces  inconnues  sont  encene  celles  pour  les- 
quelles la  somme  des  earrés  <les  erreurs  résiduelles  est  un  niini- 
muin.  Mais  cette  somme  de  carrés  devant  être  un  minimum  tout 
aussi  bien  par  rapport  à x que  par  rapport  à p et  z,  cette  condi- 
tion donnera  autant  d’équations  que  d'inconnues,  et  ees  dernières 
pourront  alors  être  déterminées. 

L’équation  dti  minimum  relativement  ù x est 


dis 

dl 


A' 


d\' 

dx 


ou  puisque,  d’après  les  équations  ( t ),  — —n, 

A n -f-  A’  et'  A’^  o”  -4-  . , , czz  o. 

Substituons  pour  A,  A',..  . leurs  expressions  tirées  de  (1),  et 
posons 

au  -i  a'  a'  -y  a”  a"  + . . :=r;  [ ^7<7  ] , 
ab-\-a'l>'-{-a"lj"  + ...  — [al)]. 
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et  ainsi  des  autres;  nuusaurons,  pour  les é(|iiationsdii  minimum. 


(A)  [an]j- -i-[nb]j- [ac]z  + [an]=2  O, 

(B)  [o4]x -+- [ / -4- [ic]  î + [An]  = O, 

(C)  [ac].r -4- [6c]  r -(-  [fc]  I + [c/tj  = O. 


On  tire  de  ces  trois  étpiations  les  valeurs  les  plus  probables  de 
X,  y et  Z. 


Pour  les  résoudre,  multiplions  la  première  par  et  re- 

[«n] 

tranchons  le  produit  de  la  seconde;  multiplions  de  même  la  pre- 
mière par  et  retranchons  de  la  troisième;  nous  obtenons 

[««] 

deux  équations  ne  contenant  plus  x 


(D)  [AA,]r +[*fi]- + [/»«i]  = O, 

(E)  [Ac,]j4  -+- [cc,]z -4-[cn,]  = o, 


dans  lesquelles  on  a posé 
et  ainsi  des  autres. 

\ bc  "\ 

Multiplions  ensuite  l'équation  (D)  par  : » et  retranehons 

[ A6,J 

de  (E),  nous  aurons  l’équation 


(F) 

dans  laquelle 
[cc,]  = [cc,] 


[ce,]  Z -I-  [c«,]  = o, 


[AA,]  ■ 


L’équation  (F)  donne  la  valeur  de  z,  et  les  éijuations  (D) 
et  (A)  les  valeurs  de.r  et  de  x. 

Si  l’on  déduit  maintenant  [AA]  des  é(|uations  (i),  et  si  l’on  sc 
reporte  aux  équations  (A),  (B),  (C),  on  trouve  pour  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  résiduelles 


[ AA]  — [nn]  -t-  [on]x  -+-[A/î]  / -4-[c/j]z. 
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Pour  éliminer  x,  y,  on  multiplie  l’équation  (A)  par 
et  on  retranche  de  la  précédente,  ce  qui  donne 

[AA]  = [««]-tg’+[K]r-f-[cn,]z. 

Après  avoir  multiplie  l’équation  ( D)  par  [tv'l;  retranchons  de 

[00, J 

la  précédente,  il  vient 

et  en  remplaçant  z par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (F),  on  ob- 
tient enfin,  pour  le  minimum  de  la  somme  des  carrés, 

r . r 1 r 

[AAj=[oo]-  y _ 

On  aurait  pu  obtenir  l'équation  du  minimum  sans  l'emploi  du 
calcul  difTérentiel.  Multiplions  en  effet  chacune  des  équations  pri- 
mitives (i)  successivement  par  «x,  by;  cz,  et  ajoutons-les,  noos 


(a)  [Ai]  = [aA]x-r-  [*A]  / -I-  [ci];-t-[oA], 


[«  a]  = [o“]  -t-  [‘*c]î  -f-  [an]. 


En  substituant  à x dans  (a)  sa  valeur  tirée  de  (b),  on  obtient 

r Al  — ["^1’  , r A A 1 r A \ 1 . _i_  r»  A 1 


(C)  [AA]: 


-I-  [iAijj'  [cA,]s  -f-  [a A,], 


I [6A,]  = [f>é,]jr [èc,]  î 4- [èn,], 

{'/)  ■ [cA,]  =[6c,]j-+-[cc,]i4-[cn.], 

( [nA,]  = [in,]  J -+- [cn,]z  -t- [an,]. 

Si  maintenant  dans  (c)  l’on  remplace  y par  sa  valeur  tirée  de  la 
première  des  équations  (a),  il  vient 
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éiliinliim  duns  l.ii|uclk‘ 


j [f^,]  — [cr..]: 

) [«4,]  = [ru,;:  + 


et  enliii,  a|>rès  avoir  dans  l’équation  (e),  remplacé  z par  sa  valeur 
tirée  do  la  première  des  équations  (/),  on  a 


[aa] 


f «i,  f 

^ T-r]' 


où,  comme  on  le  voit  racilcment, 

[«i3]r=[/in,]. 

Puisque  dans  le  second  membre  de  l’équation  [g)  les  trois  pre- 
miers termes  qui  contiennent  .r,  v,  z sont  des  caries,  il  faut,  pour 
obtenir  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  des  erreurs,  poser 
[/7A]  = o,[Aii,]  = o,  [cA,]  — o,  équations  identiques  avec  celles 
trouvées  plus  haut;  il  on  résulte,  de  plus,  que  le  minimum  du 
carré  des  erreurs  est  [n«j]. 


24.  Dctcrmi nation  de  l'erreur  prohabte  (h  s inconnues.  — On 
peut  pour  cela  se  servir  du  théorème  énoncé  dans  le  n"  22  relati- 
vement à l’erreur  probable;  les  éi|uations  (A),  (D),  (F),  relatives 
aux  valeurs  les  plus  probables  de  .r,  j-,  z,  montrent  en  effet 
que  ees  valeurs  peuvent  être  considert-es  comme  des  fonetions 
linéaires  des  j;randeurs  observées  n,  . . . 

Si  l’on  veut  tirer.r  de  ees  trois  éipiations,  il  faut  multiplier  cha- 
cune d’elles  par  un  certain  coefficient  choisi  de  telle  sorte  que,  dans 
l’équation  formée  par  leur  somme,  les  coefficients  «le  j'  et  de  ; 

I 

soient  nuis.  Multiplions  (A)  par  r j (Dî  par  - > Fi  par 

[aa  J j 

et  ajoutons  les  trois  résultats,  nous  aurons  pour  determi- 
ncr  A'  et  A"  les  deux  équations  de  condition 


{*) 

(p; 


[ab] 


A'  = O, 


Lîîj 

[«"J  [bb.i 


-h  A' 


--  ", 
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et  pour  trouver  x 


— A'  _ A"  — 

[na\  [64,]  [crj] 


Pour  (léicrminor  y,  on  multiplie  (D)  p;ir 


on  ajoute  et  on  a 


[66.] 


et  enfin 


Si  l’on  développe  les  tpiantilés  [6/î,]  et  [e«j],  on  oblient  laci- 
lement 

(ïi)  [6/1,]  = A'[«n] -+- [6«], 

[//î;]  = A"i ////]+ B'[6/;]  H [c«]; 

en  raison  de  la  symélrie  des  grandeurs  renfermées  entre  erocliels, 
il  sera  permis  d’échanger  les  leities  et  d’écrire  aussi 

(t;  [66,]  = A'[//6]-+-[66]. 

(y.i  [ er,]  =r  A"f«c]  + B'[6c]  [ce], 

(a)  [6c,]  =:  A'[/.6]+  B'[66]  + [6rj  o, 

(ft)  [//c,]  = A"[//«] -4- B'[//6] -I- [/Tf]  — O ("!. 

Puisque  [on],  [6//,]  et  [en,]  sont  des  fonctions  linéaires  des//, 
on  peut  aisément  déterminer  les  erreurs  probables  de  ces  gran- 
deurs. D’abord  [on]  =:  on -4- o'//' 4- n"n" -t- . . . . Soit  donc  r 
l’erreur  probable  d’une  observation  ou  d’un  //,  alors  l’erreur 
probable  de  [on]  est 

V^ofl  -t  ti'  II'  y-  a"  II"  + . . . r=  ry  [n//]. 


(*  ) On  voit  du  suilu  à l'aide  dus  ùqualions  ( a))  ( ol  (o)  que  lus  du’t\ 
dernières  expressions  sont  nulles. 
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Déplus,  dans  [in,],  chaque  terme  a la  forme  (A'n  -t-  i)n. 
Pour  élever  ce  terme  au  carré,  multiplions  d’abord  [lar  K' an, 
puis  par  bn,  nous  aurons,  pour  le  coefficient  de  n’, 

K' (K‘ aa  ab)  -4-  K' ab  -4-  bb. 

Telle  est  donc  la  forme  du  coefficient  de  chaque  r*  dans  l’ex- 
pression du  carré  de  l’erreur  probable  de  [in,];  on  aura  par  con- 
séquent 

(/•[in,])»=[A'(A'[nn]  + [fli])  -4-A'[fli]-4-[ii]]r  = 

OU 

r[bn,]  = r^[bb,], 

comme  il  résulte  immédiatement  des  équations  (a)  et  (i). 

Enfin,  le  coefficient  de  chaque  n dans  [en,]  est 

\"a  -t-  B'i  -4-c. 

En  l’élevant  au  carré,  on  obtient 

A"(A"nn  -4-  B'ni  -4-  nr)  -f-  B" (A" ni  -4-  B'ii  -h  bc) 

-4-  A."  ac  -4-  B'  bc  -4-  cc, 

St  l’on  prend  maintenant  la  somme  de  tous  les  carrés  isolés,  on 
aura  pour  le  coefficient  de  r’  dans  l’expression  de 

A"(A"[an]-4-  B'[ni]  -1-  [ne])  -4-  B'(A"[ni]  -I-  B'[ii]  -4-  [ic]  ) 
-4-A'[nc]-l-B'[Ae]  -4-[re], 

ou  simplement  [ce,),  d’après  les  équations  (x),  (^)  et  (ft);  ainsi 
r[en,]  = c^[rc,]. 

On  trouve  facilement,  dès  lors,  les  erreurs  probables  de  n',_r  et  c. 
D'après  l'équation  (7  ),  on  obtient,  en  effet,  pour  le  carré  «le 
l’erreur  probable  de  x, 


[nn]> 


r>f— 

\[nnj  [ii,j  [ce,]  j 
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On  a (le  inûme 


et 


B'B'\ 

[ce,]) 


*^5 


Il  nous  resie  encore  à dcterininer  l’erreur  probable  d’une  ob- 
servation. Si,  dans  les  cqualinns  primitives  (i  ),  on  donne  à ■r,y,  z 
des  valeurs  quelconques,  on  peut  écrire  la  somme  des  carrés  des 
erreurs  de  la  manière  suivante  : 


[Sà]  = 


[aa] 


I 

[bb,\ 


[rc,] 


+ ["«a]- 


Dans  le  cas  où  l’on  remplaee  x,  y,z,  par  leurs  valeurs  les  plus 
probables  résultant  du  système  des  érjuations,  les  grandeurs  [u  A], 
[éA|]  et  [cA,]  sont  nulles,  et  [««,]  est  la  somme  des  carré-s  des 
erreurs  résiduelles.  Ces  valeurs  ne  deviennent  les  valeurs  vérita- 
bles que  lorsque  le  nombre  des  observations  est  infiniment  grand. 
Supposons  maintenant  que  les  erreurs  véritables  soient  connues, 
et  qu’on  les  substitue  dans  les  équations  précédentes,  [AA]  serait 
la  somme  des  carrés  des  erreurs  véritables;  de  sorte  qu’on  aurait 


[aa]  \l>b,]  [ce,] 


[nn,\. 


où  les  grandeurs  [ a a],  [6A,]  et  [cA,]  ne  seraient  pas  nulles,  mais 
ne  pourraient  différer  beaucoup  de  zéro.  Puisque  ces  grandeurs 
sont  élevées  au  carré,  on  voit  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs 
trouvées  au  moyen  des  valeurs  les  plus  probables  est  trop  petite, 
et,  pour  se  rapprocher  de  la  vérité,  on  peut,  dans  le  cas  du  mi- 
nimum, remplacer  les  grandeurs  [aA],  [6  A,],  [cA,]  par  leurs  er- 
reurs moyennes.  Mais  comme  dans  les  équations 


ax,  -(-  hy,  -f-  cî,  -4-  « = A , 


aucune  des  grandeurs  du  premier  membre,  autre  que  n,  n’est  af- 
fectée d’erreur,  A (»t  donc  affectée  de  la  même  erreur  que  a,  et  les 
erreurs  moyennes  de  [oA],  [ùA,]  et  [cA,]  sont  égales  à celles 
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qu'on  .n  tniiivrcs  pour  [««],  j ft  [r/i,].  Siilistituuns-les  iluus 
lus  l’■(|llalions  précédentes,  nous  aurons 


ou 


ms'  = î’  -f  i’  + s’  + [«/?,] 


/ i 1 


Ainsi,  dans  le  ras  d’un  nombre  fini  d'équations  .avec  plusieurs 
inconnues,  on  aura  l’erreur  moyenne  d’une  observation  en  divi- 
sant la  somme  des  carrés  des  erreurs  que  donne  la  condition  du 
minimum,  |iar  le  nombre  des  observations  diminué  du  nombre 
des  inconnues , et  prenant  la  racine  du  carré  du  résultat. 

De  même,  l’erreur  probable  d’une  observation  sera 


/•  / /O  / I I 

r=o,b;4489y  — r 

tU-fnarijuf  I, — Dans  ce  qui  prcW’c.le,  on  a toujours  supposé  que  toutes 
les  observations  employées  à U dctorminalion  des  inconnue^  sont  épnle- 
menl  bonnes  ; si  tel  n'est  point  le  cas,  et  si  l'on  désigne  par  h\ A'',  . , , la 
me.'tiirc  de  la  prévision  d'une  observation  isolée,  la  proluibililé  des  cr^ell^^ 
A*,...,  pour  chaque  observation  isolée  svra 

K.e-h'y' 

V'ii 

La  fonction  \V  aura  potir  valeur 

W = — ■-  P- (*' S' + *■>  A 5 + 
m 

% 

T 


et  les  valeurs  les  plus  probables  <le  x,  r,  t seront  celles  pour  lesquelles 
sotniuc 


A*  A* -4-  A'*  A'* -H  A"*  A"‘ -f-. . . 


1.1 


sera  mhiimnin.  Pour  les  obtenir  on  devra  donc  imiltiplior  les  éqiintions 
primitives  de  la  série  par  A,  A'...,  faire  les  sommes  av.  c les  nouveaux  coeffi- 
cients et  conduire  le  calcul  comme  préredemmciil. 

Rfmûrtjur  IJ,  — Si  Ton  a une  seule  inconnue  à déterminer,  et  si  les  cqna^ 
lions  primitives  données  par  les  observations  ont  la  forme 

O s=  ri  -4-er,  osiw'-f-e'x,  o = «"-4- 


X sera  éga 


[itn  ] 


. avec  l’erreur  probable  r,=  — — - , 

[•^«1 

probable  d’une  observation. 


r étant  Pcireiir 
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2w.  Exemple.  — Pour  éclaircir  ce  qui  précède,  nous  Irai- 
terons  l’exemple  suivant  tiré  du  7'  volume  des  Kanigshcrgcr 
Jifohnrhlti/tgcn,  p.  xxiii,  où  Bessel  détermine  les  corrections  à 
faire  à la  constante  de  la  réfraction.  Des  cin(|uante-deux  éipiations 
contenues  dans  ce  Mémoire,  nous  dioisirons  seulement  les  vingt 
suivantes,  que  nous  supjxisons  de  mémo  poids,  et  dans  les- 
quelles le  terme  numérique  désigne  une  grandeur  tirée  de  l'oh- 
sei  valion  des  étoiles,  y la  correction  de  la  constante  de  la  refrac- 
tion, et  X l’erreur  constante  dont  on  suppose  affectés  tous  les 
résultats  d'observation. 

La  forme  générale  des  équations  de  condition  est  dans  ce  cas 
n z=  X -h  ù/  -, 

puisque  le  coefficient  désigné  ci-dessus  par  n est  égal  à'I’unité,  et 
les  équations  de  condition  déduites  de  l’ensemble  des  observations 
de  cbaque  étoile  sont  : 

F!rrt>ar« 


a Petite  Ourse 

« 

0 -H  0 , 02  -f- j:  -t-  0,3  r 

ré»lilu«Mes. 

— o,o3 

P Petite  Ourse 

0 0,4â-l- X f >• 

-f- 

P Cépliée 

0 = -H  0 , 1 0 -t-  X -r  20 , t _)■ 

4 0,14 

a Grande  Ourse  . . . 

0 =:  — o,i44-x-p-  36,o_r 

— 0 , o3 

a Céphée 

0 — 0,62  -i  X -r-  ■43,9  V 

-o,.l7 

J Céphée 

0=  — 0,25 -H  x-f-  65,9  )■ 

0,00 

* Céphée 

0 = — o,o3  4- X -t-  74, Od' 

4 0,26 

a Céphée 

0 — 1,24  4-X  i-  77,8  )• 

— 0,94 

3.  Cassiopée 

o = -Ho,5g4x  - 75,5_r 

-T-  0 J 88 

7 Grande  Ourse . . . 

0 = — 0,47  q- X -4-  79,67 

— 0,16 

P Dragon 

0=  0,00  4- X 4- io4 ,5_v 

4-  0,42 

7 Dragon 

0=  — o,5t  4-x-t-  114,37' 

— 0,04 

>1  Grande  Ourse  . . . 

0 = — 1 , 20  X 4-  125, 67' 

— o,G8 

a Persée  

0=4-0, 12-4x4-1 42, tT" 

-t-  0,72 

a Caveher 

0 = — t , 3i  4-  X i - 216,87- 

— 0,37 

a Cvgne 

0 = — t,64  -4x4-254,87' 

- 0,53 

1 Cocher 

0 = — 1 ,3g  4-x  -4  280,27" 

— 0,16 

7 Andromède 

0 = — 1,24-4x4- 3g3, 57 

-f-  0 , 5 1 

n Cocher 

0=  — 1,804x4419,67 

4 0,06 

P Persée 

0 = — 2, 16  4 X 4 481 ,27' 

— 0,01 

Pour  trouver  les  équations  (|ui  donnent  les  valeurs  les  plus  pro- 
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,8 

bablesde  x et  [équations  (A),  (B)  du  n"  23],  on  d<iit  d’abord 
former  toutes  les  sommes  [n«],  [nn],  [A4]  et  [4n].  Dans 

le  cas  actuel,  où  les  inconnues  sont  en  petit  nombre,  et  où  l'un 
des  coefficients  est  égal  à i,  ce  calcul  est  très-facile;  mais  si  l’on  a 
un  grand  nombre  d’inconnues,  dont  les  coefficients  sont,  par 
exemple,  a,  h,  c,  on  fera  bien  de  calculer  bs  sommes  algé- 
briques de  tous  les  coefficients  de  chatpie  équation,  que  nous  dé- 
signerons par  s,  et  de  former  avec  elles  les  sommes  [ns  ],  [4r], . ■ . ; 
car  «n  a ensuite  les  formules  de  vérification 

[nr]  = [fl/î]  -+■  [4«]  -+-  [fv/]  -+-  [(-/«]  -I-.  . . . 

[nsj  = [rt«]  -4-  [«4]  -4-  [«<■]  -t-  [ncl]  -4-  ■ . . , 


Ces  sommes  une  fois  formées,  on  trouve  les  cqnalions  qui  déter- 
minent les  valeurs  les  plus  probables  de  x et^  : 

ao,oox-i-  3 0 14,70/ — 12,72  — 0, 

3oi4 ,7(>x  -4- 84 4 584), 25  r — 3700,55=  O, 

et  leur  rcsolulion  se  fait  d'après  le  tableau  suivant,  qu'on  peut 
facilement  ctendre  à tous  les  cas  : 

[rtyy]  -t-  20,00  , [«4  j — 3o  I 4 , 70  , 

[rt«]=  — 12,72,  [«//]—:  20,28; 

Calcul  de  ,y . 

[44]  =-4-  844586,2.5 

4544^80 

[ 44,  ] — -4-  390  165,45 
log[44,]=  5,591  2483 

9 = -t-  0,00457037, 

Calcul  de  t , 

log[«4]  V = I , i39  1759 
[»4]/=  13,7776 

[ ait]  .r  = — I ,o57t> 

X = — o", 05288. 


[4nJ  = — 3700,55 
,q,.  35 

[o'»]  9 

[4«|]=  — 1783,20 
log[4n,  ] 3.2,5i  200  I n 

log/  = 3 ,659951  8 
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Si  l'on  rorniait  les  grandeurs  [««],  [i.r on  obtiendrait  en- 
core dans  le  cas  précédent  pour  vérification  du  ralcul  [46,)  = [4a,]; 
avec  trois  inconnues,  on  aurait 

[44,] -+- [4f,]  = [4i,]  et  [fc,]  = [eA,], 

et  de  nicine  pour  un  plus  grand  nombre  d’inconnues. 

Pour  déterminer  les  erreurs  probables  de  .v  et  j,  le  calcul  se 
fait  comme  il  suit  : 


[««]  — :20,28  [rtn,]=I2,I9  [n«]=-f-20,C 


— 8,09 


8 ,5 


• 10,78 


[""]  —.r 

[n«,]  = i2,l9  [n«,]—  4,o4  [ou,]  =-f-  g,2[ 


r = 0,674489  y 
^ ^ VL""-] 


'[«"-!  ~±o", 3196e), 
= zh  o",  I o5  1 69 , 


r 

r(r]  ■=  — rt  o",  000  5 1 1 8, 

vU''.] 

d’où  l’on  voit  que  le  calcul  de  a-,  au  moyen  des  équations  prece- 
dentes, est  très-inexact,  puisque  son  erreur  jirobable  surpasse  la 
valeur  trouvée,  mais  aussi  que  l’erreur  probable  de  la  correc- 
tion trouvée  pour  la  constante  de  la  réfraction  est  au  |)bis  égale 
au  4 de  sa  valeur. 

Si  l’on  substitue  les  valeurs  les  plus  probables  <lc  .r  et  jr 
dans  les  équations  précédentes,  on  obtient  les  erreurs  résiduelles 
que  nous  avons  déjà  placées  à côté  de  chaque  équation.  En  for- 
mant la  somme  des  carrés  de  ces  erreurs  résiduelles,  on  a 4<t'4i 
valeur  qui  s’aecordc  avec  celle  de  [««,],  nouvelle  preuve  de 
l’exactitude  du  calcul. 


lirmariiur.  — Consullpr  sur  la  mélliodi!  des  moindres  carrés  : 

Gai'ss.  — Throria  motus  corporum  catrstium,  p.  2o5  cl  suivantes. 

Oacss.  — Throria  eombinalionis  ohservatioaum  errorihus  minimis  ohnojias. 
Encai.  — Articles -lu  Jahabuch,  do  Berlin,  pour  iB3(,  lB3ô,  i8.t6  et  1853. 
Liacsc.  — Calcul  desprobabilitrs  rl  Throric  des  erreurs.  — Bruicllos,  i85-i. 
BeaTRAKD.  — Traduction  frnn(;aisa  dus  Mémoires  de  Gauss,  sur  la  Com- 
binaison des  observations.  — Paris,  i855. 
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V.  — I)É\ELOI'PE5IENT  EN  SÉRIES  l'ÉRIOUIQl  ES  DES  FONCTIONS  DONNÉES 
PAR  «ES  VAI.EIRS  NCMÉRIOLES. 

2().  Thrnrcmes  conrerniint  les  séries  périodiques.  — Les  fonc- 
tions périodiques  sont  fréqueimnenl  employées  en  Astronomie, 
quand  il  s'aj^it,  par  exemple,  <le  trouver  les  périodes  dans  les- 
(lucllcs  certains  phénomènes  se  reproduisent.  Puisque  ces  phéno- 
mènes sont  toujours  renfermés  entre  certaines  limites  qui  ne  peu- 
vent devenir  infinies,  on  peut  les  représenter  par  des  fonctions 
lies  sinus  et  cosinus  d’une  variable.  Soit  donc  X une  telle  fonc- 
tion périodiipie  ; on  peut  lui  su|qioser  la  forme  suivante  : 

X = iTj  -t-  «I  COS.r  ffjCOsa.e  -F-  «,cos3  . 

-t-  fl,  sin  a:  -i-  é,  sins.c  -f-  6,  sin  3 a-  -t-  . . . . 

Le  cas  le  plus  fréquent  est  celui  où  l’on  donne,  pour  des  valeurs 
déterminées  de  x,  les  valeurs  numériques  de  X au  moyen  des- 
quelles on  doit  calculer  les  coefficients.  La  solution  de  ce  problémo 
sel  a surtout  facile,  si  l’on  connaît  les  valeurs  numériques  de  X 
pour  la  série  des  valeurs  de  .r 

ar  7.  Tz  -Sir  l'î’T 

O , — , 2 - , 3 — 1 « — I ) — - 

« un  U 

correspondantes  aux  points  de  division  de  la  circonférence  en  u 
parties  égales,  et  tout  d’abord  nous  démontrerons  quelques  théo- 
rèmes dont  l'emploi  rendra  la  solution  plus  facile. 

Soit  A une  fraction  de  la  circonlérencc,  telle  que  n\ 
et  II  un  nombre  entier;  la  somme  de  la  série 

sinA  A sinp/;  A -f  sinSAA  sin  /j  — iVi  A 

est  roi/yoH/N  nulle,  et  celle  de  la  série 

I ■+-  cos  A .\  ■+-  cos  2 A A -t-  cos  3 A A -4-  . . . -4-  c<  s{/i  — i )A  A 

est  nulle,  en  e.rreptn/it  le  cas  où  A .\  est  égal  à 2 ir  ou  à un  multi- 
ple de  2n  ; alors  la  somme  de  la  série  est  égale  a n. 

Posons,  en  effet, 

, ï« 

^ t:  » — ^ 

cos h i sin  — zzz  r " — T, 

//  n 
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OÙ  / = ^ — I ; nous  aurons 


cos /ir  A 


r = rt  — I /•  = /!  — I 

v'i  \'i  T"*  — I 

+1  2 2 


2 

r =:o 

et  puisque 

T"* cosaA  TT  -I-  / sin 2 //ir  = I , 
le  niiniératear  de  la  fraction  est  nul;  on  a donc  en  général 

(i)  ^ sin//rA=o, 

/•  = » — I 

(2  ^ cos//rA  = o. 

r O 

Cependant,  si  le  dénominateur  est  nul,  c’est-à-dire  si  T*=:r, 

la  fraction  se  présente  sous  la  forme  mais  alors  sa  valeur  est  «, 

comme  on  le  voit,  en  se  reportant  à l'expression  proposée;  l’éqiia- 
lion  (i)  subsiste  donc, et  le  second  membre  de  l'équation  (2)  est 
égal  à n;  celte  exception  correspond  au  cas  où  k A = 2 ^ c’est- 
à-dire  lorsque  h est  divisible  par  n. 

Des  deux  équations  (t)  et  (2  ),  on  déduit  facilement  les  suivantes 
dont  nous  ferons  usage  ; 


r = n — I 


(3) 


sin/zcAcos/'/'A 


— ^ ^ sin  2///-A  = o; 


r c « 
r = fl  - 1 


r^n — I 


(4) 


(5) 


COS  2 //r  A — en  gi'iiêral, 


I s ^ 

I 

r 3=ff  — I r s n—  t 

y sin’  /ir  A =-  — - \ cos  2 Ar  A = - 
^ 2 2 ^ 2 


n par  cicopiioio 


on  général. 


I. 


= O paroiceplion. 

6 
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27.  Dèlenninatinn  des  voeffirients  d'une  série  périodique  à 
l’aide  de  valeurs  numériques  données. 

Posons 


(n^C0S/7J:  -H  Z>psin/>.r), 


oii  P prend  successivement  toutes  les  valeurs  entières  à partir 
<le  O,  et  soit  q un  nombre  déterminé,  nous  avons 


X cosqx=^^  cos  (/J  -t-  ^).r  4-  ^ cos(/^  — q).r 

4-  sin  (/>  -f-  7)x  4-  ^ sin{/>  — r/)xl 


Dans  cette  ét|uation,  donnons  successivement  à x les  valeurs 

O,  A,  2 A, . . . , — i)A,  oCl  A=^>  et  ajoutons  les  équa- 

n 

tions  obtenues;  d’après  les  formules  (i)  et  (2)  du  n'’26,  le  second 
membre  sera  nul,  sauf  la  somme  des  termes  cosinus  dans  les- 
quels P + q =z  hn  ou  P — q — hn,  somme  qui  contient  le  fac- 
teur n. 

Si  l'on  désigne  par  X^a  la  valeur  de  X correspondante  à la  va- 
leur rA  de  x,  on  a 


XrA  rosr/rA 


n 

a — fj+Ln  4“  ~ 


)■ 


Lesigne\  du  second  membre  s'ajtpiique  à toutes  les  valeurs  en- 
tières de  X ; mais  dansX  il  ne  peut  y avoir  aucun  coefficient  à in- 
dice négatif,  on  <loit  donc  poser  =:  o et  on  a 


. / = rt  — I 


l.. 


■ A cosiyrA 


— — [rtj  -I-  -t-  n,^  -4-  r7„_j  4-  «in+j  4~ . . - 


Ici  se  présentent  deux  cas  particuliers  : 


I 
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1°  Si  (/  = O,  n_,  = n,  — a^,  ...  ; donc 

r—  n —I 

I X,  A — ^ [^0  H-  -i-  -4-  . . . ]; 


2®  Si  ly  — - ) « étant  un  nombre  pair, 


r — n - I 

(8)  ^ X. 


nrk 

A cos  = 

2 


''  '*!«  -f-  . . . j . 


Puisque 


X sin  qx  sin  [/»  + 7 ) .r ^ sin  (/>  — q)x 

4-  Y cos(/>  — 7).j -i  cos< P 4- 


on  trouve  de  même 


^ X,AsiD7''A 


— b„^+b„ 


I + — . . . ]. 


Supposons  maintenant,  suivhnt  le  degré  de  convergence  de  la 
série,  n assez  grand  pour  que,  dans  le  second  membre  des  équa- 
tions (6),  {•]),  (8)  et  (g),  tous  les  termes,  excepté  le  premier, 
puissent  être  négli."és,  il  sera  facile  de  déduire  de  res  équations 
les  coefficients  des  cosinus  pour  toutes  les  valeurs  de  q com- 
prises entre  o et  et  les  copflicienis  des  sinus  pour  toutes  les 

valeurs  de  7 comprises  entre  o et  — i;  les  valeurs  plus  grandes 

de  7 reproduisent  les  équations  déjà  obtenues,  comme  on  le  voit, 
en  remplaçant  7 par  » — 7 dans  les  équations  précédentes.  On 
voit  aussi  que  plus  est  grande  la  valeur  de  n,  plus  sont  exactes 
les  valeurs  obtenues  pour  les  premiers  coefficients,  et  que  les  der 
niers  d’entre  eux  resteront  nécessairement  inexacts.  Par  exemple, 

(J, 
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pour  I 2 et  7 = 4< 

^ Xcos4-r  = G(rt,  +...); 

et  l’erreur  commise  sur  la  valeur  tle  a,  dépendra  déjà  de  a,\  si 
nous  avions  pris  /»  =;  2 j,  la  première  erreur  commise  sur  ce 
coefficient  proviendrait  de  n„. 

De  ce  qui  précède,  on  déduit  les  équations  suivantes  : 


2 V 

r—  — \ X,  A cosy^/  A , 


rz=n  —I 

l>p  — - y 


n . . ,21 

et  SI  />  = O ou  U — — . on  doit  remplacer  — par  — • 

2 ' n n 

Il  est  toujours  avantageux  de  prendre  pour  n un  nombre 
divisible  par  4<  car  ebaque  quadrant  est  alors  divisé  en  un 
nombre  exact  de  parties,  et  les  valeurs  des  sinus  et  des  cosinus 
se  reproduisent  aux  signes  près.  Puisque  les  angles,  dont  la 
somme  est  36o",  ont  les  mêmes  cosinus,  on  ajoutera  d'abord  les 
valeurs  de  X dont  les  indices  donnent  une  somme  eg.ilo  à 36o", 
et  on  multipliera  le  résultat  par  le  cosinus;  dans  le  cas  des  sinus, 
au  contraire,  il  faudra  retrancher  l’une  de  l'autre  celles  dont 
les  indices  donnent  une  somme  égale  à 36o”.  Désignons  par  X,.j> 


la  somme  des  deux  quantités  X,  a -+-  X(, 
férence  X,  a — X;„.  ,.•*  : 


)A.  par  X,-A  leur  dif- 


: - > X,-A  COS/J/  A, 

n ^ + 


, = l ^ 


sin  prK. 


Soient  encore  Xrx  <?•  X,  a la  somme  et  la  dilTérencc  des  deux 
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i|iiantilés  XrA  et  X /„  \ dont  les  indices  sont  siipplénu-ntjires, 

et  par  X^a  Pt  X,.  y 1^  somme  et  la  diflerenre  des  deux  ({uantilés 
X;-A  et  X/„  \ dont  les  indires  sont  supplémentaires,  noits 

obtiendrons 


1 V' 

lo)  n„— — \ X,  Aeos/vrA,  si />  i>air, 

r S « 

avec  les  deux  exceptions  déjà  indiquées; 


('•: 


( >^) 


(.3) 


est  impair; 


2 V' 

"p=-  y \r^CO»//rA,  si  P 

/•  3RU 

n 

/•  * - —I 

4 

2 V 

bp  — — \ X,.A»ni/^rA'  si  P est  pair; 


* V X 

,==-  > X,-aSI 

n ^ 


ÛlxprK,  61  P est  impair. 


Soir,  par  exemple,  //  = 12;  on  aura 


= — rx.-t-X,.-;-X..  H-  X, 


<ï,  = ^ rx, -H  X„  cos3o  + Xs,  cosGol» 
b L-r-  -r-  -H-  J 


O,  — fXo -i-  Xj,  cosfJo — X„cosf)0  — X„  I » 
b p+a 


— g I^Xj,  sin3o  + XctSinGo  -KX^j» 

]■ 


i,  — g I^Xj.sinbo  + X«, sinGojs 
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28.  Identité  des  résultats  obtenus  par  rrtte  méthode,  et  de  ceux 
que  donne  la  méthode  des  moindres  carrés.  — Si  l’on  veuf  avoir  If 
développement  d’une  fonction  périodique  jusqu'à  un  terme  déter- 
miné, il  faut  connaître  aiit.ant  de  valeurs  numériques  que  l'on  veut 
calculer  de  coefficients.  Quand  même  les  valeurs  données  seraient 
exactes,  on  n’obtiendrait  les  coefficients  qu’avec  l’exachtude  que 
comporte  la  théorie,  et  d’autant  moins  exactement  pour  un  coef- 
ficient, que  son  indice  serait  plus  grand  par  rapport  au  nombre 
donné  de  valeurs.  Mais  si  ces  valeurs  de  la  fonction  sont  déduites 
d'observations,  il  convient,  pour  éliminer  les  erreurs  d’observa- 
tion, d’employer  autant  d’observations  que  possible,  et,  par  suite, 
de  diviser  la  circonférence  en  un  nombre  de  parties  plus  grand 
qu’il  n’est  nécessaire  pour  la  détermination  des  coefficients.  Dans  ce 
ras,  on  traite  les  équations  par  la  méthode  des  moindres  carrés  j 
cette  méthode  donne,  pour  la  détermination  des  coefficients,  les 
mêmes  équations  que  celles  du  n°  27  ; les  valeurs  obtenues  sont 
donc  les  valeurs  les  plus  probables. 

Soient,  en  effet,  X,,  X*,  X,* X „_,ja  les  n valeurs  don- 

nées par  les  observations,  et  sup|iosons  que  la  fonction  se  ré- 
duise à la  somme  a,  -f-  n,  cosx  -f-  &,sinx,  nous  aurons  les  équa- 
tions 

O — X,  “t“  a,  -4-  a I , 

o = — Xx  -1-  O,  -4-  fl,  cos  A -t-  é,  sin  A , 

O = — X,  A -t-  ri,  cosaA  -4-  b,  sin  2 A, 

• ■•••••a*  »*...  •••  

O — — X(„_,)A  -I-  O.  -4-  O,  cos(  1/  — i)  A 4 b,  sin  («  — i)  A ; 

d'après  les  principes  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  les  équa- 
tions du  minimum  sont  les  suivantes,  où  [cos  A]  désigné  la  somme 
des  valeurs  de  cosrA,  jirise  der  = oàr=:/i  — i,et  ainsi  de^ 
autres  : 

Inii,  -4-  [cosAjn,  4-  [sin  A ] è,  — [Xa]  = o, 

[cosAju,  + [cos’ A]  17,  4-  [sinA  cosA]  è,  — [Xa  cosA]  = o, 
[sin  A]  17,  4-  [cosA  sin  A]  <7,  -4-  [sin’A]  i,  — [Xxsin  A]  ~ o. 

A l’aide  des  équations  du  n"  26,  les  précédentes  peuvent 
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s’écrire 

2 

0,  = - [X*cosA], 

1,  = — [X^sin  A], 

équations  qui  s’accordent  avec  celles  que  nous  avons  irouvées  au 
n°  27.  On  verrait  aisément  que  ce  qui  a éié  démontré  ici  pour  les 
trois  premiers  coefficients  s'applique  aux  suivanis. 

On  peut  trouver  aussi  les  erreurs  pmbables  d’une  observation 
et  des  coefficients.  Soit  en  effet  [w]  la  somme  des  carrés  des 
erreurs  résiduelles  dans  les  équations  de  condition,  après  la  sub- 
stitution des  valeurs  les  plus  probables,  l’erreur  probable  d'une 
observation  sera 

r =0,67449  y/ 

r 

celle  de  a,  sera ....  — > 

yjn 

Il  J ^ 

celle  de  a,  sera ....  - --  = — ^ > 

^[cos*A] 

celle  de  A,  sera ....  — • 
vL^in’A]  sjn 

On  trouvera  un  exemple  de  ce  calcul  au  n*  6 du  second  vo< 
lume. 

Remarque.  — ConsuUer  le  Jûhrhuck,  de  Encke,  pour  iSS;.  page*  334 
•uivaiites. 

M.  Le  Verrier  donne  dans  lei  Amnales  de  l'Observatoire  impérial,  1. 1^^*,  une 
• litre  méthode  pour  le  calcul  dcf  coefUcienit,  reproduiic  soui  une  forme 
difterenle  par  Encke^  dans  le  Jakrbuch  de  i8Go. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DE  LA  SPHÈRE  CÉLESTE  ET  DE  SON  MOUVEMENT  DIURNE. 


Dans  l’Astronomie  sphérique,  on  considère  les  astres  comme 
situés  à la  surface  de  la  sphère  céleste  apparente,  et  au  moyen  de 
coordonnées  sphériques  un  les  rapporte  à certains  grands  cercles 
de  cette  sphère.  L’Astronomie  sphérique  a pour  but  de  détermi- 
ner le  lieu  d’un  astre  par  rapport  à ces  grands  cen-les,  et  les  po- 
sitions relatives  de  ceux-ci.  Il  faut  donc  apprendre  d’abord  à con- 
naître les  grands  cercles  dont  les  plans  servent  de  base  aux  diffé- 
rents systèmes  de  coordonnées,  et  les  méthodes  employées  pour 
rapporter  à un  nouveau  système  de  coordonnées  le  lieu  d’un  astre 
donné  par  rapport  è certains  axes. 

Quelques-uns  de  ces  systèmes  d’axes  coordonnés  sont  entraînés 
par  le  mouvement  diurne  de  la  sphère  céleste;  d’autres,  au  con- 
traire, sont  liés  à des  plans  qui  ne  participent  point  è ce  mouve- 
ment. Par  rapport  à un  de  ces  derniers  systèmes  la  position  d’une 
étoile  changera  constamment  ; il  est  important  d’étudier  ces  chan- 
gements et  les  phénomènes  qui  en  résultent.  Mais  en  dehors  de  ce 
mouvement  général,  les  astres  en  possèdent  d’autres  beaucoup 
plus  lents,  en  vertu  desquels  leurs  positions  rapportées  à des  axes 
participant  au  mouvement  diurne  changeront  encore  : il  ne  sufEt 
donc  pas  de  déterminer  le  lieu  d’un  astre,  il  faut  indiquer  aussi  le 
temps  auquel  ce  lieu  correspond.  11  est  par  suite  nécessaire  de  sa- 
voir mesurer  le  temps,  ce  qui  se  fait  soit  è l’aide  du  mouvement 
diurne  seul,  soit  à l’aide  de  ce  mouvement  combiné  avec  celui 
du  Soleil. 

I.  — Des  différents  systèmes  de  plans  et  de  cercles 

DE  LA  SPHÈRE  CÉLESTE. 

29.  Equateur  et  horizon.  — Pôles  de  l'équateur  et  de  l'ho- 
rizon. — Les  étoiles  nous  semblent  situées  à la  surface  d’une 
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sphère  dont  la  concavité  est  tournée  vers  nous;  par  suite  du  mou- 
vement de  rotation  de  la  Terre,  celte  sphère  nous  paraît  emportée 
en  sens  opposé,  c'est-à-dire  de  l’est  à l’ouest;  une  ligne  parallèle 
à l’axe  de  la  Terre  et  menée  par  un  point  de  sa  surface  décrit  dans 
le  raourement  diurne  la  surface  d’un  cylindre  ayant  pour  base  le 
parallèle  du  point  considéré;  mais,  puisque  la  distance  des  étoiles 
est  infiniment  grande  par  rapport  au  diamètre  tie  la  Terre,  cette 
ligne  coupe  toujours  la  sphère  céleste  aux  memes  points  que  l’axe 
de  la  Terre.  Ces  points,  vus  de  la  Terre,  paraissent  immobiles  sur 
la  sphère  céleste  et  s’appellent  (làles  de  la  sphère  céleste  ou  piles 
du  monde;  celui  qui  correspond  au  pôle  nord  de  la  Terre  et  qui 
est  visible  dans  l’hémisphère  terrestre  boréal  s’appelle  pôle  nord; 
le  pôle  opposé  est  le  pôle  sml.  Une  ligne  parallèle  au  plan  de  l’é- 
quateur terrestre,  c’est-à-dire  perpendiculaire  à la  première,  dé- 
crit dans  le  mouvement  diurne  un  plan  qui  coupe  la  sphère  céleste 
suivant  un  grand  cercle  dont  les  pôles  sont  les  pôles  du  monde, 
et  qu’on  appelle  équateur.  Une  droite  inclinée  sur  l’axe  de  la 
Terre  d’un  angle  différent  de  90“  décrit  la  surface  d’un  double 
cône  dont  l’intersection  avec  la  sphère  céleste  se  compose  de  deux 
petits  cercles  parallèles  à l’équateur;  leur  distance  angulaire  au 
pôle  est  égale  à l’angle  de  cette  ligne  avec  l’axe;  un  les  nomme 
parallèles. 

Le  plan  tangent  en  un  lieu  de  la  surface  de  la  Terre  coupe 
la  sphère  céleste  suivant  un  grand  cercle,  Vhoriton,  qui  sépare  la 
partie  visible  de  la  sphère  de  sa  partie  invisible.  L’angle  de  l’axe 
du  monde  avec  ce  plan  est  la  latitude  géographique  du  lieu;  la 
tangente  au  méridien  du  lieu  décrit  dans  le  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Terre  un  double  cône  qui  coupe  la  sphère  céleste  sui- 
vant deux  .parallèles,  dont  la  distance  au  pôle  le  plus  voisin  est 
égale  à la  latitude  du  lieu.  Le  plan  de  l’horizon  est  toujours  tan- 
gent à ce  double  cône,  et  les  deux  parallèles  déterminent  deux 
zones,  dont  la  plus  voisine  du  pôle  visible  est  constamment  au- 
dessus  de  l’horizon,  tandis  que  l’autre  est  toujours  au-d,essous;  les 
étoiles  situées  dans  les  autres  régions  du  ciel  ont  un  lever  et  un 
coucher,  et  décrivent  de  l’est  à l’ouest  un  parallèle  généralement 
incliné  sur  l’horizon.  Une  ligne  perpendiculaire  à l’horizon  passe 
par  le  zénith,  point  le  plus  élevé  de  l’hémisphère  visible,  et  par  le 
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ntulir,  point  diami’iralement  opposé.  Dans  le  mouvement  diurne, 
cette  ligne  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  petit  cercle,  dont  la 
distance  au  pôle  est  égale  au  complément  de  la  latitude  du  lieu; 
toutes  les  étoiles  situées  à cette  distance  du  pôle  passent  donc  par 
le  zénith  du  lieu  ; la  verticale  et  la  parallèle  à l’axe  du  monde  sont 
toutes  deux  situées  dans  le  plan  du  méridien  du  lieu;  par  suite, 
ce  plan  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  grand  cercle  qui  passe 
par  les  pôles  du  monde,  le  zénith  et  le  nadir.  On  désigne  indilTé- 
remment  sous  le  nom  de  méridien  ce  plan  et  le  grand  cercle  qui 
lui  correspond.  Toutes  les  étoiles  traversent  deux  fois  ce  plan 
pendant  la  durée  d'une  révolution  diurne;  la  partie  du  méridien 
passant  par  le  zénith  et  allant  du  pôle  visible  au  pôle  invisible 
correspond  au  méridien  d'un  lieu  sur  la  surface  de  la  Terre; 
l'autre  partie  correspond  au  méridien  d'un  lieu  dont  la  longitude 
diffère  de  l8o°  ou  douze  heures.  Quand  une  étoile  atteint  la 
première  partie  du  mé'ridien,  on  dit  qu'elle  est  à sa  culmination 
■supérieure ; au  contraire,  elle  est  à sa  culmination  inférieure  lors- 
qu’elle en  atteint  la  seconde  partie.  On  ne  peut  donc  voir  à leur 
culmination  supérieure  que  les  étoiles  dont  la  distance  au  pôle 
invisible  est  plus  grande  que  la  latitude  du  lieu,  et  à leur  culmi- 
nation inférieure  que  celles  dont  la  distance  au  pôle  visible  est 
moindre  que  cette  quantité. 

L'arc  du  méridien  compris  entre  le  pôle  et  l’horizon  est  la 
hauteur  du  pâle,  il  est  égal  à la  latitude  du  lieu  ; l’arc  du  méridien 
compris  entre  l'équateur  et  l’horizon  est  la  hauteur  de  l'équateur, 
complément  de  la  hauteur  du  pôle. 

30.  Premier  système  des  coordonnées  : Azimut  et  hauteur,  — 
Pour  fixer  par  rapport  à l’horizon  la  position  d'une  étoile  sur  la 
sphère  céleste,  on  emploie  deux  coordonnées  sjihériques.  L’une 
d’elles  est  l'arc  du  grand  cercle  mené  par  l'étoile  et  le  zénith, 
compris  entre  l'horizon  et  l’étoile,  et  compté  de  l’horizon  vers  le 
zénith;  ce^  arc  s’appelle  hauteur  et  le  cercle  dont  il  fait  partie 
vertical  de  l’étoile;  l'autre  coordonnée  est  V azimut,  arc  de  l’ho- 
rizon compris  entre  le  vertical  et  le  méridien  du  lieu,  et  compte 
du  sud  du  méridien  de  o°  à 360"  par  l’ouest,  le  nord  et 
l’est.  Au  lieu  de  la  hauteur,  on  emploie  fréquemment  la  distance 
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zénithale,  arc  du  vertical  compris  entre  l'étoile  et  le  zénith;  elle 
est  le  complément  de  la  hauteur.  Les  petits  cercles  parallèles  à 
l'horizon  s'appellent  cercles  horizontaux  ou  almicantarats. 

On  peut  aussi  employer  un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires, dans  lequel  l'axe  des  z est  per|R>ndiculaire  au  plan  de 
l’horizon,  l’axe  des  x une  droite  de  ce  plan  passant  par  l'origine 
des  azimuts,  et  l'axe  des^  une  autre  droite  passant  par  l’azimut  90”, 
c’est-à-dire  par  le  point  ouest.  Si  l'on  désigne  l’azimut  par  A et  la 
hauteur  par  h,  on  a 

X cos/(  cosA,  z=  cos/i  sin  A,  z=sin/(. 

Remnrifae.  — Pour  obierver  cei  coonlonnéea  sphériques,  on  se  sert  d'un 
instrument  appelé  aliagimui  dont  la  construction  correspond  complètement 
à ce  système  de  coordonnées.  Il  su  compose  essentiellement  d'un  cercle  di- 
visé, porté  par  trois  vis  calantes,  et  qu'on  peut  rendre  hurtsonlal  è l’aide 
d’un  niveau.  Ce  cercle  représente  le  plan  de  l'horizon.  L’n  aie  perpendicu- 
laire dirigé  vers  le  zénith  et  passant  par  son  centre  porte  un  second  rercle, 
dont  le  plan  lui  est  parallèle  et  par  suite  per|iendiculaire  au  plan  de  l’ho- 
rizon. Autour  du  centre  de  ce  second  cercle  se  meut  une  lunette,  liée  à 
un  index  qui  donne  la  position  de  la  lunette  sur  le  cercle.  L'axe  vertical, 
mobile  avec  le  cercle  et  la  lunette,  porte  un  second  index,  au  moyen  duquel 
un  détermine  sa  position  sur  le  cercle  horizontal.  Il  aulTit  dès  lors  de  con- 
naître à quel  point  de  chacun  de  ces  cercles  correspondent  la  méridien  et  le 
zénith,  pour  pouvoir,  en  visant  une  étoile  avec  la  lunette,  déterminer  aon 
azimut  et  sa  distance  zénithale  ou  sa  hauteur. 

D’autres  instruments  ne  permettent  d’observer  que  les  hauteurs,  ilss’sp- 
pfWenl  initrumenls  de  haylrur;  ceux  qui  servent  Seulement  1 l’observation 
des  azimuts  s'appellent  théodolites. 

31.  Second  système  de  coordonnées  : Angle  horaire  et  décli- 
naison. — L’azimut  et  la  hauteur  d’un  astre  varient  constam- 
ment à cause  du  monvement  de  rotation  de  la  Terre,  et  diiïèrent 
au  même  instant  en  chaque  lieu  de  sa  surface.  Il  est  parfois  né- 
cessaire d’indiquer  les  positions  des  étoiles  à l'aide  de  coordonnées 
dont  les  valeurs  soient  indépendantes  du  lieu  d’observation  et  du 
mouvement  diurne;  on  les  rapporte  alors  à des  grands  cercles 
fixes  sur  lasphère  céleste  : que  par  le  pâle  et  l’étoile  on  mène  un 
grand  cercle,  l’arc  de  ce  grand  cercle  compris  entre  l’équateur  et 
l’étoile  est  la  déclinaison;  celui  qni  mesure  la  distance  de  l’étoile 
au  pôle  est  la  distance  polaire;  ce  grand  cercle  lui- même  s’appelle 
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cercle  de  déclinaison  ; la  déclinaison  est  coniplée  positivement 
quand  l'étoile  est  située  dans  la  partie  du  cercle  de  déclinaison 
comprise  entre  l'équateur  et  le  pôle  nord,  négativement  quand 
l’étoile  est  située  dans  la  partie  comprise  entre  l'équateur  et  le 
pôle  sud;  la  déclinaison  et  la  distance  polaire  sont  complémen- 
taires l'une  de  l'autre  et  correspondent  à la  hauteur  et  à la  dis- 
tance zénithale  dans  le  premier  système  de  coordonnées. 

L’arc  d'équateur  compris  entre  le  cercle  de  déclinaison  de 
l’astre  et  le  méridien  ou  l’angle  au  pôle  qu’il  mesure  s’appelle 
angle  horaire  de  l’étoile,  et  peut  servir  de  deuxième  coordonnée. 
On  le  compte  de  o°  à 36o°,  à partir  du  méridien,  dans  le  sens 
du  mouvement  diurne,  c’est-à-dire  de  l’est  à l’ouest  en  passant 
par  le  sud. 

Les  cercles  de  déclinaison  ou  cercles  horaires  correspondent 
aux  méridiens  sur  la  surface  de  la  Terre,  et  l’on  voit  de  suite  que 
lorsqu’une  étoile  passe  au  méridien  d'un  lieu  dont  la  longitude 
ouest  est  X,  elle  a au  même  instant  un  angle  horaire  égal  à k.  En 
général,  quand  une  étoile  a en  un  lieu  déterminé  l’angle  horaire  t, 
elle  a au  même  instant  un  .angle  horaire  égal  à r -4-  X en  un  lieu 
dont  la  longitude  est  X (comptée  positivement  h l'est,  négative- 
ment à l’ouest). 

Au  lieu  d’employer  ces  deux  coordonnées  sphériques,  décli- 
naison et  angle  horaire,  on  peut  encore  fixer  la  position  d’un 
astre  à l’aide  de  coordonnées  rectangulaires  ; on  prend  un  sys- 
tème de  trois  axes,  dans  lequel  la  partie  positive  de  l’axe  des  s 
est  perpendiculaire  à l’équateur  et  dirigée  vers  le  pôle  nord,  tan- 
dis que  les  axes  des  x et  îles  9-  sont  dans  le  plan  de  l’équateur,  la 
partie  positive  de  l’axe  des  x passant  par  l’origine  des  angles 
horaires,  et  la  partie  positive  de  l’axe  des  .)  par  le  point  dont 
l’angle  horaire  est  90®.  Soient  i la  déclinaison,  t l’angle  horaire, 
un  a 

x'  = cosdcosr,  cosJ  sinr,  s'  = sinJ. 

Remar^u.».  — Il  exUte  une  seconde  ttsf)éc<;  d'intlrunicnl»  corrcipontlsnU 
à ce  deuxième  sysiënic  de  coordoonées,  déclinaison  ei  angle  horaire.  On  les 
appelle  insirwncnts  parallact'ijurs  ou  ê(fuatoriaux  i le  cercle  qui  tout  h 
l'heure  était  parallèle  à niorison,  est  maintenant  parallèle  è l'équateur^ 
de  telle  sorte  que  Taxe  perpendiculaire  est  dirigé  suivant  Taxe  du  monde, 
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et  qiin  tout  cercle  parallèle  à l'axe  ctt  un  cercle  de  déclinaison.  Si  l'on  con- 
naît les  points  de  chacun  des  cercles  qui  répondent  l'un  au  méridien,  origine 
des  angles  horaires,  l'autre  au  pAle,  il  est  facile  de  trouxer  l'angle  horaire 
et  la  déclinaison  ou  la  ilislance  polaire  d'un  astre. 


32.  Troisième  système  de  coordonnées  : Ascension  droite  et  dé- 
clinaison. — D.tiis  le  système  précédent,  l’une  des  coordonnées,  la 
déclinaison,  est  invariable;  l’autre,  l’angle  horaire,  croît  propor- 
tionnellement au  temps,  et  diffère  au  meme  instant  pour  des  lieux 
de  la  Terre  dont  la  longitude  est  différente.  Afin  d’avoir  une 
deuxième  coordonnée  constante,  on  adopte  pour  origine  un  point 
fixe  de  l’équateur.  Au  lieu  du  point  variable  où  le  méridien  vient 
le  couper,  on  choisit  l’un  des  points  d’intersection  de  l’équateur  et 
du  grand  cercle  que  le  centre  du  Soleil,  vu  du  centre  de  la  Terre, 
décrit  parmi  les  étoiles  d’occident  en  orient  dans  l’espace  d’une 
année.  Ce  grand  cercle,  appelé  érli/nir/ue,  fait  avec  l’équateur  un 
angle  d’environ  23“ 3o',  qu’on  nomme  obliquité  de  Tédiptique ; 
les  points  d’intersection  de  rériiptique  avec  réfpialcur  s’appellent 
équinoxes  du  printemps  et  d’automne,  parce  que  pour  toute  la 
Terre  le  jour  est  égal  à la  nuit,  quand,  le  2i  mars  et  le  23  septembre, 
le  Soleil  se  trouve  en  l’un  de  res  deux  points  (*].  Les  points  de 
l’écliptique  situés  à 90“  des  équinoxes  se  nomment  so/stirrs.  Cetle 
nouvelle  coordonnée  cKimptée  sur  l'équateur  à partir  de  l’équi- 
noxe du  printemps,  et  de  0“  à 36o'’  de  l’ouest  à l’est,  en  sens 
inverse  du  mouvement  diurne,  est  appelée  ascension  droite.  ' 
Au  lieu  des  coordonnées  sphériques,  ascension  droite  et  décli- 
naison, on  peut,  comme  plus  hant,  introduire  des  coordonnées 
rectangulaires,  en  rapportant  la  position  de  l'astre  à un  système  de 
trois  axes,  dans  lequel  la  partie  positive  de  l’axe  des  z est  per- 
pendiculaire à l’équateur  et  dirigée  vers  le  pôle  nord  ; l’axe  des 
et  l’axe  des  y'  sont  situés  dans  le  plan  de  l’équateur,  la  partie  posi- 
tive de  l’axe  des  x étant  dirigée  vers  l’origine  des  accusions  droites, 
et  la  partie  positive  de  l'axe  des  y vers  le  point  dont  l’ascension 


(')  En  elTel,  réqiiatriir  «t  l'boriton  ac  coupent  en  dmi^parlies  égales 
puisque  ce  sont  deux  grands  cercles  ; donc,  quand  le  Soleil  est  sur  l'equateur, 
il  reste  ce  jour-là  aussi  longtemps  au-dessus  de  l'boriton  qu'au-dessous. 
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droite  est  go®.  Soit  a l’ascension  droite,  on  a 

X*  ==  cosJ  cosa,  = cos'îsina,  î'  = sind. 

Les  deux  coordonnées  a et  d sont  constantis  pour  chaque  étoile. 
Mais  pour  en  déduire  le  lieu  d'un  astre  à un  instant  déterminé, 
il  faut  connaître  au  même  instant  la  position  de  l’équinoxe  du 
printemps  par  rapport  au  méridien,  c'est-à-dire  l'angle  horaire 
de  ce  point,  qui  est  appelé  rcm/jj  sidéral.  On  compte  24  heures 
sidérales  dans  le  jour  sidéral,  temps  d’une  révolution  complète  de 
la  sphère  céleste.  Il  est  o’’,T.  S.  en  un  lieu  quand  le  point  équi- 
noxial du  printemps  passe  au  méridien  de  ce  lieu;  i",'r.  S.,  quand 
l’angle  horaire  de  ce  point  est  i5®  ou  i’’. 

Désignons  le  temps  sidéral  par  0,  on  a toujours 

0 — t = 1,  d'où  r = 0 — *. 

Supposons,  par  exemple,  l'ascension  droite  d’une  étoile  égale 
à igo®  20',  le  tetups  sidéral  0 = 4*’  = l’o";  alors  t = 2?.g“  4o'  ou 
i3o®2o'  à l’est. 

De  l'équation  précédente,  il  résulte  que  pour  l = o,  0 — x.  Le 
temps  sidéral  du  passage  d’une  étoile  au  méridien  d'un  lieu  est 
marqué  par  son  ascension  droite  exprimée  en  temps.  Si  donc,  ou 
connaît  l'ascension  droite  d'une  étoile  qui  passe  au  méridien  à un 
instant  déterminé,  on  a par  cela  même  le  temps  sidéral  |M>iir  cet 
instant  ( *). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  le  temps  sidéral  en  un  lieu 
est  0,  au  même  instant  le  temps  sidéral  en  un  autre  lieu  dont  la 
longitude  diffère  de  /,  est  0 A,  où  i est  positif  ou  négatif  sui- 
vant que  ce  lieu  est  à l’est  ou  à l’ouest  du  premier. 

nrmûrçu/T.  — On  peut  iJéU’rniiniT  les»  coonlonnces  de  ce  lioi»ièmc  sys- 
tème à Taidc  tics  inslruuienls  de  la  seconde  espèce  quand  on  connaU  le 


(*)  La  conTorsion  d\io  arc  on  temps  et  Pnpéralion  inverse  se  presoniont 
fre  {ucmmoni. 

I®  Coni'rrii'04  </'un  tire  fn  irinps.  — On  divise  par  i5  les  doijrës,  minutes 
et  secondes  d'arc  ; les  quotients  sont  des  heures,  des  minutes  cl  des  secondes 
de  temps;  on  rmiltiplie  par4  les  restes  dos  divisions  des  degrés  et  des  mt- 
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temps  sidéral.  Dans  an  cas  particulier,  on  peut  les  observer  aussi  avec  les 
instruments  de  la  première  espèce,  c'est^ü-dire  au  moment  du  passage  de 
l'étoile  au  méridien»  En  effet,  l'observation  du  possage  donne  l'ascension 
droite,  et  celle  delà  hauteur  de  l'étoilo  dans  le  méridien  donne  la  déclinai- 
son, pourvu  toutefois  que  la  hauteur  de  l'équatcur  ou  du  pôle  au  lieu  de 
l'observation  soit  connue.  Pour  cea  observations  on  emploie  le  cercle  mérU 
dien.  Si  cet  insirumenl'nedoit  pas  servir  à observer  les  liaiileiirs,  mais  seule* 
ment  le  temps  du  passage  de  l'étoile  au  méridien,  c'est  simplement  un  cercle 
aiimiital  placé  dans  le  plan  du  méridien,  qu'on  appelle  rnj/rumen<  dfs  pas^ 
sages.  En  observant,  à l'aide  d'uno  pendule  sidérale  bien  réglée,  les  temps 
des  passagea  des  étoiles  au  méridien,  on  a leurs  différeneei  en  ascension 
droite;  il  est  plut  difficile  de  connaître  les  ascensions  droites  absolues, 
car  le  point  origine  des  ascensions  droites  n'est  pas  immédiatement  ob- 
servable. 

33.  Quatrième  système  de  coordonnées  : Longitude  et  latitude. 
— On  emploie  eniin  un  système  de  coordonnées  qui  a jiour  base 
récliptiqiie;  les  grands  cercles  qui  passent  par  le  pôle  de  l’éclip- 
tique, et  par  conséquent  lui  sont  perpendiculaires,  s'appellent 
cercles  de  latitude,  et  l'arc  d'un  tel  cercle  compris  entre  l’écli|>- 
tique  et  l'astre  s'appelle  latitude  l'étoile;  la  latitude  est  positive 
quand  l’astre  est  dans  l’hémisphère  situé  au  nord  de  l'écliptique, 


nutes  d'arc,  les  produits  sont  des  minutes  et  des  secondes  de  temps  qu'il 
faut  ajouter  aux  précédents. 

Soit  par  exemple  à convertir  en  temps  ^39^  18' 

a39«  = i5'*4"  14 

18'  = ('«-f-SxV 

46*, 75  = 3*, 117 

a3i,°iS'4t'''i75  = i5** 57"' i5*,i  17. 

a®  Conversion  d'un  temps  en  arc.  — On  multiplie  les  heures  par  i5,  on 
obtient  dea  degrés;  on  divise  par  4 les  minutes  et  les  secondes  de  temps,  les 
quotients  sont  des  degrés  et  des  minutes  d'arc;  on  multiplie  par  i5  les  restes 
de  ces  divisions,  ce  qui  donne  dos  minutes  et  des  secondes  d'arc,  et  on  ajoute 
toutes  ces  quantités. 

Soit  par  exemple  à convertir  on  arc  57*”  iS*,i  17. 

i5**  = aa5° 

57™  = i4”-l-iXi5' 

i5*,ii7=  3'h- 3, 1 17 X < 3* 

i5^  57'”  iü*,M7  = aig®  i8'4G'»73. 
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négalive  quand  il  est  dans  l'hémisphère  sud  ; l’autre  coordonnée, 
la  longitude,  est  comptée  sur  l’écliptique  : c’est  l’arc  compris  entre 
le  cercle  de  latitude  de  l’étoile  et  l'équinoxe  du  printemps.  Elle 
est  comptée  de  o"  à 36o”  à partir  de  l’équinoxe,  dans  le  même  sens 
que  l’ascension  droite,  sens  opposé  à celui  du  mouvement 
diurne  (*).  Le  cercle  de  latitude  dont  la  longitude  est  nulle  est  le 
coiure  de  l'équinoxe  ; celui  dont  la  latitude  est  go"  est  le  cnluredu 
solstice.  L’arc  de  ce  dernier  coiure  compris  entre  l'équateur  et  l'é- 
cliptique, ou  l'arc  égal  compris  entre  le  pôle  de  l’équateur  et  le 
pôle  de  l’écliptique,  est  V obliquité  de  l’écliptique. 

Nous  désignerons  toujours  la  longitude  |iar^,la  latitude  par^, 
et  l’obliquité  de  l’écliptique  par  1. 

On  exprime  aussi  les  coordonnées  sphériques  ^et  i à l’aide  d’un 
système  de  coordonnées  rectangulaires  dans  lequel  la  partie  posi- 
tive de  l’axe  des  y est  perpendiculaire  au  plan  de  Twlipiiqiie  et 
dirigée  vers  le  pôle  nord  ; l’axe  des  x et  l’axe  des  y sont  situés 
dans  l’écliptique,  la  partie  positive  de  l’axe  des  x passant  par  le 
point  origine,  celle  de  l’axe  des  y par  le  point  de  longitude  go°. 
On  a alors 

•r”  = cosp  eosÀ,  r"  = cospsinX,  »*  = sinp. 

Ces  coordonnées,  longitude  et  latitude,  ne  sont  pas  données 
par  l'observation  directe,  mais  on  les  déduit  à l’aide  du  calcul  des 
coordonnées  d’un  autre  système. 

Remanfur,  — Puisque  le  mouvement  dti  Soleil  n*e$t  qn'apparenti  et  que 
la  Terre  tourne  réellement  on  un  an  autour  du  Soleil,  il  est  bon  de  ae  fami- 
liariser  avec  la  signification  qu*ont  dans  ce  cas  les  cercles  dont  nous  venons 
de  parler.  Le  centre  de  la  Terre  se  meut  autour  du  Soleil  dans  un  pion,  qui 
p isse  par  le  centre  du  Soleil  et  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  grand 
cercle,  VécUptitjue,  La  longitude  de  la  Terre  vue  du  Soleil  diffère  donc  tou> 
jours  de  i8o*^  de  la  longitude  du  Soleil  vue  de  la  Terre  : Paie  de  la  Terre  fait 
avec  ce  plan,  un  angio  de  66^  3o',  et  reste  toujours  parallèle  è lui-mémei 
pendant  son  mouvement  nulourdu  Soleil  ; il  décrit  donc  dans  IVspace  d'une 
année  ia  surface  d'un  cylindre  dont  la  base  est  l'orbite  terrestre.  En  raison 


(*}  l.es  loiigiliides  des  étoiles  sont  souvent  aussi  données  au  moyen  de.>> 
rgnei  du  Zodiaque,  dont  chacun  comprend  3o<>.  Ainsi  6 signes  i5<'  19‘i*  de 

iongitudo. 


/ 
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de  la  gmndc  dUUiice  des  étoiles,  cet  a\e,  dans  toutes  ses  poitions,  pa- 
rait percer  la  sphère  au  môme  point,  In  pèle  du  momie,  dont  la  dis- 
tance an  pèle  de  réclipliqiie  e-t  do  u3*^3o';  de  même  dans  ce  mouvement 
de  rotation  l'équateur  terrestre  reste  toujours  parallèle  à lui-mènie,  il  ce 
déplace  pourtant  dans  le  cours  d'une  année  de  tout  le  diamètre  de  l'orbite 
terrestre.  Mais,  è cause  de  la  distance  inflnie  des  étoiles,  les  intersections 
de  la  sphère  celeste  et  de  tons  les  plans  avec  lesquels  l'équateur  terrestre 
eolneide  successivement  se  conrondront  tuiijoura  avec  le  |;rand  cercle  dont 
les  pèles  sont  les  pèles  du  monde;  et  les  ligrres  suivant  lesquelles  ces 
plans  so  coupent  seront  toujours  dirigées  vers  les  points  d'intersiction  de 
l'équateur  et  de  l’écliptique. 


11.  — TbANSEOIOIATION  de  ces  niFFÉIlENTS  SYSTÈMES  DE  COORDO.N.NËES. 

34.  Tians/orniiition  tic  l'/izimul  cl  de  la  hauteur  en  angle  ho- 
raire et  déclinaison.  — Slipposnns  le  licti  tl’tin  astre  donné  par 
son  azimut  et  sa  liatitetir,  et  cherrhons  4 déterminer  son  anurie 
horaire  et  sa  déclinaison.  Pour  cela  nous  ferons  tourner  l'axe 
des  Z du  premier  système  de  coordonnées  dans  le  plan  des  xz,  de 
l'axe  des  a;  positifs  vers  l’axe  des  z positifs,  d’un  angle  égal  à 
(jo°  — y (y  étant  la  hauteur  du  pèle),  car  les  axes  des  / coïnci- 
dent dans  les  deux  systèmes;  les  formules  [ta]  de  la  transforma- 
tion des  coordonnées  ou  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique appliquées  au  triangle  formé  jvar  le  zénith,  le  pôle  et  l’étoile 
donneront  (*) 

sin5  — siny  sin/t  — cosycos/t  cosA, 
cosè  sinr  — »cos/i  sin.A, 
costî  cos/  _ sin/i  cosy  -I-  cos/t  siny  cos  A. 

Afin  de  transformer  ces  formtiles  eu  d’attires  plus  commodes 
|)our  le  calcul  logarilhmitpte,  on  pose 

sin  A = ai  cosM, 
cosA  cos  A ^ ni  sin  M, 


(•  ) Lei  trois  eètés  de  ce  triangle  lont  revpoi  tivement 
go"  — h,  go"  — J,  go"  — p, 

et  les  angles  oppost's 

I,  i8ü° — .Y  et  l'angle  à l'étoile. 

I. 
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sin5  = m sin  (»  — M), 
cosS  sinT  = cash  sin  A, 
cos5  cos/  = m cos  (y  — M). 

Ces  formules  donnent  sans  ambiguïté  les  grandeurs  cbcrclices, 
car  chaque  élément  est  donné  par  son  sinus  et  son  cosinus;  leurs 
signes  déterminent  donc  le  quadrant  dans  lequel  se  trouve  l’extré- 
mité de  l'arc  qui  le  mesure. 

Les  quantités  auxiliaires  ni  et  M ont  une  signification  géomé- 
trique facile  à trouver.  A ce  point  de  vue  leur  introduction  revient 
à l’emploi  des  deux  triangles  rectangles  déterminés  par  le  grand 
cercle  abaissé  de  l’étoile  perpendiculairement  sur  le  côté  rjo"  — o 
ou  sur  son  prolongement,  et  dont  la  somme  ou  la  différenee  forme 
le  triangle  sphérique  obliquangle.  En  effet,  M est  donné  par  la 
relation 

lang//  cosAcotM, 

et  il  résulte  de  la  troisième  des  formules  (iG)  du  n"  8,  que  M est 
l’arc  compris  entre  le  zénith  et  le  pied  de  la  hauteur  du  triangle. 
D’un  autre  côté  la  première  des  formules  (lo)  montre  que  la  haii- 
leiir  P du  triangle  se  déduit  de  l’égalité 

sin//  : cos  P ensM  ; 

et' en  comparant  cette  formule  avec  l’une  des  précédenli'S 
sin  //  = ni  cos  M , 

on  voit  que  ni  est  égal  au  cosinus  de  cette  hauteur. 

Exemple.  — Soient 


? = 

52"  3o' 

i6" 

.O 

// 

i6. 1 1 , 

,44 

.O 

A = 

202.  4 

. i5 

.5 
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Le  cairui  sera  le  suivant  ; 


cosA I ,<)r>6i)4Hi  n //isinM.  ..  i,t)4»)362on 

cash i,()ti7.4'39  tocosM....  i ,4454744 

sin  A 1,5749045//  M — 72°35'54",6i 

sinM....  1,9796542// 
y — M = 125"  6'  10",  61 


sin  y — M)  ... 

1 ,9128171 



1 ,9(397078 

cos  ; y — M ) ...  . 

1 ,7597036// 

cososin/...  1,5573184// 

sinô...  1,88252.49 

cosScost...  1,729.4114" 

cos  5 . . . 1,810  49^)9 

/ = 7. 1 3“  56'  2",  22 

ü — 49"43’4(*"">°‘' 

cos/. . . I ,91891 15// 

33.  Trunsfnrmation  de  l'angte  horaire  et  de  la  déclinaison  en 
azimut  et  hauteur.  — Dans  la  suite,  on  aura  pins  fré<|uenmicni 
à résoudre  le  problème  inverse  : Un  lieu  étant  donne  par  son 
angle  horaire  et  sa  déclinaison,  on  veut  trouver  son  azimut  et  sa 
hauteur.  Les  r<>rninles  du  n"  3 relatives  à la  transformation  des 
coordonnées  donnent  les  équations  suivantes  : 

sin  h siny  sinJ  ■+-  cosy  cos5eosr, 
cos//  sin  A =-  cosiî  sin/, 
eos//  cosA  — cosysinJ  + sin  y cos^  cos/, 

rormnies  auxquelles  on  donnera  une  forme  plus  commode  par 
rintroduction  d’un  anyle  auxiliaire.  Posons,  en  effet, 

Ciisô  cos/  — ///  cos  M, 
sin  à — ///  sin  M ; 

il  en  résulte 

sin  h zez  m cos  (y  — M , 
cos.'i  sin  A — cosS  sin/, 
cos  h cosA  — ///  sin  (y  — M), 
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cosM  i.inuf 

lani:  A = ^ , - ■ 

® sin(^  — M) 


tang/i  : 


cos  A 


lang('y  — M) 


n- 


Dans  le  cas  où  l'on  clicrche  la  distance  zénitliale  seule,  les  for- 
imiles  suivantes  sont  commodes.  De  la  première  des  égalités  pré- 
cédentes on  déduit  poursin/i  ou  cosz 

cosz  = cos{«  — S)  — 2 coso  cosiî  sin'  - 
' 2 


Z -9  — ^ ^ 

sin’  — = sin' h cos»  coso  sm’  -• 

2 2 2 


Posons  maintenant 


il  vient 


• ~ } 
« ::=  Sin  ^ > IH  \ COS  i)(  cos  J , 

( I H sin’  - I J 

\ ’•/ 


sin’  - = m’ 


■ I-  ' «.t 

ou,  SI  I on  pose — sin  - = tangN, 


1 n . î in  . t 

siii  - = — et  sin  - =:  ^ sin  - • 

2 cos  N 2 sin  ri  2 


Lorsque  sin  N est  plus  grand  que  cosN,  il  est  préftT.ible  d’em- 
ployer la  seconde  formule. 

En  outre,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  il  faut,  dans  la 
formule  qui  sert  au  calcul  de  n,  employer  f — o pour  les  étoiles 
<pii  passent  dans  le  méridien  au  sud  du  zénith,  et  ô — y pour 
celles  dont  la  culmination  se  fait  au  nord  du  zénith. 

Appli(|uons  les  formules  de  Delainbre  au  triangle  formé  par  le 


(”}  Puuqiie  razimul  rsi  loujotirs  du  mémo  du  mrridti'ii  que 
horaire,  il  n'y  aura  Jamaia  d'ambiguïté  pour  le  choix  du  quadrant. 
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zénith,  le  pôle  et  l'étoile;  nous  ohtienrlmns,  en  désignant  par  p 
l'angle  ipti  a son  sommet  .'i  l’étoile, 

1 .A  — P t .o-i-J 

cos  — sin — — sin  - sin  > 

2 2 2 2 

Z A — P t ® — S 

cos  - cos = cos  - cos  - - — ) 

2 2 2 2 

. Z . A — f-  P , t ® — f-  S 

sin  - sin — in  - cos  - - . 

2 2 2 2 

. Z A -i-  P t . f — i 

sin  - cos = os  - sin  

2 2 2 2 

Comptons  l’azimut  à partir  du  point  nord,  eonimc  on  le  fait 
dans  le  cas  de  l'étoile  polaire;  en  d’autres  termes,  remplaçons  A 
par  i8o" — A dans  ces  formules,  nous  obtenons 

z./)-t-A  t 3 — 0 

cos  - sin ^ cos  - cos  > 

2 2 2 2 

Z /i+A  + * 

cos  - cos sin  - sin ^ 

2 2 2 2 

. Z . P — A t . 3 — O 

sin  - sin  — = cos  - sin  ? 

2 2 2 2 

. Z P — A . t 0-+-O 
sin  - cos — sin  - cos ■ 

2 2 2 2 


Il  arrive  souvent  que  pour  une  même  latitude,  on  a à faire  un 
grand  nombre  de  ces  transformations  (*).  Dans  ce  cas  on  abrège 
beaucoup  le  calriil  en  réduisant  en  tables  certaines  des  quantités 
il  déterminer,  ha  transformation  suivante  est  surtout  commode. 
On  avait 

(a)  sin// = sin  ç sin  J -H  cosy  cos^  cos/, 

(b)  cos // sin  A = cos  J sin/, 

(c)  cos//  cosA  = — cosy  sinâ  -t-  siuy  cosJ  cos/. 


( * ) Si}  par  exf>mplC}  on  veut  observer  des  étoiles  données  par  leurs  ascen- 
sions droites  et  leurs  déclinaisons,  k l'aide  d'un  instrument  sur  lequel  on 
ne  peut  lire  que  les  hauteurs  et  les  azimuts,  il  faut  d'abord  calculer  l'angle 
horaire  à l'utde  de  rasceusion  droite  et  du  temps  sidéral. 
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Désignons  par  A,  et  3,  les  valeurs  de  A et  o qui  correspondent 
à A = O dans  les  équations  précédentes,  et  qui,  par  suite,  sont 
données  par  les  équations 

(il)  O --  siny  sinJ,  cos^  cosfî,cosr, 

(e)  sin  A,  = cosiî,  sint, 

(/)  cos  A,  = — cosif  siiid,  + sin  f coso,  cost. 


Multiplions  l'cqiialion  [/)  par  eus»,  l’équation  {</)  par  sin  iy,  et 
retranchons  la  sei-ondcdc  la  première.  Midliplions  l'équation  [/) 
par  siny,  et  l’équation  (r/)  par  cosy,  et  retranchons  la  seconde 
de  la  première,  nous  obtenons 

cosA,  cosy  = — sinù», 
cosA,  siny  = cosô.cosr, 
sin  Ao  = cosij,  sin  t. 

Posons  ensuite 

siny  — ■ sin  7 cos  B, 
cosycosr  = siny  sin  B, 
cosy  sin  / = cosy  ; 
l’équation  {il)  donne 


ou 

et  l’équation  (a) 


o = siny  sin(cJ,  4-  B 
- B, 

sin//  • siny  sin  [<î  -h  B). 


De  plus,  retranchons  le  produit  des  é/piations  (c)  et  (c)  du 
produit  des  équations  (é)  et  [/),  nous  avons 

cosA  sin[  A — A,)  — cosy  sin  / sin -/j  — ô,)  = cosy  sin  (à  -4-  B ' 

de  même  au  produit  des  é/piations  (c)  et  (/)  ajoutons  le  produit 
des  équations  (A)  et  (e)  et  celui  des  éipialions  c)  et  (//),  nous 
obtenons 

cosA  cos  (A  — A«)  = cosiî  cos  sin’/  4-  sinù  sin  a,  4-  cos  ù cos  ù,  cos’/ 
=:  cos(  ù — 3,)  — cos  (ù  4-  B). 
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Le  système  entier  de  formules  est  ainsi  : 

/ siny  sin'/ rosB , 


(«) 

1 cosif  cosr  = siny  sinB, 
( cos  y sin/  = cosy; 

f sin  B = cos  A,  cosy. 

(2) 

1 cosB  cosr  = cosA,  siny, 
( cosB  sinr  ~ sin  A,; 

i'  sin/i  = siny  sinjÆ -t- B), 

(3) 

1 cos/icos(A  — A«)  = cos('î -f- B), 

( cos4sin(A  — A,)  = cosy  sin (5 -4- B). 

Posons 

D=:siny,  C = cosy,  A — A,  = « ; 

ces  formules  donnent 

l.ingB  = cots  cosr, 
langA,  = siny  tangr, 
sin  /i  = D sin(B  H-  5), 
tangri  = C tang^B  -l-  J), 

A = A#  -f-  « . 

D et  C sont  les  sinus  et  cosinus  d’un  angle  y donné  par  l’équation 

coty  = sinB  tangr  = cot(f  sin  A,”  ("). 

Ces  formules  ont  clé  données  par  Gauss  dans  les  Tables  auxi- 
liaires de  Schunweher^  nouvellement  éditées  par  WarnslorlT, 
p.  i35,  etc.  On  réduit  ces  grandeui's  D,  C,  B et  A,  en  Tables 
dont  l’argument  est  /;  le  calcul  de  la  hauteur  et  de  1 azimut,  au 
moyen  de  l’angle  horaire  et  de  la  déclinaison,  se  trouve  alors  ra- 


(’)  On  a en  vHut  tTapréi  Ice  furmulcs  (a) 

cot  P stn  .A,  — binB  tang  t . 
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mené  à celui  des  formules 


sin/i  D sin(B 
lan^u  = C tang(B  + lî', 

A = A,  . 

Dans  les  Tables  auxiliaires  de  Warnslorff  on  trouve  une  Tal>le 
de  ce  genre,  calculi-e  pour  la  latitude  de  l’Observatoire  d’Altona. 
Il  suffit  d'ailleurs  de  calculer  c“s  Tables  de  r = o à t = 6**.  Car 
l'équation  tang  A,  = sin  ^ tangr  montre  que  A,  et  f sont  toujours 
compris  dans  le  même  quadrant,  et  qu’ainsi  à un  angle -horaire 
égal  à ta''  — t correspond  un  azimut  égal  k 180" — A.  Il  résulte 
de  plus  de  l'équation  relative  à B que  cet  angle  est  négatif  si 
/ 6'’  ou  90”,  et  qu’avec  un  angle  horaire  i a**  — t,  on  doit 

employer  la  valeur  — B.  Au  contraire,  les  grandeurs 

C = cosifisinr  et  D = y^sin'y -t- cos’o  cos=r 

ne  changent  pas  si  l’on  remplace  1 par  180" — l.  Dans  le  cas  où  t 
serait  compris  entre  ta*"  et  2 j”,  on  ferait  le  calcul  avec  le  com- 
plément de  t à aj*"  1“  valeur  trouvée  pour  A,  on 

prendrait  son  complément  à 36o°. 

Ici  encore  il  est  facile  de  trouver  la  signification  géométrique 
des  angles  auxiliaires.  S,  et  A,  sont  les  valeurs  de  5 et  A corres- 
pondant à une  valeur  nulle  de  /i  dans  la  première  des  équations 
primitives;  et  A,  sont  donc  l’un  la  déclinaison,  l'autre  l'azi- 
mut du  point  où  le  cercle  horaire  mené  par  l'étoile  coupe  l’ho- 
rizon. De  plus,  comme  B = — S„  B ^ est  l’arc  SF  (^g.  i)  du 
cercle  horaire  prolongé  jusqn’ù  l’horizon  (*).  Considérons  le 
triangle  FOK,  rectangle  en  K,  formé  par  l’horizon,  l'équateur 
et  le  côté  FK  = B,  et  dans  lequel  l’angle  en  O est  égal  à 90“ — y ; 
on  aura,  en  lui  appliquant  la  sixième  des  fonnules  (10)  du  n"  8, 

sin«f  = cosB  sinOFK. 

Mais  on  a aussi 

siny  = DcosB; 

(•  ) Dan»  celle  fl|;ure  P cal  le  pôle,  Z le  icnilb,  Oïl  l’horiion,  OA  l'rtiua- 
teur  el  S l'cloile. 
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donc  D est  le  sinus  el  par  consccpienl  C le  cosinus  de  l’anylc  OFX. 
Enfin , comme  on  le  voit  facilement , l'arc  FH  = A,  et  l’arc 
FG  = K. 

Fig.  I. 

P 

/. 


/ 


/î 


On  trouve  aussi  les  formules  données  précédemment  par  la  cou- 
sidéralion  des  trois  triangles  PFH,  OFK,  SFG  rectangles  en  11,  K, 
G.  I.e  premier  triangle  donne 


le  second 


tangA,  — tangtsinf, 

langB  — cot  y cost, 
col  •/  — sin  B langt  =;  col  ^ sin  A,; 


el  le  troisième 


sin//  = siny  sin  (B  -t-  J), 
tang«  =:  cosy  tang(B  -h  lî). 

On  peut  se  servir  de  grandeurs  auxiliaires  analogues  pour  la 
résolution  du  problème  inverse  traité  au  n"  34,  c’est-à-dire  pour 
le  calcul  de  l’angle  liorairc  et  de  la  déclinaison  d’une  étoile  à l’aide 
de  sa  bailleur  et  de  son  arimiit.  On  a,  en  effet,  dans  le  triangleSI.K 
rectangle  en  K,  en  désignant  LG  ]>ar  B',  LK  par  AL  par  A'^, 
le  cosinus  de  l’angle  SLK  par  C',  son  sinus  par  D', 

C'  tang  (A  — B')  = tang//', 

D'  sin  (A  — B')  = sin  J, 


Digitized  by  Google 


io6 

et 


ASTRONOMIE  SPIIËRIQTE. 


T=A’. 

tangB'  = coty  cos  A, 
langA'i,  1 sin^  lang  A ; 


et  D'  et  C'  sont  les  sinus  et  cosinus-  d'un  angle  7'  donné  par  l'é 
(|uaiion 

col 7'  ~ sin  B'  tang  A. 


Ainsi  pour  le  calcul  des  grandeurs  auxiliaires  on  a les  lucmcs 
formules  que  plus  haut,  av<  c relie  seule  difféience  que  l'aiimiit  A 
remplace  partout  l’angle  horaire  r.  On  peut  ilonc  se  servir  des 
Tables  auxiliaires  précédentes,  à la  condilion  de  prendre  pour  ai- 
guillent Tazimut  exprimé  en  temps. 


36.  /Ingle  paraUactiquc.  — Formulrs  diffèrenticUes  rc/ntiprs 
aux  deux  tranxfnrmations  pièccdentcs.  — La  cotangcnle  de 
l’angle  7,  que  Gauss  désigne  par  F-,  peut  servir  à calculer  l'angle 
ayant  pour  sommet  l’étoile,  dans  le  triangle  formé  parole  pdle,  le 
zénith  et  l’étoile.  Cet  angle  compris  entre  le  cercle  vertical  et  le 
cercle  de  déclinaison  s’appelle  angle  parallactique ; il  est  fré- 
quemment employé.  Si  l’on  possède  les  fables  auxiliaires,  indiipiées 
ci-dessus.  Tables  dans  lesquelles  on  a introduit  aussi  la  quantité  R, 
on  calcule  aisément  cet  angle,  que  nous  désignerons  par  p,  à l’aide 
de  la  formule 


lang/^  — 


cos  ( B -I-  5 ) 


obtenue  en  appliquant  au  triangle  rectangle  SGF  de  la  fg.  1 la 
cinquième  des  formules  (10)  du  n"  8.  .Si  au  contraire,  on  n’a  pas 
ces  Tables  à sa  disposition,  on  se  servira  des  fonuulcs 

cos/i  sin/i  = cosy  sint, 

cos/<  cos/i  = cos  5 sin  y — sin5  cosy  cosr, 

que  donne  le  triangle  SPZ;  et  en  prenant 

cosy  cosr  = n sinN, 
siny  = ncosN, 
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nn  ubiiendra 

cns/i  sin/^  = cosf  sinT, 
cos  A coip  = /I  cos  ( lî  -I-  N ), 

formules  commodes  pour  le  calcul  logaritliinique. 

On  emploie  l’angle  parallacti//ue,  par  exemple,  dans  le  cas  où 
l’on  veut  calculer  l’influence  d’une  petite  variation  dans  l'a/.iimit 
et  la  hauteur  sur  l'angle  horaire  et  la  déclinaison.  On  a,  en  effet, 
en  appliquant  au  triangle  déterminé  parle  pùle,  le  zénith  et  l’étoile, 
la  première  et  la  troisième  des  formules  (i  i)  du  n“9, 

(IS  = coip  ri/i  4-  cost  (If  -h  cos  A sin/;  f/A, 
emS (U  ~ — sin/>  dh  -t-  sin/  siu(^r/f  + cosA  coup  dA, 
et  pareillement 

dh  = cosy.»  tIS  — cosA  dif  — cosS  s\npdt, 
cos  A il  A iiiipdi  — sin  A sin  A f/if  4-  cos  J cosp  dt. 

I}7.  Transformation  de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
en  longitude  et  en  latitude  — Pour  passer  de  l’ascension  droite 
et  de  la  déclinaison  à la  longitude  et  à la  latitude,  il  suffira  de 
faire  tourner  l’axe  des  t"  (n“  32)  dans  le  plan  des  .v"s”,  de 
l’axe  des  j"  positifs  vers  l'axe  des  z"  positifs,  d’un  ang'e  < égal  ù 
l’obliquité  de  l’écliptique.  Les  axes  des  -r"  et  des  x""  coïncident 
dans  les  deux  .systèmes  : on  déduit  des  formules  {t  a)  du  n"  1 

cospeosX  r:=  cos  J eosa, 
cosp  sinX-=^  cosS  sina  eost  4-  sinô  sine, 
sin  P = — cosiî sina  sine  4-  sin#  cos». 

On  aurait  encore  pu  obtenir  ces  formules  par  la  considération 
du  triangle  sphérique  déterminé  par  l’étoile,  le  pôle  de  l’équa- 
teur et  celui  de  l’écliptique.  Les  trois  côtés  ont  pour  valeurs 
go" — lî,  go" — p,  t;  les  angles  opposés,  90° — X,  90"  4- a et 
l’angle  à l’étoile. 

Pour  rendre  les  formules  précédentes  calculables  par  loga- 
rithmes, on  emploie  les  grandeurs  auxiliaires 

iM  sinN  =:  sinj, 

M cosN  = cosiJ sina. 
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Cl  les  trois  éqiialinns  deviennent 


cos  P cos  A = cos  i cos  X , 
cosp  sin>  - - M cos(N  — e) , 
sin  P = M sin(N  — e'  . 


Cette  méthode  offre  de  plus  l'iivanlage  qu’on  peut  déterminer 
toutes  ces  auxiliaires  par  leurs  tangentes;  il  suffit  de  remplacer  M 
ensS  sin  a 


par  sa  valeur „ 

cos  N 


> et  l’on  a 


(/') 


tangN  ; 


tan^iî 


sinx 


“ cos  N 

tangp  - tangfN  — e)  sin  à. 


Les  forimdes  primitives  donnent  et  p sans  aucune  ambiguïté; 
mais  si  l'on  fait  le  calcul  h l’aide  des  formules  (ù),  le  cpiadrant 
dans  lequel  se  trouve  'X  ne  paraît  pas  tout  d’abord  bien  déterminé. 
La  formule  de  vérification 

cos  P cos  A ==  CGSlî  cos  a 

permet  de  lever  la  difficulté,  et  montre  qu’il  faut  prendre  À dans 
un  quadrant  déterminé  par  le  signe  de  tangA  et  par  la  condition 
que  cosx  et  cosi  aient  le  même  signe. 

Comme  vérification  du  calcul  on  peut  encore  employer  l'éga- 
lité, 

, , cos(N  — eI  cospsinV 

(c)  1 — , 

cos  N cos  ^ sin  X 


obtenue  par  la  division  des  équations 

cos  P sin  A = M cos[  N — s ) , 
cosS  sin*  =î  M cosN  . 


L’interprétation  géométrique  des  grandeurs  auxiliaires  est  fa- 
cile : N est  l’angle  que  l’arc  de  grand  cercle  mené  par  l’étoile  et 


Digitized  by  Google 


TRA>SFOR»ATION  DES  COORDOK.NÊES.  1 0() 

l'équinuxe  du  printemps  fait  avec  l'équaleur,  et  M le  sinus  de  cet 
arc. 

Exemple.  — Soient 

g.—  6“33' 29", ’5o, 

> J— — 16.22.35  ,45, 

«=  23.27.31  ,72. 

L'emploi  des  funuules  (^)  et  (r)  donne 


tosiî.  . . i,»j820i3i 

tango...  1,4681562/1 
sina.  . . 1,0577093 

« = — 68»45'4i",88 
e 23  27.31  ,72 

N — « — — 92 . 1 3 . 1 3 ,60 
cos  (N  — I ) . . . 2 , 5882086  // 

cosN ...  1 , 5590o<'>9 


tanga... 
ros(N  — i) 
cosN 


I , ü6o56t)4 
1,0292017// 


i = 359"  17'.}  3",  91 
tang^N  — e),..  i,4ii4653 

sini...  2,0897293// 

-=^7"35’'37",53 

cosp...  1,9791948 


Vérification, 

cospsini...  2,06892(1// 
cosJsina...  1,039722.4 
1 ,0292017// 

Si  l’on  ap|dique  les  formules  de  Delambre  au  triangle  fornic  par 
l’étoile,  le  pôle  de  l’équateur  et  celui  de  récliptit]ue,  on  obtient, 
en  désigffant  par  90“ — E l’angle  à l'étoile  qu'on  appelle  angle 
(le  position  (Gauss,  T/tcoria  motus,  p.  6(), 


sin  ^46"  — — cos  1 45"  ^46"  — 

sin'^45"  — 7^  cos  (-  { E — À ) sin  ^45°  -H  ^ cos  |^45"  — 
cos  ^45°  — sin  I ( E 4-  À)  = sin ^45°  -t-  sin  ^45"  — 
cos  (45°  — 2 I (E  -(-  X);.:  cos^45"  -+-  ^ cos  (45"  — 


t-vS\ 

~r 
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formules  particulièrement  commodes,  si  l'on  veut  déterminer  à 
la  fois  p,  ainsi  que  l'angle  <)o'’  — E. 

Remat-tjue.  — FncLe  a âonne  ilana  1c  Jiihtbuch  de  iR3i  des  Tables  qui 
racilitcnt  beaucoup  le  calcul  approché  de  la  longitude  et  de  la  latitude  an 
moyen  de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison.  On  les  obtient  par  une 
transformation  des  trois  équations  fondainemales  du  n*^li,  tout  à fait  ana- 
logue à celle  qui  a fourni  les  Tables  du  n°  35.  On  trouve  des  Tables  plus 
complètes  dans  le  Jabrlucb  de  |856. 


38-  rrans/hniiation  de  lu  longilirte  et  de  h latitude,  en  as- 
cension droite  et  en  di-elinaisnn.  | — Pour  ce  cas  inverse,  on  ob- 
tient des  formules  entièrement  semblables.  Les  formules  (i)  rela- 
tives à lu  transformation  des  coordonnées  ou  le  triangle  sphérique 
déjà  considéré  donnent 

cos5  cos  X cos  P cos'/. , 
coso  sina  rr  cos^  sin*  cose  — sin  p sin  e , 
sin^  — cosjî  sin)  sins  -t-  sinp  coss. 


Ces  éqiialions  s'obtiennent  encore  en  remplaçant  dans  les  trois 
équations  primitives  du  n°  37,  p par  S et  >.  par  — a.  De  cette  ma- 
nière, on  déduit  aussi  des  formules  (//),  en  changeant  encore 
N en  — .N, 


tangN 


sin 'a 


tanga  -~ 


cos(N  -s-  e) 
cos  N 


tang), 


tango tang  (N  -H  e’  sina. 


et  de  (r),  la  formule  dé  vérification 

cos(N-i-t)  cosîsina 
cos  N ~ cos  P sin)’ 


où  N désigne  l’angle  que  fait  avec  l’écliptique  l'arc  de  grand 
cercle  mené  par  l’étoile  et  l’équinoxe  de  p’inicmps. 

Enfin,  dans  ce  ras  les  formules  de  Dclambre  conduisent  aux 
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cquiilions  : 


sin  ^45° — ^^*'”'5'  sin^45‘’  ^45”’  — ~“j 

sin  ^4^"  — ~ ) 3 E 4 a ) --  cos  ^45°  "•■  “)  ^45" ^ 

cos  ^45"  — 7^  si»  J (•■i  — =«'  - cos^45"  + sin  ^45"  ~ ~~ 

cos  ^45"  — - jcoS"  ( K — Z --  sin  ^45"  -+■  cos^45"  — — ^ - 


)’ 


Il  n’est  pas  necessaire  lie  ilonner  un  exemple  de  ce  calcul, 
puisque  ces  formules  s'emi>loient  absoluiiunt  comme  celles  du 
numéro  précédent. 


Hrmarifue,  — Pour  le  Sulci),  qui  se  mciii  dans  le  plan  de  l'écliptîipie,  Us 
formules  se  simpUrient.  F.n  enV*!,  soient  L la  longitude  ilu  Soleil,  A et  D ho:i 
ascension  droite  et  su  dtxlinaison,  on  a 


et  aussi 


tanîî  A =:  tang  U cos  i, 
sin  O 3=  sin  L sin  r, 

tangD  = lang  t sin  A. 


39.  ^ngte  compris  entre  tes  rerdes  île  fléclinnisun  et  de  latitude. 
— Formules  différentiel  tes  relatives  aux  deu.r  transformations 
pn-eéilentes.  — Les  formules  de  Delauibre  permettent  d'exprimer 
immédiatement  en  fonction  de  X et  p ou  a et  S,  l’angle  à l'étoile 
dans  le  triangle  déterminé  par  l’étoile,  les  ])ôles  de  l’équateur 
et  de  l’écliptiipic,  c'est-à-dire  l’angle  compris  entre  le  cercle  de 
déclinaison  et  le  cercle  de  latitude  de  l’étoile.  En  effet,  cet  angle  r, 
est  égal  à t)o" — E.  Mais  on  petit  le  déterminer  sans  recouriraiix 
formules  de  Delambrc,  û l’aide  des  équations 

cos  P sin  r.  cos  Z sin  « , 
cos  P coàr.  — cosj  cosô  -T-  sin  i sinà  sin  z , 
ou 

cosiî  sin»!  — cos  A sin  i , 

cosôcosr.  — coss cosp  — sinr  sin p sin*. 
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OU,  si  on  pose  dans  le  premier  cas 

cos  s = ni  cosM, 
sine  sin  » = ni  sinM, 

cl  dans  le  second 

cosi  n cos  N, 
sint  sini^  = n sinN, 

on  obtiendra 

cos  P sin  r.  — cos  » sin  • , 
cosp  cosr,  r-  m cos(  M — 5', 
et 

cosô  sin >7  = cosX  sint, 
eosiîcosi!  ~ n cos(N  p). 

L’emploi  de  l'angle»  est  surtout  utile  quand  on  chertiie  l’ef- 
l'et  d’une  petite  variation  de  X,  p et  c sur  a et  et  réciproque- 
ment. On  obtient,  en  eff.  t,  en  appliquant  au  triangle  considéré 
la  première  et  la  troisième  des  rormules  i)  du  n”  9, 

f/p  cos»r/3  — cos»  sin»f/x  — sin Xr/t, 
rosp//X  = sin»</(î  -f- ros(îcos» da  + cosXsinpr/t, 


et  réciprociuemeiit, 

fis  = cos»r/p  -I-  cosp  sin»r/X  -+-  sinar/c, 
COSiîr/a=:  — sinr.rfp  -4-  COspcosr.rfX  — COSa  imSflt. 


Iti'mai tfue.  — Nous  aTi>ns  dit,  dans  la  Ucmartiue  prrccdun|p,que  le  ci-nlre 
du  Soleil  par<'Ouit  l’écliptique;  mais  cela  ii'esl  pas  ligourcuhenienl  etacl, 
car  les  pertur Unions  des  planètes  donnent  an  Soleil  une  pitite  latiitide 
boréale  ou  australe  qui  ne  peut  jamais  dépasser  une  seconde  d’are.  C)u  doit 
donc,  après  avoir  calculé  l'ascension  droite  et  la  déclinaison,  au  moyen  dos 
formiitcs  données  dans  la  Rrmaïque  du  n»  38,  les  cnn ifî'-r  de  rintlueuce  le 
la  latitude.  Si  ou  la  désigne  par  B,  on  a les  formules  dilTéreiiliclles 


dA  dB, 

cos  U 

dL>  = cos»  dB, 


et,  en  iefnplaç.aiit  sin  » et  cos»  parleurs  valeurs  tirées  des  funnules  qui 
donnent  cos  ji  sin  » et  ens»  eus  »,  où  l’on  a fait  tout  d'aliont  ^3  = 0, 

cos  I)  d .A  = — cos  A siti  I d n, 
eus  L)  dD  — cos  i dB. 
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W).  — Transformation  de  l' azimut  et  de  ta  hauteur  en  lon- 
gitude et  latitude.  — Pour  ne  rien  omellre,  nous  donnerons 
encore  les  formules  àl  l’aide  desquelles  on  peut  tr.-insfnrmer  l’azi- 
mut et  la  hauteur  en  longitude  et  latitude,  quoique  ces  formules 
ne  soient  jamais  employées. 

On  a d'abord,  par  rapport  h l’horizon, 

X — cosA  cash , 

' J' = sin A cos// , 

Z =:  sinA. 

Si  l'on  fait  tourner  l'axe  des  x dans  le  plan  des  xt  d'un  angle 
90® — y vers  l'axe  des  i positifs,  les  valeurs  des  nouvelles  coor- 
données se  déduisent  des  équations 

X*  — X sin y -h  2 cosy , 

y=xy 

a'  = Z siny  — xcoSy . 

Faisons  de  même  tourner  dans  le  plan  des  x'  y',  plan  de  l'é- 
quateur, l’axe  des  x'  d'un  angle  0,  de  telle  sorte  que  l’axe  desx" 
passe  par  l’équinoxe  du  printemps,  l’axe  des  >•'  par  le  point 
d’ascension  droite  90°;  nous  aurons,  en  comptant  l’angle  ho- 
raire et  l’ascension  droite  en  sens  opposés, 

x"  = x'  COS0  -t-  ' sin  0 , 

— — x'sine, 

x"  — z'. 

Enfin  si  l'un  fait  tourner  l’axe  des  J"  dansie  plan  des/''2" 
d'un  angle  > vers  l'axe  des  z’  positifs,  on  obtient 

x"  = x", 

jr"  — j"  cosi  H-  z"  sini, 

**=  z'cost  — y"  sim, 

et  comme  nous  savons  qbc 

x"  = cosp  cosl,  y*  = cosp  sinX,  z"  = sin^, 

I.  8 
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après  èliniinalion  de  x , y ' , z' , x",  y ",  z“,  ces  fornuiles  expriine- 
ronl  et  P en  fonction  de  A,  /i,  f,  0 et  i. 


III.  — De  MOÜVKMENT  DH  RNE  COMME  MESl'RF.  DU  TEMPS. 

il.  Temps  Strierai.  — Jour  sidéral.  — La  révolution  diurne 
de  la  sphère  réleste,  ou  en  réalité  la  rotation  de  la  Terre  autour 
de  son  axe  est  uniforme;  elle  peut  donc  servir  comme  mesure 
du  temps.  La  durée  d’une  révolution  de  la  Terre  autour  de  son 
axe,  c’est- è-dire  le  temps  qui  s’écoule  entre  deux  culminations 
successives  d'une  meme  étoile,  s'appelle  jour  sulérnl.  Le  jour  si- 
déral commence,  en  d’autres  termes  il  est  o’’  temps  sidéral,  i 
l'instant  où  le  point  équinoxial  du  printemps  passe  au  méridien; 
on  dit  qu’il  est  i'',  2'*,  S**,. . .,  temps  sidéral,  quand  l’angle  ho- 
raire de  ce  point  est  i*’,  1'',  3**,.  . .,  c’est-à-dire  à l’instant  où 
passe  au  méridien  le  point  de  l’équateur  dont  l’ascension  droite 
est  !*•,  2'',  3'',. . . ou  i5",  3o”,  45“,.  • . ■ 

On  verra  dans  la  suite  que  les  points  équinoxiaux  ne  sont  pas 
Gxes,  mais  qu’ils  se  déplacent  lentement  sur  l’écliptique.  Ce  mou- 
vement est  composé  de  deux  autres  : l’un  est  proportionnel  au 
temps,  et  se  combine  avec  le  mouvement  diurne  de  la  sphère 
céleste;  l’autre  est  périodique.  Par  suite  de  ce  dernier,  l’angle  ho- 
raire de  l’équinoxe  du  printemps  ne  varie  pas  d'une  manière 
uniforme,  et  le  temps  sidéral,  pris  rigoureusement,  n’est  pas  une 
mesure  invariable.  Mais  cette  irrégularité  est  très-petite,  et  dans 
une  période  de  19  ans  reste  comprise  entre  -f-  i*  et  — i*. 

42.  Temps  salaire  vrai.  — Jour  salaire  vrai.  — yinuvrment 
de  la  Terre  dans  son  orbite.  — Équation  du  centre.  — Réduction 
à Térliptiqite.  — Si  le  21  mars  le  Soleil  est  à l’équinoxe  du 
printemps,  il  passe  ce  jour-là  au  méridien  vers  o''-  *''•■.  Mais  le 
Soleil  se  meut  sur  l’écliptique  d’un  mouvement  rétrograde,  et, 
puisque  le  23  septembre  il  se  trouve  à l’équinoxe  d’automne  et 
possède  une  ascension  droite  de  12'*,  il  passe  ce  jour-là  au  méri- 
dien vers  i2**  . Le  passage  du  Soleil  au  méridien  a donc  lieu 

dans  un  an  successivement  à toutes  les  heures  du  jour  sidéral. 
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Ij’einploi  du  Icmps  sidtT.il  présenterait  pour  la  vie  civile  de 
grands  inconvénients,  aussi  fait-on  servir  le  Soleil  lui- meme  à 
la  mesure  du  temps.  L’angle  horaire  du  Soleil  à un  instant  quel- 
conque s’appelle  temps  solaire  vrai,  et  le  temps  qui  sépare  deux 
culminations  successives  jour  solaire  vrai.  Il  est  midi  i>rai  en  un 
lieu,  quand  le  centre  du  Soleil  est  au  méridien;  mais  l’ascen- 
sion droite  du  Soleil  ne  variant  pas  uniformément,  le  temps  vr.ai 
présente  aussi  l’inconvénient  de  n’étre  pas  uniforme.  Deux  causes 
produisent  celte  irrégularité  du  mouvement  du  Soleil  en  ascen- 
sion droite  : l’inclinaison  de  l’écliptique  sur  l’équateur  et  1a  non- 
uniformité  du  mouvement  du  Soleil  sur  l’écliptique.  Ce  mouve- 
ment annuel  du  Soleil  n’est  qu’une  apparence  et  provient  du 
mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil.  D’après  les  lois  de  Ké- 
pler,  la  Terre  se  meut  dans  uqe  ellipse  dont  le  Soleil  occupe  l’un 
des  foyers,  de  telle  sorte  que  la  ligne  (|ui  joint  les  centres  de  ht 
Terre  et  du  Soleil  (le  rayon  vecteur  de  la  Terre)  décrit  des  aires 
égales  dans  des  temps  égaux.  Mais  l’aire  de  l’ellipse  est  n <i’y^t  — e‘  -, 
en  désignant  par  t la  durée  de  l’année  sidérale,  c’est-à- dire  le 
temps  que  met  la  Terre  pour  accomplir  une  révolution  com|>lèie 


JT  \/  I 

autour  du  Soleil,  la  vitesse  aréolaire  F de  la  Terre  sera • 

T 

Si  l’on  prend  le  demi  grand  axe  de  l’ellipse  comme  unité,  t t si 
au  lieu  de  l’excentricité,  on  emploie  l’angle  y donné  par  l’équa- 
tion e ~ siny,  on  aura 


F — 


TT  COS  y 


Soit  maintenant  T l’époque  oîi  la  Terre  est  le  plus  près  du  So- 
leil ou  l'époque  du  périhélie  ; au  temps  l le  secteur  décrit  par  le 
rayon  vecteur  depuis  le  passage  au  périhélie  est  F (/ — T).  Ce 

définie  ^ / r’ dy, 

J O 

où  r est  le  rayon  vecteur  et  v l’angle  qu’il  fait  au  temps  t,  avec  le 
grand  axe  et  qu’on  appelle  anomalie  vraie  de  la  Terre.  On  a donc 
l’équation 

2F  (f  — T)=  I ’r-cfv. 
do 


secteur  peut  aussi  s’exprimer  par  l’intégrale 


8. 
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Coninif,  dans  l’ellipse, 

4 

n (i  — e‘)  a cos’y 

I e cosv  I -I-  e cosv 


l’inlégrale  précédenle  ne  serait  pas  simple;  on  remplace  alors  v 
par  une  autre  variable.  Au  périhélie  le  rayon  S'ecleur  a pour  va- 
leur (n  — oc),  à l'aphélie  (a  -(-  <7c);  on  j>eut  donc  poser 

rz=z  a (t  — c cosE), 

où  E est  un  angle  qui  s’annule  avec  y ; on  en  déduit 

cosv  -H  c 

cos  E = 

1 ■+■  r cosv 


Ainsi  E a une  valeur  toujours  possible,  car  la  valeur  du  second 
membre  est  toujours  comprise  entre  -t-  i et  — i ; par  une  trans- 
formation facile,  on  obtient  encore 


cosE  — r 

■ = cos  V et 

I — ecosE 


cosf  sin  E 
1 — e cos  E 


— sinv, 


et,  par  la  dilTérentiation  des  deux  expressions  de  r, 


r/v  a cos  y 

dË  /■ 


En  introduisant  la  variable  E dans  l’intégrale  définie  qui  pré- 
cède, on  a 

2F(/  — T)=;<i’cosip  Ç (i — ccosE)rfE=  o’cosy(E  — esinE) 
Jo 


et  par  conséquent,  en  prenant  encore  le  demi  grand  axe  pour 
unité  et  remplaçant  F par  la  valeur  trouvée  ci-dessus, 

2 TT 

— (/  — Tj  = E — e sinE, 

"2.  TT 

où  — est  le  moyen  mouvement  sidéral  de  la  Terre  en  un  jour, 
c'est-à-dire  le  mouvement  diurne  qu'aurait  eu  la  Terre  si,  pendant 
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le  temps  t,  elle  avait  accompli  nn  tour  entier  autour  du  Sol<'il 
avec  une  vitesse  uniforme.  Le  premier  membre  de  la  dernière 
équation  exprime  en  conséquence  l’angle  que  cette  Terre  liciive 
aurait  décrit  autour  du  Soleil  dans  le  temps  [t  — T)  d’un  mou- 
vement uniforme.  On  appelle  cet  angle  anomnlic  moyrnne;  si  on 
le  désigne  par  M,  l’équation  précédente  devient 


M = E — e sin  E, 


et,  l’angle  auxiliaire  E une  fois  déterminé,  on  trouvera  l’anomalie 
vraie. par  l’équation 


tangv  = 


cos  f sin  E 
Cüs  E — e 


Dans  le  cas  d'une  petite  excentricité,  il  est  plus  commode  de 
développer  en  série  la  différence  de  l’anomalie  vraie  et  de  l’ano- 
malie moyenne.  On  a indiipié  diverses  méthodes  fort  élégantes 
dont  l’exposition  nous  entraînerait  trop  loin.  Si  l'on  a seidemcnt 
besoin  de  quelques  termes,  ce  qui  suffit  dans  le  cas  présent,  on 
peut  y arriver  facilement  de  la  manière  suivante.  Puis<iue  pour 
e ^ O,  V = M,  on  a 


i = M 4-  •/,  e -t- 


où  •/,,  V*  . . . sont  les  dérivées  successives  de  v par  rapport  à c, 
dans  l’expression  desquelles  nn  fait  ensuite  e = o. 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l’éqnation 


cos  y sin  E 
I — ccosE’ 


et  ilifférentions,  nous  obtenons 


cosy  ^ f/E  cosE — e 

sinv  sinE  1 — ecosE 


liif  cosE  — e 
cosy  I — ecosE 


«y  — — «E 

Sin  E 


sinv  . ncosy  sin  y . 

/to—  i f/E  H f/ç. 


cosy 


cos  y 


Différentions  aussi  l’équation  relative  à M,  en  y considérant  setr 
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leirunt  K »‘l  r romtnc  variables,  nous  aiirous 

/lE  — sinv/Zy, 

ti-j  sinv  ' ilv  sinv  , 

— = {?.  -h  r cosv  1 et  = { 2 -t-  e cosv  , 

€tf  COS^  {/f  cos’ç 

et,  en  faisant  e = o,  nous  aurons  v',  = i sinM. 

Pour  trouver  les  dérivées  d’ordre  supérieur,  on  pose  P — ^ 

et  Q = 2 +ecosv.  On  obtient  farileinent,  en  désignant  par  P',  , 
Q', les  valeurs  des  dérivées  de  P et  Q pour  e — o, 

P',  — cosM  .v',  = sin a M , 

Q',  = cosM, 

v'  = sinM.Q',  -+-  aP”,  - > sinaM, 

P’’,  =:  cos  M . v'  — sin  M . v',*  -i-  a sin  M — ’ sin  3 M + 7 sin  M , 
Q’,  ~ — 2 sin  M . v',  — 4 1 

•/;  — sin  M . Q'.  4-  2 Q',  P.  -I-  2 p;  = V si  n 3 M — 5 si  n M . 


On  aura  donc 

s = M 4-  2c  sin  M 4 e’  sin  2 M 4-  <”(“  sin  3 M — J sin  M)  4 ... 
= M 4-  ^2e  — ^ j sinM  4-  J e-  sinaM  4-  J J c’sin3M  4-  . . . . 

Pour  l’orbite  de  la  Terre  en  i85o,  e=o, 0167712.  Si  l’on 
substitue  cette  valeur  et  si  l’on  divise  par  sin  1 " pour  tout  convertir 
en  secondes,  on  trouve 

y =:  M 4- 6918", 37  sinM  4- 72", 52  sin  2 M -1-  i",o5sin3M, 

où  la  partie  périodique,  (|u'il  faut  ajouter  à l'anomalie  nioyenre 
pour  avoir  l’anomalie  vraie,  s’appelle  rquation  fin  centre. 

Puisque  le  mouvement  angulaire  apparent  du  Soleil  est  égal 
au  mouvement  angulaire  de  la  Terre  autour  ilu  Soleil,  on  obtient 
la  Inngitutie  vraie  du  Soleil,  en  ajoutant  à y la  longitude  n du 
Soleil  lorsque  la  Terre  est  nu  périhélie.  M 4-  o sera  la  longitude 
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d’un  Soleil  ficlif  se  déplaçant  uniformément  sur  l’écliptique,  ou 
la  lüiigituile  moyenne.  Soit  X la  première,  L la  seconde,  on  a pour 
la  longitude  vraie  du  Soleil  l’expression  suivante 

À = L-t-69i8",37  sinM -t- 7?.",5?.sin2M  4-  i*’,o5sin3M  (*}. 

Il  nous  sera  nécessaire,  plus  tard,  de  connaître  l’expression  de  * 
en  f<inction  de  L;  substituons  donc  L à M,  et  comme  M = L — ej 
et  O = 28o'’2i'4'">o>  "ous  aurons 

X =:  L 4-  i244".3i  sinL  +- 68o5",56  cosL 

— 67,82sin2L4-  25,66cosaL 

— o ,54siii3L — o ,yo  cos3L. 

L’ascension  droite  du  Soleil  et  sa  longitude  sont  liées  p-tr  la 
relation 

tangA  = tangX  cosc; 
d’où  l’on  déduit  (formule  17,  n"  11) 

A = X — tanc'-  sinaX  4-  j tang'  - sin4X  — . • 

et,  en  remplaçant  1 par  sa  valeur  23“ 27  3i  ,0  et  divisant  en- 
core par  sin  i", 

A = X — 889i',5G  sin 2.x  4-  191", 65  siii4X  — 5",5i  sinGX 
4-  o",  18 sin 8 X ~h.  ■ -f 

où  la  partie  périodique  prise  en  signe  contraire  s’appelle  redac- 
tion  à l'écliptiijiie. 

Substituons  dans  la  dernière  forimde,  au  lieu  de  X,  la  serie 
trouvée  plus  haut,  et  développons  les  sinus  de  la  somme  de  plu- 
sieurs arcs;  nous  trouvons,  toutes  réductions  faites,  apres  avoir 


(•)  * celle  ciprestlou  il  taiidrait  pour  plus  de  riBueiir  ojouUr  oiicutc 
l’efTei  de»  perturbations  proveiiaiil  dos  aulrcs  planètes,  et  celui  dos  petits 
mouvcioenls  des  points  «jqiiiiioxiaux. 
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divisé  par  iSpour  tout  réduire  en  temps  : 

A = L+  86,53  sinL  -+-  434»i5cosL 

— 5()6,64  sinaL -t-  i,6gcos2L 

— 3,^^sin3L — 18,77  cos3L 

i3,23sin4L—  0,1900^4^ 

o,i6sin5L+  o,8acos5L 

— o,36sin6L+  o,o2cos6L 

— o,oisiii7L — o,o4eos7L. 

43.  Temps  solaire  moyen.  — Ei/iiation  du  temps.  — Puis(]uc 
l’ascension  droite  du  Soleil  ne  varie  pas  unirurniéinent,  le  temps 
solaire  vrai,  toujours  égal  à l'angle  horaire  du  Soleil,  ne  peut 
servir  de  mesure  du  temps.  On  a donc  adopté  un  autre  temps 
uniforme,  le  temps  solaire  moyen  : il  est  donné  par  le  mouvement 
d'un  second  Soleil  fictif,  le  Soleil  moyen,  qui  se  meut  sur  l’étpia- 
teur  avec  une  vitesse  uniforme,  comme  le  premier  Soleil  fictif  sur 
l’écliptique.  L’ascension  droite  de  ce  Soleil  moyen  est  donc  égale 
à la  longitude  L du  premier  Soleil  liclif.  Il  est  midi  moyen  en  un 
lieu  quand  le  Soleil  moven  est  au  méridien,  c’est-à-dire  quand 
le  temps  sidéral  est  égal  à la  longitude  moyenne  du  Soleil,  et  le 
temps  moyen  est  à chaque  instant  égal  à l'angle  horaire  de  ce 
Soleil  moyen;  suivant  les  usages  astronomiques  on  le  compte 
de  o*"  à 24'“  dans  l’intervalle  d’un  midi  à l’autre.  Le  jour  cieit 
commence  12  heures  avant  le  jour  astionomigiie  de  même  date. 

D’après  Hansen,  le  temps  sidéral  à midi  moyen  de  i85o,  jan- 
vier o,  est  pour  Paris  iS**  3y'"  9',  261 , et  la  longueur  de  l'année 
tropique,  c’est-à-dire  le  temps  employé  par  le  Soleil  pour  reve- 
nir au  même  équinoxe,  est  365,242  2008  jours  solaires  moyens 
[voir  la  fin  du  n“  CO);  le  mouvement  tropique  moyen  du  Soleil 
en  un  jour  est  donc 

— - = 5u'8",33  ou  3'"  56",  555,  en  temps  sid. 

305,242.2008 

Le  teni[)S  sidéral  à midi  moyen  augmente  ainsi  chaque  jour 
de  3'"  56% 555;  celte  quantité  est  appelée  aeiélération  des  fixes 
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(par  rapport  au  Soleil);  il  est  facile  d'en  déduire  le  temps  sidéral 
à une  époque  quelconque. 

Pour  calculer  le  temps  sidéral  au  midi  d'un  autre  méridien, 
on  a pour  temps  sidéral  à midi  moyen  de  i85o,  janvier  o, 

1 8*"  39“  9*,  261  -t-  ^ S™  56*,  555, 

où  h désigne  en  heures  la  différence  de  longitude  avec  Paris,  prise 
positivement  à l’ouest,  négativement  à l’est  (*). 

La  relation  entre  le  temps  moyen  et  le  temps  vrai  s'obtient  à 
l’aide  de  l’équation  précédente  relative  à A.  Le  Soleil  moyen  tantôt 
précédera  le  Soleil  vrai,  tantôt  le  suivra,  comme  cela  résulte  du 
signe  de  la  partie  périodique  contenue  dans  A. 

Si,  pour  le  midi  moyen  d’un  lieu,  on  calcule  L,  c’est-à-dire  le 
temps  sidéral  à midi  moyen,  la  valeur  de  L — A donnée  par  la 
formule  précédente  sera  l’angle  horaire  du  Soleil  à midi  moyen  (**). 
On  appelle  équation  du  temps  la  quantité  qu'il  faut  ajouter  au 
temps  vrai  pour  avoir  le  temps  moyen.  Rien  n’est  jdus  simple 
que  d’obtenir  avec  l'expression  précédente  de  L — A,  l’équation 
du  temps  X |M>ur  l’instant  du  midi  vrai;  on  transformera  l'angle 
horaire  L — A en  temps  moyen  et  on  le  prendra  avec  le  signe 
contraire.  Suit  d’ailleurs  n le  moyen  mouvement  diurne  du  Soleil 
en  temps,  et  n le  mouvement  diurne  vrai  du  Soleil  pour  le 
jour  déterminé;  24''  de  temps  moyen  seront  égales  a 24''  — <e  de 
temps  vrai  ; on  a donc 

X 24’' 

A — L 24^  — (v' 


(’)  Un  derrail  encoro  ajouter  te  petit  luotivomenl  périodique  des  points 
équinoiiaux. 

(*’)  (.'expression  précédente  uc  donne  qu'une  retciir  approchée  de  L — A. 
La  vsteurexacte  doit  être  catcutco  à t'aide  des  Tables  du  Soteit  ; elle  est  ét;ulu 
A Is  ditTérenee  entre  le  lon{;itude  moyenne  du  Soleil  et  son  ascension  droite 
Traie. 

Les  Tables  du  Soleil  les  plus  récentes  sont  celles  de  Ilonsen  et  Olufsen 
( Copenhaque  18 j3),  et  celles  de  Le  Verrier  (dfirin/cj  de  l'Observatuhe  impé- 
rial, I.  IV). 


Digitized  by  Google 


127. 


ASTRONOMIE  Sl'HÊRIQl'E. 


d’où 


L’équation  qui  donne  A permet  de  trouver  racilcment  la  marche 
de  l'équation  du  temps  dans  le  cours  d'une  année.  Posons 
A — L = O et  prenons  seulement  les  trois  termes  les  plus  im- 
portants, nous  aurons  l’équation 

O = 86, 5 sinL  — SgtijG  sinaL  -i-  4^4  >i  cosL, 

qui  donne  les  valeurs  de  L pour  lesquelles  l'équation  du  temps 
est  nulle;  ce  sont  : L = 23“i6',  L = 83"26',  L=  i6o“  i5', 
L = 273“3',  valeurs  qui  correspondent  au.\  1 5 avril,  i4  juin, 
3i  août  et  24  décembre.  Les  époques  correspondantes  au  maxi- 
mum de  l’équation  du  temps  seront  données  par  l'équation  obte- 
nue par  la  difrérenliation,  et  on  trouvera  les  quatre  maxima 

-i- i4'“3i*  — 3“'53‘  -r-6'"i2*  — i6”i8* 

pour  Févr.  12  Mai  Jiiill.  26  Nov.  18 

Le  jour  vrai  est  le  plus  long  quand  la  variation  de  l'équation  du 
temps  en  un  jour  est  positive  et  maxima.  Cela  a lieu  le  23  dé- 
cembre; alors  cette  variation  est  de  3o*  et  par  conséquent  la  durée 
du  jour  vr.ii  est  24'*  o""  3o*.  Au  contraire,  le  jour  vrai  est  le  plus 
court  quand  la  variation  de  l'équation  du  temps  est  encore  un 
maximum,  mais  négative,  et  cela  a lieu  le  i5  septembre;  alors  la 
variation  de  l'équation  du  temps  est  — 2i*,  et  par  conséquent  la 
durée  du  jour  vrai  est  de  23'“  59“' 3g*. 

Les  notions  qui  précèdent  permeltraient  de  résoudre  tous  les 
, problèmes  relatifs  à la  transformation  des  diflérents  temps  les  uns 
dans  les  autres;  mais  il  a paru  utile  d'en  réunir  les  règles. 


Transformation  du  temps  moy  en  en  temps  sidéral  et  inverse- 
ment. — I"  Par  suite  de  son  mouvement  apparent  de  l'est  à l'ouest, 
le  Soleil,  dans  l'intervalle  d’un  équinoxe  du  printemps  au  suivant, 
se  trouve  eu  retard  sur  les  étoiles  d’une  révolution  diurne  tout 
entière;  le  nombre  de  jours  sidéraux  contenus  dans  l’anni-e  tro- 
pique est  donc  plus  grand  d'une  unité  que  le  nombre  des  jours 


Digitized  by  Google 


MESURE  DU  TEMPS. 


23 


moyens.  Par  conséquent 

• J/  . 365,242201  , 

Ln  jour  sidéral  = jour  moyen 

i5(H)  j 201 


= un  jour  moyen  — 3”55‘,909  de  temps  moyen, 


,T  366,242  201  . .... 

Un  jour  moyen  = --  ^ — jour  sidéral, 


365,242201 
= un  jour  sidéral 


3" 56', 555  do  temps  sidér,il. 


Si  donc  0 désigne  le  temps  sidéral , M le  temps  moyen,  6,  le 
temps  sidéral  à midi  moyen,  on  a 


„ ,24>>  -3"'55%t)09 

„ 24'' + 3™  56-,  555 

00+  M — ? 

24 


On  peut  calculer  le  temps  sidéral  à midi  moyen  comme  on  l’a 
fait  précédemment;  on  le  trouve  aussi  dans  les  éphémérides,  où 
il  est  donne  pour  chaque  midi  moyen. 

On  facilite  le  calcul  précédent  en  construisant  des  Tables  <]ui 
donnent  pour  toutes  les  valeurs  de  t les  quantités 

2.4'* — 3”’55*,Qof)  24’’ -t- 3”5(i’,  555 

— -0,:— ^ ' et  -V.: t. 


Ces  Tables  se  trouvent  d’ailleurs  dans  les  Annuaires  et  dans  les 
Recueils  de  Tables  astronomiques. 


Exemple.  — On  donne  le  temps  sidéral,  i849  j"*”  9» 
i4'‘  i6"‘36*,35  : transformer  ce  temps  en  temjis  moyen  de  Ber- 
lin. 

Le  Jahrhuch  de  Berlin  donne  pour  valeur  du  temps  sidéral 
au  midi  moyen  du  jour  indiqué  5'' 10™  48%  3o  ; il  s’est  donc 
écoulé  depuis  le  midi  moyen  jusqu’au  temps  donné  g'‘5"'4^‘io5 
de  temps  sidéral  ; les  Tables  auxiliaires  ou  la  raulliplicaliou  di- 

, r *4'‘ — 3'"55*,  qoq  . ,, 

recte  par  le  facteur  Tj; montrent  que  cet  intervalle 


est  égal  .i  9'' 4”'  i8‘,64  de  temps  moyen. 

2"  Si  le  temps  moyen  était  donné,  on  le  transformerait  en  temps 
sidéral  à l’aide  des  Tables  et  on  ajouterait  le  temps  sidéral  à midi 
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inoven;  le  résultat  donnerait  le  temps  sidéral  correspondant  au 
temps  mojen  donné. 


45.  Transformation  du  temps  r:rai  en  temps  ntoyen  et  inver- 
sement. — I®  Pour  transformer  le  temps  vrai  en  temps  moyen,  il 
suffit  de  prendre  dans  les  éphémérides  l'équation  du  temps  cor- 
respondante au  temps  vrai  donné,  et  de  l'ajouter  algébriquement 
au  temps  donne. 


Evemplr.  — he  Jahrbuch  de  Berlin  donne  les  valeurs  suivantes 
de  l'éiiuation  du  temps  à midi  vrai  : 


• Diir.  l!  Dill.  II. 

1819  Juin  8 — i”ï(>’,73 

-t-  ii‘,3G 

9 — 9,37  -t-o’,27 

-h  I I , Ü3 

10  — 0.57,74 

Ainsi  pour  le  temps  vrai  : juin  rj,  fj''  5‘"23‘,6o,  l’équation  du 
temps  est  — i'"  5*,o4  et  par  suite  le  temps  moyeu  correspondant 
est  9'’  4“’  18’, 56. 

2"  Dans  la  transformation  du  temps  moyen  en  temps  vrai,  on 
se  sert  de  l’équation  du  temps;  mais  puisque,  dans  les  éphéme- 
rides,  elle  est  donnée  pour  le  temps  vrai,  il  faudrait  en  réalité 
connaître  déjà  le  temps  vrai  afin  d’interpoler  l’équation  du  temps. 
Mais  en  raison  de  la  petitesse  de  la  variation  diurne  de  cette 
équation,  il  suffit  d’ajouter  au  temps  donné  une  équation  qui  ne 
lui  corresponde  qu’approximativement.  On  interpole  ensuite  l’é- 
quation du  temps  avec  cette  valeur  approchée  du  temps  vrai. 


Exemple.  — Soit  donné  le  temps  moyen  g'‘ 4'”  18',  56.  Nous 
prendrons  — 1“’  pour  équation  du  temps;  avec  le  tem|is  vrai 
g'‘5“i8‘,56,  nous  trouverons  — i”’5*,o4  pour  équation  du 
temps  et  par  suite  le  temps  vrai  c)'‘  S”  a3‘,6o. 

Le  Nnuticat  Atmannc  contient  avec  l’éc|uation  du  temps  pour 
chaque  midi  vrai,  la  quantité  L — A pour  chacpie  midi  moyen 
qu’il  faut  ajouter  au  temps  moyen  pour  avoir  le  temps  vrai.  Dés 
lors  la  régie  à suivre  est  la  même  dans  les  deux  cas,  en  employant 
cette  seconde  Table  pour  la  transformation  du  temps  moyen  en 
temps  vrai. 
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46.  Transformation  du  temps  vrai  en  temps  sidéral  et  inverse- 
ment. — i“  Puisque  le  temps  vrai  est  égal  à l’angle  horaire  du  So- 
leil, il  suffira  de  lui  ajouter  l’ascension  droite  du  Soleil  pour 
obtenir  le  temps  sidéral. 

Exemple.  — D'après  le  Jahrbuch  de  Encke,  on  a à Berlin  les 
ascensions  droites  suivantes  du  Soleil  à midi  vrai  : 


i849  Juin  8 
9 

lo 


5"  5"’3o’,79 
5.  9.  38,  75 
5. 1 3.  46,  98 


Di(T.  I.  Diir.  II. 


+ r/.ae 
4.8, 73 


o‘,77 


Veut-on  maintenant  transformer  en  temps  sidéral  g**  S""  7.3*, 60 
de  temps  vrai  pour  le  9 juin?  A cette  époque  l’ascension  droite 
du  Soleil  est  égale  à S*"  1 1“  12*,  ”5,  et  par  suite  le  temps  sidéral 
est  égal  Jt  i4’’ 

2°  Dans  la  transformation  du  temps  sidéral  en  temps  vrai,  on  a 
besoin  d'une  valeur  approchée  du  temps  vrai,  pour  l’interpola- 
tion de  l’ascension  droite  du  Soleil.  Mais  si  du  temps  sidéral 
donné  on  retranche  l’ascension  droite  du  Soleil  correspondante 
au  commencement  du  jour,  on  obtient  le  nombre  d'heures  sidé- 
rales écoulées  depuis  cette  époque.  Il  faudrait  transformer  ces 
heures  sidérales  en  temps  vrai  ; mais  il  siiflii  de  les  transformer 
en  temps  moyen  et  d'interpoler  l’ascension  droite  du  Soleil  pour 
cette  époque;  en  la  retranchant  ensuite  du  temps  sidéral  donné, 
on  obtient  le  temps  vrai. 

Exemple.  — I-u  9 juin,  l’ascension  droite  du  fioleil  à midi 
vrai  est  38',  ^5;  par  conséquent,  depuis  le  temps  ydéral 

i4*'  16'"  36', 35,  il  s’est  écoulé  g''6"57',6o  de  temps  sidéral,  ou 
g*" S"" 28*, 00  de  temps  moyen;  interpolons  pour  ce  temps  l’as- 
frension  droite  du  Soleil,  nous  obtiendrons  S**  11"’  12’,  ^5;  le  temps 
vrai  cherché  est  donc  g*"  S""  73', 60. 

On  peut  aussi  faire  cette  conversion  en  transformant  le  temps 
sidéral  en  temps  moyen,  et  celui-ci  en  temps  vrai,  4 l’aide  de  l’é- 
quation du  temps. 
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Remarque.  — Si  Pon  vent  cITecimT  ces  IransOfrmalions  potir  le  temps  t 
d'un  méridien  dont  la  dilTérence  de  longiiudc  avec  le  méridien  de  Pêpheinr. 
ride  est  A (prise  positivement  à l'ouest,  iié(;ativement  i l’est),  il  faut  in- 
terpoler, pour  le  temps  X -H  A,  le  temps  sidéral  i midi  mojen,  l'équation 
du  temps  et  l'ascension  dr(dle  du  Soleil  tirés  des  éphéméridet. 


lY.  — Problèmes  relatifs  au  mouvemf.xt  diurne. 

47.  Epoque  de  culmination.  — Par  suite  du  mouvement  diurne, 
un  astre  passe  deux  fois  par  jour  au  méridien  d'un  lieti,  à sa 
culmination  supérieure  quand  le  temps  sidéral  est  égal  à son 
ascension  droite,  à sa  culmination  inférieure  quanri  le  temps  si- 
déral la  dépasse  de  12  heures.  L’époque  de  la  culmination  des 
étoiles  fixes  s’obtient  donc  immédiatement.  Mais  si  l’astre  a un 
mouvement  propre,  il  faudrait  en  réalité  connaître  l’époque  de  In 
culmination,  afin  de  calculer  ensuite  l’ascension  droite  corres- 
pondante. 

Pour  le  Soleil  l’équation  du  temps  ù midi  vrai,  déduite  des 
éphémérides,  donne  le  temps  mo^en  du  passage  au  méridien  pour 
lequel  les  éphémérides  ont  élé  construites;  et  cette  équation, 
interpolée  pour  le  temps  vrai  k,  donne  le  temps  moyen  de  la  cul- 
mination, pour  un  méridien  dont  la  différence  de  longitude  à 
l’ouest  est  X . 

Les  lieux  de  la  Lune  et  des  planètes  sont  donnés  dans  les  éphé- 
mérides pour  les  midis  moyens  d’un  méridien  déterminé.  Dési- 
gnons par  /(a)  l’ascension  droite  exprimée  en  temps  de  l'astre  à 
midi,  par  t le  temps  de  la  culmination  ; l’ascension  droite  de 
l’astre  pour  l’époque  de  sa  culmination  sera  d’après  la  formule 
d’interpolation  de  Newton,  si  l’on  s’arrête  aux  différences  troi- 
sièmes, 

/(a)  t/'{a  -t-  l)  + 

ou  encore  plus  exactement 

f{a)  + tf  [a  + ■ ) -A-  '). 

Cette  grandeur  doit  être  égale  au  temps  sidéral  à l’instant  dont 
noos  parlons;  0,  étant  le  temps  sidéral  à midi  moyen  et  a4  heures 
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l’intervalle  des  argiimcnls de  f{n),  on  aura  donc  l'éqiialion 
d’où 

_ /(«)  — 0.  

2.4'-3'"56s56  _/'(<,  4-  ;) 

t se  trouve  encore  dans  le  second  membre,  mais  puisque  les  dif- 
férenres  secondes  sont  toujours  petites,  on  peut,  en  calculant 
cette  formule,  remplacer  dans  le  second  membre  t par  la  valeur 

approchée  ( ). 

La  grandeur  0,  — f{o)  est  l'angle  horaire  de  l'astre  pour  le 
midi  du  méridien  pour  lequel  les  éphéinérides  ont  été  construites; 
si  k est  la  longitude  d’un  autre  lieu,  prise  positivement  à l’ouest, 
l’angle  horaire  à l’est  serait  pour  ce  lieu  f{a)  — 0, + et  le 
temps  de  la  culmination  pour  ce  lieu  en  temps  du  premier  méri- 
dien 

/(")  ~ ^ ^ 

24'’  3“  56',56  —/'{a  -4-  /'{«  -t- 1) 

et,  en  temps  du  lieu, 

— X. 

Exemple.  — Soient  données  les  ascensions  droites  de  la  Lune 
en  temps  moyen  de  Berlin  : 


/(«,'• 

bai 

Diir.  1. 

Diir.  II. 

Juin.  14,3 

i3  7 5,3 

m • 

-1-  27  '7><i 

• 

i5,o 

13.34.22,9 

-4-  27.58,8 

+ 41.2 

i5,5 

14.  2.21,7 

28.42,3 

■+-  43,5 

16,0 

i4.3i . 4,0 

(*)  Si  la  difTérenca  dri  trgumrnla  d« /{a)  était  ta  hiuiret  an  lion  de  i4> 
la  premier  terme  du  dénominateur  de  la  formule  prérédente  serait 
II**  1™  58', aS,  et  si  l'on  parlait  d'une  valeur  de f{a)  dont  l'argument  serait 
minuit,  il  faudrait  employer  0,  -t-  12^  i"*  5S',i8  au  lieu  dr  0,.  * 
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et  en  même  temps  le  temps  sidéral  à midi  moyen,  juillet  i5, 
e,=:  ■j'‘ 33“ 'j*,9  : calculer  le  temps  de  culmination  de  la  Lune 
pour  Greenwich. 

La  différence  des  longitudes  de  Greenwich  et  de  Berlin  est 
/ =-+-  53™ 34*, 9,  le  numérateur  de  i'  sera  donc  6’'54”49*>9> 
les  premiers  ternies  du  dénominateur  donnent  1 1*'33“59’,5,  et 
la  valeur  approchée  de  l'  sera  égale  à 0,597  correction  du 

dénominateur  sera  donc  -I-  8*,5  et  la  valeur  corrigée  de  l'  égale 
à 0,597  7*'  '7">°»  temps  du  lieu  l’époque  de  la 

culmination  sera  G**  i6“4^'i'- 

Pour  la  culmination  inférieure,  en  désignant  par  a la  valeur 
de  l'argument  la  plus  voisine  de  cette  culmination,  on  aura  l'é- 
quation 

0,  -I-  t ( a4''  3“  56", 56 ) 

= i2''-t-/(n)  + t/'(a  -I-  4)  -I- 

et,  en  général  pour  un  lieu  de  longitude  X, 

l2^‘-i-/(o)  

24''  3“ 56*, 56  -/'(fl  + i)  - -t-  -;  ) 

ou,  si  l'intervalle  de  l'argument  est  12  heures,  ' 

I2'*-4-/(fl)  — 0.-1-  X 

I2''i“58‘,28-/'(fl  -f-  T ) 

Exemple.  — Soit  à calculer,  juillet  i5,  à Greenwich,  l'époque 
delà  culmination  de  la  Lune;  on  partira  de  juillet  i5,5,  et  le 
numérateur  sera  7'''2o“5o*,4;  premiers  termes  du  dénominateur 
donneront  1 1''33"'  16’, o;  parconséquent  la  valeur  approchée  de /' 
sera  égale  à 0,6359  et  la  valeur  corrigée  0,63577  ou  7'' 37”’45',  i • 
La  culmination  inférieure  aura  donc  lieu  à i9''37™43‘, > > temps 
de  Berlin,  ou  h i8'‘44“’  temps  de  Greenwich. 

48.  Époque  lia  lever  et  du  roucher.  — Dans  le  n”  35  on  » 
trouvé  l'équation 

, sinX  = sinysin^ -t- cosf  cos^  cosr. 
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Lorsque  l'astre  est  à l’horizon  h = o,  et  l'on  a 

O = sini)i  sinJ  -+-  cosç  cosi  coit,, 
ou 

(a)  coit,  — — tangftangL 

Au  moyen  de  rette  formule  on  trouve  pour  une  latitude  dé- 
terminée y,  l'angle  horaire  correspondant  au  lever  ou  au  coucher 
d’un  astre  dont  la  déclinaison  est  S.  La  valeur  absolue  de  cet 
angle  s’appelle  le  demi-arc  diurne  de  l’astre.  Si  l’on  connaît  le 
temps  sidéral  du  passage  de  l’étoile  au  méridien,  c’est-à-dire  son 
ascension  droite,  on  aura  le  temps  sidéral  du  lever  ou  du  cutichcr 
en  diminuant  ou  en  augmenLmt  l’ascension  droite  de  la  valeur 
absolue  de  t,.  * 

Les  règles  i]ue  nous  avons  données  permettent  ensuite  de  trans- 
former en  temps  moyen  le  temps  sidéral  obtenu. 

Exemple.  — Calculer  l’époque  du  lever  et  du  coucher  d’Arc- 
turus  à Berlin  pour  1861,  j.invitr  o.  — On  a pour  Arctiirus 

a = i4’’9'”  19*,  3,  5 = -I-  19"  54' 29*, 

de  plus 

y = 52”3o'i6". 

Avec  ces  valeurs  on  obtient  pour  le  demi-arc  diurne 

t,=  1 1 8®  I o'  I ",  3 = 7*'  5a“  4°*' 

Arctiirus  se  lève  donc  à G**  16“  39*  et  se  couche  à aa*'  i'"59*  de 
temps  sidéral. 

Pour  trouver  l’heure  du  lever  et  du  coucher  d’un  astre  errant, 
il  faut  connaître  la  déclinaison  pour  cette  époque;  on  résoudra 
donc  la  question  en  faisant  le  calcul  deux  fois,  par  la  méthode  des 
approximations  successives.  Pour  le  Soleil  le  calcul  est  simple.  On 
prend  d’abord  une  valeur  approchée  de  la  déclinaison,  avec  la- 
quelle on  obtient  une  valeur  approchée  de  l’angle  horaire  du  Soleil 
ou  du  temps  vrai  au  moment  de  son  lever  ou  de  son  coucher.  Or 
dans  les  éphémérides  les  déclinaisons  du  Soleil  sont  données  pour 
raidi  vrai;  un  peut  donc  par  interpolation  trouver  la  déclinaison  à 
l’époqne  du  lever  ou  du  coucher,  et  avec  elle  recommencer  le 
calcul. 

î) 
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Pour  la  Lune,  le  raleul  est  plus  long.  Après  avoir  cherché  les 
temps  moyens  des  deux  culminations  inférieure  et  supérieure 
consécutives,  on  en  peut  déduire  le  tem|>s  moyen  correspondant 
à chaque  angle  horaire  intermédiaire;  dés  lors  si  avec  une  dé- 
clinaison approchée  de  la  Lune  on  trouve  un  angle  horaire  ap- 
proché du  lever  et  du  coucher,  on  aura  la  valeur  corrcs|>ondante 
du  temps  moyen;  on  ti'ouvcra  ensuite  par  intei |mlation  une  va- 
leur jjIiis  approrhé’e  delà  déclinaison,  avec  laquelle  on  recom- 
mencera le  calcul.  On  verra  un  exemple  de  ce  calcul  au  n°  78. 


Brnhtrejur.  — LVqtiatioii  («)  rclalive  h raii{*lo  boiaircdu  Ie%eret  du  cou- 
cher |jeul8c  mettre  »oti£  une  autre  (orme,  parfois  commode,  et  obtenue  par 
une  traruiformalinn  connue  : 


Une* 


3 


cos  — o) 
CO»  ( y -I-  o'  ) 


49.  Lever  et  coucher  des  astres  aux  diverses  latitudes.  — La 
lormiile(n)  du  n*  48  donne  la  raison  de  toutes  les  apparences 
ipie  prérsenleiit  le  lever  et  le  coucher  des  astres  pour  les  differents 
points  de  la  surface  de  la  Terre. 

Si  J est  positif,  l'étoile  est  au  nord  de  l’é'qiiateur,  et  cosf,  sera 
négatif  pour  un  lieu  de  l’hémisphère  boréal  ; t,  sera  donc  plus  grand 
que  rjo",  et  l’eloile  restera  plus  longtemps  au-dessus  de  l'horizon 
qu’au-dessous.  Au  contraire,  pour  une  étoile  de  déclinaison  aus- 
trale, t,  sera  plus  petit  que  go",  et,  en  un  lieu  de  l’hémisphère 
boréal  de  la  Terre,  l’étoile  restera  moins  longtemps  au-dessus  de 
l’horizon  qu’au-dessous.  Pour  riiémisphérc  austral,  ly  est  négatif, 
et  tout  se  passe  en  sens  inverse,  car  dans  ce  cas  l’arc  diurne  d’une 
étoile  australe  est  plus  grand  que  i?.  heures.  Si  (p  = o,  r,  = 90“ 
pour  toute  valeur  de  (î ; à l’éiptateur  les  étoiles  restent  donc  aussi 
longtemps  au-dessus  de  l'horizon  qu’au-dessous.  Si  ô o on  aura 
aussi,  pour  toute  valeur  de  ç,  /,  = i)o";  on  voit  donc  qu’en  un 
lieu  (|uelcou(pie  de  la  Terre  les  étoiles  é(piatoriales  restent  le  même 
temps  au-dessus  et  au-dessous  de  l’horizon. 

Ainsi,  quand  le  Soleil  est  au  nord  de  l’equateur,  le  jour  est, 
pour  un  lieu  de  rhémisplière  boréal,  plus  long  que  la  nuit;  l’in- 
verse a lieu  (piand  le  Soleil  est  au  sud.  Mais  si  le  Soleil  est  sur 
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l’éqiialeiir,  pour  tout  lieu  de  la  Terre  le  jour  est  égal  h la  nuit. 
Pour  les  habitants  de  requateiir,  il  en  est  toujours  ainsi. 

La  valeur  de  t,  ne  sera  du  reste  possible  que  si  tangf  lang^  i . 
Dès  lors,  pour  un  lieu  de  latitude  un  astre  ne  se  couchera  pas  si 
tangiî  < rotang f ou  J<;r)o" — y;  si  ô = t)o" — y,  r,  =:  180", 
l’astre  n'atteint  l’horizon  qu’à  sa  culmination  inferieure  ; quand 
<)o“ — il  ne  se  couche  jamais.  Au  contraire,  la  déclinaison 
australe  est-elle  plus  grande  que  90" — ÿ>  l’astre  ne  s’élève  jamais 
au-dessus  de  l’horizon. 

Puisque  la  déclinaison  du  Soleil  est  toujours  couiprise  entre  — t 
et  -t-  I,  il  y a certains  lieux  de  la  Terre  pour  lestpiels  le  Soleil,  aux 
jours  des  solstices,  ne  se  lève  ou  ne  se  couche  point;  ce  sont  ceux 
qui  ont  pour  latitude  ItoréalÇ  ou  australe,  90° — e ou  Gf)"  3o'.  Ces 
lieux  sont  situés  sur  les  deux  crrcles  pulairi'S.  Pour  un  lieu  situé 
dans  l'intérieur  de  l’un  des  cercles  polaires,  le  Soleil  reste  en  été 
d’autant  plus  longtemps  au-dessus  de  l'horizon,  en  hiver  d’autant 
plus  longtemps  au-dessous,  que  l’on  se  rapproche  davantage  des 
pôles. 

Rfmartfue.  — Un  pniijt  A de  réqtialeur  se  lève  quand  son  angle  horaire 
est  egui  à Siiit  a rascension  droite  do  ce  point;  nu  obtient  les  étoiles 
qui  se  lèvent  en  mémo  temps,  en  faisant  passer  un  grand  cercle  par  lu 
point  A et  par  les  points  de  la  sphère  culoste  definis  par  les  ascensions 
droites  « — 6^  et  « -t-6^,  et  les  dcclinaisons  — (90®  — ?)  »*l  -t-  90°  — p. 

On  obtient  aussi  lus  cloiies  qui  se  c.>uchont  en  même  temps  que  le  point  A 
en  faisant  passer  un  grand  cercle  par  le  point  A et  les  points  dont  les  ascen- 
sions droites  sont  x et  « — et  dont  les  déclinaisons  sont  rekpeclive- 
ment  — (90”  — ç?)  et  4-  90®  — Ainsi  le  point  qui,  à l’époque  du  lever  du 
point  A,  était  h sa  culmination  inférieure  et  à Phorizon,  sera  h iVpoque  de 
sa  culmination  supérieure  élevé  d'un  ari-  p ati -dessus  du  pdle,  ou  d'un  arc 
au>d<-iius  du  l'horizon  nord.  Sous  une  latitude  du  constellations 

iourtienl,  en  il  heures  sidérales,  de  90®  par  rapport  à l'horizon,  car  le  gfond 
cercle  qui  se  lève  en  môme  temps  qu'un  point  de  l'éqnaleur  est  perpeudi* 
Ciliaire  à l'horîtnn  au  moment  du  coucher  de  ce  point.  A t'éqiiaieur,  toutes 
les  eluilcs  qui  se  lèvent  en  môme  temps  se  couchent  en  môme  temps, 

50.  Amplituflc  ortivc  et  amplitude  oecaic»  — Pour  trouver  le 
point  tie  Phorizon  où  une  étoile  se  lève  et  se  couche,  il  suffit  de 
poser  /i  = O dans  Péquution 

sin^  = sin^ sin/i  — cos^  cos/r  cosA, 

9- 
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trouvée  au  n°  34  On  a ainsi 


(*) 


cosA,  = — 


sin^ 

COSf 


La  valeur  négative  de  A,  est  l'azimut  de  l’étoile  à ton  lever,  la 
valeur  positive  est  l’azimut  à son  coucher.  La  distance  de  l’étoile 
au  moment  de  son  lever  ou  de  son  coucher  aux  vrais  points  est  et 
ouest  s’appelle  amplitude  ortivc  ou  amplitude  occase.  Désignoiis-la 
par  A,,  nous  aurons 

A,  = 90"  + A, 

et,  par  suite, 

le]  sinA,  = ) 

' ' cos^ 

où  A|  est  positif,  si  l’étoile  se  lève  ou  se  couche  en  un  point  situé 
au  nord  de  la  ligne  est-ouest,  négatif  si  ce  point  est  au  sud. 

I.a  formule  (c)  relative  à l’amplitude  ortive  ou  occase  peut  se 
mettre  sous  une  autre  forme  ; en  effet 


I — sinA,  sini|(  — sinJ 

I -+■  sinA,  sinij>  -h  sinj’ 

où  = 90° — f ; on  en  conclut 


Pour  Aretnrus,  on  obtiendrait,  avec  les  valeurs  de  S et  f don- 
nées plus  haut, 

A,  = 34°  o'.g. 

51.  Distance  zénithale  d'une  étoile  à l’époque  de  sa  culmi- 
nation. — Dans  l’équation 

sin/i  = sinf  sin  J -)- cosip  cosJcost, 


remplaçons  cosr  par  1 — 2 sin’  nous  obtiendrons 
sinA  =:  cos(y  — <î)  — 2 cos(f  coso  sin-  -• 
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Ainsi  à des  valeurs  égales  de  t de  part  et  d’antre  du  méridien 
currespoodent  des  hauteurs  égales;  de  plus,  comme  le  second 
terme  est  toujours  négatif,  h sera  maximum  pour  r=:o,  et  ce 
maximum  lui-méme,  ou  plutôt  la  distance  zénithale  de  l’étoile  .à 
sa  culmination  supérieure,  se  tire  de  l’équation 

(rf)  cosz  = cos(®  — 5), 

d'où 

z = ±(ç  — J). 

Noos  prendrons  en  général  z = 3 — if,  en  d’autres  termes, 
nous  considérerons  comme  négatives  les  distances  zénithales  aus- 
trales, car  pour  les  étoiles  M]ui  passent  au  méridien  au  sud  du 
zénith,  on  a 3 <^<f. 

Au  contraire,  pour  la  culmination  inférieure,  c’est-à-dire 
pour  i8o°,  h sera  minimum,  comme  on  le  voit  aisément  en 
remplaçant  t par  t8o°-t-  t'  étant  compté  depuis  lu  partie  du 
méridien  qui  est  au-dessous  du  ptMe.  On  a en  efl'et  dans  ce  cas 

sinô  = sin  V sin^  — cosf  cosJcosr' 


ou,  en  remplaçant  encore  cosr'  par  i — a sin* 


sin  A = cos[  tSo"  ^ -I-  5)]  -I-  a cos^ cosdsin* 


r 

a 


Puisque  le  dernier  ternie  du  second  membre  est  toujours  po- 
sitif, h sera  minimum  pour  i'  = o,  c'est-à-dire  à la  culmination 
inférieure,  et  alors 

cosz  ==  cos[iBo”:p  (<f  -i-  3)]. 

Hais  comme  z est  toujours  plus  petit  que  90",  si  l’étoile  est  vi- 
sible à sa  culmination  inférieure,  il  faut  prendre  le  signe  supérieur 
pour  un  lieu  de  l’hémisphère  boréal,  le  signe  inférieur  pour  un 
lien  de  l’hcmisphére  austral  ; d'après  ce  qui  précède,  on  a donc 
dans  le  premier  cas 

s = 180°  — (*  -(-  d ), 

et  dans  le  second 

Z = — (i8o“-i-  f -f-  4). 
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Exemple.  — La  dcriinaisnn  de  Véga  (»  Lvre)  esl  38°  3g'; 
donc  pour  la  latitude  de  Berlin  S — y ~ — 1 3°5i'.  L’étoile  Vega 
passe  donc  à sa  culmination  supéi  ieure  à Berlin  au  sud  du  zé- 
nith, et  à une  distance  de  i3°5i',  comptée  sur  le  méridien.  De 
plus  180“ — <p  — S,  ou  la  distance  zénithale  h sa  culmination  in- 
férieure, est  égale  à 88"  5 1'. 

52.  Époque  lie  tu  plus  grande  hauteur  d’un  astre  dont  ta  dé- 
clinaison est  variable.  — Un  astre  dont  la  déclinaison  ne  change 
pas  |«-ndant  son  séjour  au-dessus  de  l’horizon  est  it  sa  plus  grande 
hauteur  au  moment  où  il  passe  au  méridien;  mais  si  sa  déclinaison 
varie,  il  atteint  sa  plus  grande  hauteijr  hors  du  méridien.  Diffé- 
rentions  la  formule 

cosz  ==  siny  sino  4- cosç  cos5  cosr  • 
en  y considérant  i,  J et  / comme  variables,  nous  aurons 
— ûnzdz  = (sin  y cosiî  — rosu  sindcosf)  do  — eosy  cos  5 sin  r dt. 

Si  Z est  minimum,  dz  — o,  d’où 

sint=  (laogy — tanga  eost). 


Cette  équation  donne  l’angle  horaire  de  l’astre  à l’époque  de  sa 
plus  grande  hauteur;  est  le  rapport  de  la  variatio’n  de  la  dé- 
clinaison à la  variation  de  l’angle  horaire,  de  telle  sorte  que  si, 
par  exemple,  dt  représente  une  seconde  d’arc,  est  la  variation 

de  la  déclinaison  en  de  seconde  de  temps.  Piiiscpie  pour  tous 
les  astres  ce  rapport  est  petit,  nous  pouvons  confondre  sinr  avec 
l’arc  et  remplacer  cost  par  l’unité;  nous  obtenons  ainsi  pour 
l'angle  horaire  de  la  plus  grande  hauteur 


is) 


dS  , ao6a65 

‘~lli  — T^’ 


où  — est  la  variation  de  la  déclinaison  en  une  seconde  de  temps, 
et  où  t est  donné  en  secondes  de  temps.  Il  faut  toujours  ajoiilcr 
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algébriquement  cet  angle  horaire  t,  au  temps  de  la  culniinalion, 
pour  obtenir  l'époque  de  la  plus  grande  hauteur 

Si  l'astre  passe  au  méridien  au  sud  du  zénith  et,  dans  sa 

marche,  s’approche  du  pôle  nord,  auquel  cas  ~ est  positif,  si 

en  outre  <sj  est  positif,  la  plus  grande  hauteur  a lieu  après  la  cul- 
mination ; au  contraire,  quand  la  déclinaison  diminue,  l'époque  de 
la  plus  grande  hauteur  précède  celle  de  la  culmination.  L'inverse 
aurait  lieu  si  l’.astre  passait  au  méridien  entre  le  pôle  et  le  zénith. 


53.  Formules  tliffcrcntielles  rrlatiees  h l'iiziiuut  et  à ta  hau- 
teur pour  une  variation  rie  angle  hnrnirr,  — La  différentiation 
des  formules 


cos  A sin  A = cosS  sin/, 

cos/i  cosA  = — cosip  sinJ  -f-  sin^  roso  cosr, 

donne 

sin/i  — = cosiî{sin'y  sin  t eosA  — cos  t sin  A), 
cos  A — = cosiï  (siniy  sin  f sin  A -+■  cosr  cos  A', 


ou,  d’après  le  n°  36, 


(A) 


^ — — cosiî  sin/j  =—  cosffsinA, 

^ cos  A — + cos  a cos/i. 


On  emploie  souvent  encore  les  dérivées  du  second  ordre.  On  a 

S'ÎCOS 
cos  A 


f/’A  et  A.  coss  coS'îcosA  cos/> 

il)  ——  — cos®  cos  A — • — — 

' ^ elt 


lit 

et,  par  suite, 

(A) 


etl 


^ cosiîsin/j  = cos^  sin  A, 

d^z  cos^cosJ eos A cos p 


dn 


cos  A 
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De  plus,  de  la  seconde  des  formules  (A)  on  déduit 

J t d' K L * • dp  , dh 

— — cosAcostf  sin/>  — + cosacos^  sinA  — , 


et  de  la  formule 


sin  f = sin  A sin i 4-  cosA  cosJ  cos/>, 
on  obtient  par  différentiation 

cos  A cos^  sin/>  — ~ (cos  A sini  — sin  A cos5  coso)  — • 

dt  (if 

En  conséquence,  on  a 
rf’A 

eos’A  = (cosA  sin^  — 2 cosJ sinA  cos/>)  cosS  sin/7, 

et,  à l'aide  de  la  relation 

cosy  cosA  = — sinJ  cosA  4-  sin  A cos5  cosp, 


que  donne  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  léniih  et  l'étoile,  et 
dans  laquelle  on  a introduit  A au  lieu  de  p,  on  obtient 


cos’  A 


rf’A 

dr 


— — cosf  sioA  (rosA  sin5  4-  a cosf  cosA). 


54.  Passage  des  étoiles  dans  le  premier  vertical.  — Puisque 
l'on  a 


dh 

— = — cosf  sinA, 


— est  égal  à o et  par  suite  A maximum  ou  minimum  quand 

sin  A = o,  c'est-à-dire  quand  l'astre  est  au  méridien. 
dh  , , . 

Déplus  — est  maximum  quand  sinA  =±  i,  c est-a-dire 
lorsque  A = 90"  ou  = 270". 

La  variation  de  hauteur  d’une  étoile  atteint  donc  son  maximum 
au  moment  où  celle-ci  passe  par  le  vertical  dont  l'azimut  est 
90®  ou  270“.  Ce  cercle  vertical  s’appelle  le  premier  vertical. 
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Pour  trouver  l'époque  du  passage  d’une  étoile  au  premier  ver- 
tical et  sa  hauteur  à cet  instant,  il  suffit  de  faire  A = 90"  dans 
les  formules  du  n"  34,  nu  de  considérer  le  triangle  formé  par  l'é- 
toile, le  zénith  et  le  pôle,  rectangle  dans  ce  cas;  on  obtient  ainsi 


in 

et  enfin 


cosf  = 


tang  j 
tangip' 


sin/i  r= 


sin^ 

siof 


sin/>  = 


COSf 

co  s J 


Si  ^ > Ÿ,  la  valeur  de  cosf  est  impossible,  et  l'étoile  ne  passera 
jamais  par  le  premier  vertical,  mais  elle  passera  au  méridien  entre 
le  zénith  et  le  pôle;  3 est-il  négatif,  cosf  est  aussi  négatif;  mais, 
puisque  pour  des  latitudes  boréales  les  angles  horaires  des  étoiles 
australes  sont  toujours  plus  petits  que  90°  pendant  leur  séjour 
au-dessus  de  l'horizon,  ces  étoiles  n'atteindront  pas  non  plus  la 
partie  visible  du  premier  vertical. 


Exemplb.  — Pour  Arcturuset  In  latitude  de  Berlin,  on  obtient 
f=73"5?.',  I =4'* SS'"  28*,  /i  = 25"24',9. 


Arcturus  passe  donc  à Berlin  au  premier  vertical  9'' . 13*”  5 1*  avant 
sa  culmination  et  ■9''4'°.47*  après. 

Si  l'angle  horaire  est  voisin  de  o,  cosf  et  sin/i  ne  déterminent 
pas  exactement  les  grandeurs  f et  /i.  Mais  en  procédant  comme 
plus  haut,  on  obtient 


tang> 


f sinf(f  — 5) 

2 sin(^  -+-d)’ 


et,  dans  ce  cas,  on  adoptera,  pour  le  calcul  de  la  hauteur,  la  for- 
mule 

cot/i  =;  tangf  coSf. 

53.  Plus  granité  iligression  des  circnmpnlairrs.  — I.a  relation 


rfA  cas3  cosp 

dt  cos/( 


montre  que  cette  dérivée  s’annule,  et  que  par  suite  la  hauteur  de 
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rétoile  change  seule,  lorsque  cosp  = o,  c'est-à-dire  quand  le 
vertical  de  l’étoile  est  perpendiculaire  au  cercle  de  déclinaison. 
Or 

sinij)  — sin/;  siniî 
cüs/(  cos  5 ’ 


cosp  = 


pour  que  la  dérivée  ^ soit  nulle,  il  faut  donc  que 


sin//  = i • 

sin'} 


Ainsi  ce  fait  ne  se  présente  que  pour  les  circompolaires  dont  la 
déclinaison  est  plus  grande  que  la  latitude  du  lieu,  et  au  point  où 
le  vertical  est  tangent  au  parallèle.  L’étoile  est  alors  à sa  |)1iîs 
grande  digression;  l’azimut  et  l’angle  horaire  correspond.ints 
sont  donnés  par  les  équations 


COSlj 

sin  A = et 

<OSy 


cosr  = 


tang^ 


Exemple.  — Pour  la  Polaire  dont  la  déclinaison  en  i86r  était 
88'’34'6",  et  pour  la  latitude  de  Berlin,  on  trouve  : 

t — ± 88" 8'  o”  = 5'’  52"'  32% 

A ^ 2”2l'g",  cempic  ilu  puinl  nord, 

A -52»3i',-. 

56.  Duree  du  pnssnge  du  Sideil  et  de  la  Lune  h trmers  un 
grand  rerdc  donné.  — Il  nous  reste  maintenant  à déterminer  le 
temps  que  met  le  disque  du  .Soleil  ou  de  la  Lune  à traverser  un 
grand  cercle  donné. 

Pendant  les  petits  interv.alles  de  temps  que  nous  considérons 
ici,  nous  pouvons  regarder  les  mouvements  du  Soleil  et  de  la 
Lune  comme  uniformes,  en  sorte  (|ue  si  aa  est,  en  secondes  de 
temps,  l’augmentation  de  l'ascension  droite  d’un  de  ces  astres 
entre  deux  culminations  consécutives,  le  temps  sidéral  x,  pendant 
lequel  il  se  mouvra  d’un  angle  horaire  déterminé  t,  est  donné  par 
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la  propuptiiin 


d’iiîi 


.r 86400  + Aa 

t 86400  ’ 


139 


I 1 

- / , 

As  I — X 

86400  + Aa 


en  représentanl  par  1,  le  second  terme  du  dénominateur,  c’est-à- 
dire  l’accroissement  de  l’ascension  droite  de  l’astre  en  une  seconde 
de  temps  sidéral.  Appliquons  cette  règle  à quelques  cas  particu- 
liers. 


1°  Durée  du  pnssnge  au  méridien.  — Nous  supposerons  que 
le  bord  occidental  de  l’astre  est  dans  le  méridien,  c’est-à-dire  <|ue 
l’angle  horaire  de  son  centre  est  oriental  Cet  angle  horaire  i et  le 
demi-diamètre  R sont  liés  par  la  rel.ilion 

cosR  = sin’J  -t-  cos’J cosr 
ou 

R , . / 

sin  — =:  cosd  sin  - • 

2 2 

R et  t étant  toujours  petits,  on  peut  prendre,  pour  vah  iir  ilc  t ex- 
primée en  temps, 

R 

s — • 

1 0 cos  0 

La  durée  de  la  culmination  de  l’astre,  exprimée  en  temps  sidéral, 
est  donc 

7.  R I 

7.r  — - — 

1 5 cos  0 1 — X 


2“  Durée  du  lever  nu  du  enucher.  — Imaginons  que  le  bord 
supérieur  de  l’astre  soit  à l’horizon,  la  dépression  du  bord  infé- 
rieur est  égale  à 2 R;  cl  comme 


dz 

H 


cosê  sinp. 


la  (liffércnce  des  angles  horaires  de  ces  deux  bords,  exprimée  en 
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|5  cos^  siny:; 

En  temps  sidéral,  la  durée  du  lever  ou  du  coucher  sera  donc 
rB  I 


i5  cosd  sin/>  I — i 
!>  étant  donné  par  l’éqiialion 


cos/>  = 


stnf 

cos  J 


3®  Durée  du  passage  h travers  un  vertical  quelconque.  — Les 
deux  cercles  verticaux,  l’un  passant  par  le  centre  de  l'astre, 
l’autre  langent  à l’un  des  bords,  ont  des  aiimuts  qui  difTèreni 
entre  eux  d’une  quantité  a donnée  par  l’équation 


.R  ..  a 
sin  — = cosn  sin  -» 
2 2 


ou,  a et  R étant  ])etits. 
Mais 

dt 


R = acoili. 
cm  h 


cmS  emp 


dA, 


la  durée  du  passage  de  l’astre  à travers  un  vertical  donné  a donc 
pour  Valeur,  en  temps  sidéral, 

2R  I 


l5  COSlî  cosp  I — X 
expression  dans  laquelle  on  a 

ens^  sin  q — sin  ^ cosf  co»t 


emp  : 


cosA 
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CHAPITRE  IL 

VARIATIONS  DES  PLANS  FONDAMENTAUX  AUXQUELS  ON 
RAPPORTE  LES  POSITIONS  DES  ÉTOILES. 


Les  pâles  de  U Terre  conservent  à sa  surface  une  position  inva- 
riable; par  conséquent,  en  un  lieu,  l’angle  que  fait  l'hori/on  avec 
l’axe  de  la  Terre  ou  avec  son  équateur  est  un  angle  constant;  les 
pôles  et  l'équateur  de  la  sphère  céleste  conservent  donc  aussi,  par 
rapport  au  grand  cercle  de  l’hurizon,  une  situation  invariable. 
Mais,  dans  l'espace,  la  position  de  l’axe  du  monde  varie  conti- 
nuellement par  suite  des  attractions  combinées  du  Soleil  et  de  la 
Lune  : le  grand  cercle  idéal  de  l'équateur  et  son  pôle  idéal  doivent 
donc  rencontrer  successivement  des  étoiles  différentes  ; en  d'autres 
termes,  la  position  d’une  étoile  par  rapport  à l’équateur  change 
constamment.  De  plus,  les  attractions  des  planètes  font  varier  la 
position  du  plan  de  l’orbite  terrestre  dans  l’espace;  l’orbite  que 
le  centre  du  Soleil  semble  décrire  dans  le  cours  d’une  année,  ren- 
contre donc  aussi  successivement  des  étoiles  différentes.  De  l’en- 
semble de  ces  mouvements,  il  résulte  une  variation  continue  de 
l’angle  de  l’équateur  et  de  l'écliptique,  et  un  déplacement  continu 
des  points  d’intersection  de  ces  deux  grands  cercles.  Les  longi- 
tudes et  les  latitudes  des  étoiles,  ainsi  que  leurs  ascensions  droites 
et  leurs  déclinaisons,  varient  donc  constamment,  et  il  est  de  la  plus 
haute  importance  d’apprendre  ù connaître  les  variations  auxquelles 
elles  sont  soumises. 

Pour  se  faire  une  idée  nette  des  mouvements  réciproques  de 
l’équateur  et  de  l'écliptique,  il  est  utile  de  les  rapporter  à un  plan 
flxe.  Avec  Laplace,  nous  prendrons  celui  du  grand  cercle  qui 
coïncidait  avec  le  plan  de  l’écliptique  au  commencement  de  l’an- 
née l 'So.  La  Mécanique  céleste  nous  apprend  que  les  actions  com- 
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binpos  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  renflement  équatorial  dn 
sphéroïde  terrestre  produisent  un  mouvement  de  l’axe  et  de  l’é- 
quateur de  la  Terre  par  rapport  à l’écliptique  fixe;  par  suite  de 
cette  action,  les  points  d'intersection  de  l’éqiialeur  et  du  plan  fixe 
ont,  sur  ce  dernier,  un  double  mouvement,  le  premier  lent  et  ré- 
trograde, l’autre  périodique,  et  qui  dépend  des  positions  du  Soleil, 
de  la  Lune  et  des  nœuds  de  eelle-ci.  Le  premier  mouvement  est  la 
preression  liittisohiirc,  le  secoml  est  la  nutatinn  lun  'nolairc  en  ton- 
gieiif/c.  Ces  attractions  produisent  aussi  une  variation  périodique, 
fonction  des  memes  éléments,  de  l’inclinaison  de  l’équateur  sur  le 
plan  fixe,  et  qu’on  appelle  nutation  tunisolaire  de  l'obliquité. 

En  outre,  les  attractions  réciproques  des  planètes  font  varier 
les  inclinaisons  des  orbite-s  planétaires  sur  l’ccliptique  fixe,  et  les 
positions  de  leurs  ligne-s  d’intersection  avec  le  meme  plan  ; le  plan 
de  l’orbite  terrestre  varie  donc  par  rapport  à celui  de  l’écliptique 
fixe,  avec  le-quel  il  coïncidait  au  commencement  de  l'jSo.  Il  en 
résulte  une  variation  dans  l’inelinaison  de  l’écliptiijue  vraie  sur  l’é- 
quateur, la  variation  séculaire  de  l'obliquité,  et  de  plus  le  mouve- 
ment sur  l’écliptique  vraie  des  points  d’intersection  de  l’équateur 
et  de  l’éclipticpie  vraie,  ou  précession  générale,  diffèie  de  celui  de 
l’équateur  par  rapport  à l’écliptique  fixe,  que  nous  avons  appelé 
précessiou  lunisolnire  {*). 

Cette  variation  du  plan  de  l’orbite  terrestre  a encore  un  autre 
résultat.  Èn  effet,  par  suite  de  ce  phénomène,  les  positions  des 
orbites  du  Soleil  et  de  la  Lune  changent,  quoicpie  très-lentement, 
par  rapport  à l’équateur  terrestre;  il  en  résulte  donc  un  mouve- 
ment de  l’équateur  analogue  à la  nutati<m,  mais  à très-longue  pé- 
riode, qui  fait  varier  l’inclinaison  de  l’équateur  sur  l’écliptique  et 
la  position  de  leurs  points  d’intersection.  A cause  de  la  longueur 
de  la  période,  ces  variations  ont  été  réunies  à la  prth;ession  et  à 
la  variation  séculaiie  de  l’obliquité.  Le  mouvement  de  reipiateiir 
causé  par  les  perturbations  des  planètes  change  donc  un  peu  la 
précession  lunisolaire  et  la  précession  générale,  tout  aussi  bien 


(*)  Le»  termes  périodique»,  ta  nutation,  restent  les  ntéme»  pour  l’éclip- 
tique fixe  et  l’écliptique  mobile. 
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que  les  angles  de  l'équateur  avec  l'écliptique  fixe  et  l'ecliptique 
raubile  (*). 


I.  — De  i.\  précessiom. 

57.  Mouvement  annuel  de  l'équateur  sur  l’écliptique  et  de 
l 'écliptique  sur  l'équateur,  ou  précessinn  lunisolaire  annuelle  et 
précessiiiii  planétaire.  — Variation  séculaire  de  l'obliquité  de 
l'écliptique.  — Laplace  donne,  au  § 44  du  livre  VI  de  la  Mé~ 
canique  céleste,  les  expressions  des  déplacements  lents  de  l'equa- 
teur  et  de  l'écliptique,  dans  lesquelles  le  développement  des  per- 
turbations séculaires  de  l'orbite  terrestre  a été  poussé  assez  loin 
pour  qu'elles  puissent  servir  dans  un  intervalle  de  1200  ans  avant 
et  après  i^5o.  Bessel  a développé  ces  inégalités  suivant  les  puis- 
stincES  du  temps  écoulé  depuis  1 ^5o , dans  la  prérace  de  ses  Tabules 
Regiomontanæ ; il  a poussé  le  développement  Jusqu'à  la  seconde 
puissance,  et  les  expressions  qu'il  donne  s’étendent  à plusieurs 
siècles  avant  et  après  1750;  les  voici. 

La  précession  lunisolaire  annuelle  pour  l’epot|ue  1750 -t-<  est 

* -7I  = 5o",  375  72  — o",ooo  243  58g.<, 

dt 

cl  la  variation  meme  dans  l'espace  de  temps  écoulé  de  1 7^0  à 
I 7^0  -4-  t, 

l,  ^ 5o",  375  72.  r — o",  000  121  7<j4  5./’, 

est  l'arc  de  l'écliptique  fixe  compris  entre  les  points  d'intersec- 
tion de  ce  grand  cercle  avec  l'equateur  au  commencement  de 
l'année  17^0  et  l’eipiateur  au  couimencenient  de  1750  -1-  t. 

La  précession  générale  annuelle  a pour  expression 

— ::u.  5o", 21  1 29  ■+-  o",coo  2 j4  2ç)(i6.t, 


(')  Dans  les  expressions  dcvoîoppécs  en  séries,  res  Tarislioiis  n'nltèronl 
que  les  termes  dépendant  do 
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et  la  variation  jnéme  dans  l’espace  de  temps  écoulé  de  i^Soà 
i^So  ■+■  t, 

l = 5o', ai  I ag.r-i-  o'.ooo  laa  i48  3.r*, 

est  Taré  de  l’écliptique  vraie  compris  entre  les  points  d'intersec- 
tion de  ce  {’rand  cercle  avec  l’équateur  au  commencement  des  an- 
nées i^Soet  1750  + /. 

Pour  1760  ■+■  t,  l'angle  compris  entre  l'équateur  et  l’écliptique 
fixe  a pour  valeur 

i,  = a3®  a8'  1 8",  o H-  o",  000  00g  842  3./% 

et  Vobliquité  mojennt;  de  l'écliptique,  angle  compris  entre  l’équa- 
teur et  l’écliptique  vraie  (en  négligeant  la  nutation),  est 

I = a3“  a8'  18",  O — o'’,48368.f  — o",ooo  002  722  g5.  <’(*). 


(*)  Bfftftel  a tio  peu  modiflé  let  TMleun  Duroériqu«a  dea  eipreaaiona  don- 
nées dans  la  Mécaniijue  céleste.  Pour  le  calcul  des  perturbations  séciilairrt 
de  la  Terre,  il  a fait  usage  d'une  valeur  corrigée  de  la  masse  de  Vénus  et 
s'est  servi  des  observations  les  plus  récentes  pour  déterminer  le  coelTtcieni 
de  t dans  la  précesslon  lunisolaire  /,.  La  valeur  de  la  variation  annuelle  de 
l'obliquité  de  Péeliptique  donnée  par  les  dernières  déterminations  diflèrr 
un  peu  de  celle  que  nous  avons  adoptée  dans  le  texte;  elle  est  de 
Mais  dans  la  suite  il  faudra,  comme  Pa  fait  Bessel,  employer  la  valeur  du 
texte  pour  le  calcul  des  grandeurs  n et  n,  qui  fixent  la  position  de  Péclip- 
tique  vraie  par  rapport  à Pécliplique  fixe;  et  le  calcul  en  sera  plus  exacti 
puisque,  pour  la  détermination  de  t et  11,  oii  devra  combiner  cette  valeur 
dt 

avec  colle  de  ^ déduite  des  mêmes  masses.  I.es  coefficients  de  <*  qui  dépen- 
dent des  perturbations  causées  par  1rs  planélen  ont  été  calculés  avec  1rs 
masses  employées  par  Lapisee,  et  auraient  besoin  d'une  détermination  plus 
exacte. 

Dans  son  ouvrage  ^iumerus  comlans  nuiationis,  un  employant  pour  1rs 
masses  de»  planètes  les  nombres  déduits  des  déierminations  noiivollt's,  et  en 
adoptant,  pour  la  prcccsston  lunisolaire,  la  constante  de  Bcssel,  Peters  a 
donné  les  valeurs  suivantes  pour  Pannée  1750  : 

= 5o%37572.  < — O*,  000  108  4.1*, 

l = 5o",ar|8/} .f o",ooo  1 134 .1  *, 

a3®  a8'  17",  9 o',  000007  < *, 

• = 33®  17",  9 — o",4738./  — 0",  000001  4.^*. 

Mais  les  valeurs  de  Hcssel  étant  presque  partout  cmployces,  nous  1rs 
avons  conservées  dans  le  texte. 


Digitized  by  Google 


PHSCESSION. 


i^So  l’arc  BD  dunt  a rclroj'radé  le  point  d’intersection  de 
I'e(|iia1eur  et  de  récliptii[ue  Gxe  est  la  précession  lunisolairc  /,  en 
t années.  De  plus,  A'BE  et  A'CE  sont  les  inclinaisons  c,  et  t de 
l'écliptique  fi-xc  et  de  l'écliptique  vraie  sur  l'équateur  de  i •]5o  -t-  t. 
Soit  S une  étoile  quelconque;  menons  les  arcs  SL,  SL*  perpendi- 
culaires sur  l'écliptique  fixe  et  l’écliptique  vraie,  DL  est  la  longi- 
tude de  l’étoile  en  i ']5o,  CL'  sa  longitude  en  1 760  -t-  f ; désignons 
par  D'  le  point  de  l'écliptique  mobile  qui,  sur  l’écliptique  fixe, 
était  désigné  par  D;  l'arc  CD',  c’est-à-dire  l’arc  d'écliptique  vraie 
compris  entre  l'équinoxe  de  1760  et  celui  de  1760 -+-t,  est  la 
jirécession  générale;  cette  partie  de  la  précession  en  longitude  est 
la  même  pour  toutes  les  étoiles.  Pour  obtenir  la  valeur  complète 
(le  la  précession  en  longitude  d’une  étoile,  il  faut  ajouter  l'arc 
I.  10 
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D'L'  — DL  U la  pi'éccssion  gcnurale.  Celte  dernière  partie  est 
d'ailleurs  lieaueoup  plus  petite  que  la  première,  en  raison  de  la 
lenteur  avec  lat|uelle  varie  l'obliquité.  Pour  la  calculer,  on  a be- 
soin de  la  position  de  l’écliplique  vraie  par  rapport  è rérliptii[iie 
fixe,  position  qui  est  donnée  par  les  inégalités  séculaires  de  la  Terre, 
et  que  l’on  peut  déduire  aussi  des  expressions  précédentes.  Apjie- 
lons  n la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l’écliptique  vraie  sur 
l’écliptique  fixe  (c’est-à-dire  relui  des  points  d’intersection  des 
deux  grands  cercles  à partir  duquel  l’écliplique  vraie  a une  lati- 
ttule  boréale  par  rapport  à l’écliptique  fixe),  et  prenons  pour  ori- 
gine l’équinoxe  fixe  de  l’année  i^So,  les  longitudes  étant  comptées 
de  B vers  D,  et  d’ailleurs  E étant  le  nœud  descendant  de  l'éclip- 
tique vraie  sur  l’écliptique  fixe;  nous  aurons 

DE=  i8o"  — n,  BE  = 180»  — n — et  CE=:  180"  — n — /. 

Soit  TT  l’inclinaison  de  l’écliptiqwe  vraie  sur  l’écliplique  fixe,  c'est- 
à-dire  l’angle  BEC,  les  analogies  de  Néper  appliquées  au  trian- 
gle BEC  donnent 

tr  . / I -r-  ‘i\  . I,  — l •-(-£« 

lang  - sin  ( n -I — |=sin  - - tang , 

tr  / / -I-  /,  \ /,  — l t — t, 

tang  - eos  FI  -t-  - — I = cos  - tang • 

3'  2/  2 a 

Or  B est  le  point  de  l’équateur  qui,  en  1750,  coïncidait  avec  le 
point  D;  pendant  le  temps  t le  point  d’intersection  de  l’éclipliqiie 
et  de  l'équateur  a donc  rétrogradé  sur  ce  dernier  de  l’arc  BC. 
Cet  arc  est  la  précession  planétaire  pendant  le  temps  t,  dé>signons- 
Ic  par  a\  avec  ce  même  triangle  BEC,  nous  obtiendrons  la  for- 
mule 

a •-+-*•  Il  — I t — s, 

tang  - cos tang cos • 

3 2 2 2 

Ces  trois  érpiations  vont  nous  permettre  de  développer  a,  n 
et  n en  séries  procédant  suivant  les  puissances  du  temps  t. 

Nous  remplacerons  — **  par  1,  -4-  *- les  sinus  et  les 

2 2 

tangentes  des  petits  angles  | (/,  — /),  \a  et  -)(i  — 1,)  par  les  arcs 
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ciix-méines;  dès  lors  la  dernière  équation  deviendra 
a — 1 — sin  t,  — ' 

COSI,  2 CUS’C,  200  203 

OÙ  les  expressions  de  / et  « — s,  sont  de  la  forme 
'Ar-4-V/>,  Jit+r/t»; 

leur  substitution  donne 


1,  — \ — y I X,  — X n sin  i,\ 

a — l -I-  I h — ~ - — _ I t , 

cos  i.  \ cos  «,  2 200  2b5  cos’  i,  / 

et  enfin,  en  introduisant  les  valeurs  numériques 

a =;  o",  17926./  — o", 000 266039 3./’, 

^ = 0",  17026  — o",  000  532  078  6./ 

fit  ' 

Pour  n et  ff,  le  calcul  se  fait  de  la  même  manière;  on  a 

I -h  t, 

( /.  + /\  ft  **“  “2“ 

,ang^n+— j=tan«-_— 

' ' cm 


et 


lan"’ 


= V®"®  2 

d’où,  en  procédant  comme  plus  haut, 

(/,  + /\  asint,  (7cosf, 

n H = 1 

2 / t — l«  2 X 20b  265 


lang’  — ~ — I cos’ ) 


, . • , / a’(*  — «,)sin  tjcos  I, 

= rt’sin’i.  -+-(«  — I,  • H ! 

206  265 


Remplaçant  encore  1 — e.  et  u par  leurs  expressions  »/  -hn't’ 

10. 


« 
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ri  at  -+-  a'f il  vient 


l,  -i-  I a sin  <] 

=:  arc  tang 


f cos’  n ( 206  265  — " sin  s,  + - cosi,  U 

\ 7i’  2 / 


TT  = f y'a’sin’j,  -t-  n'  + 


sin’e,  + 7i>;'  + - 


z’nsin  t,  rosii'i 




2 X 206  2G5  / ’ 


et,  en  introduisant  les  valeurs  numériques, 


r;  i“3(V  10'  — 5',  21  .t, 
o",488  92.r — o",ooo ooSo^i  5.f’, 

o", 488 92  — o",  000006  i43o.t. 

58.  Variations  (mnurUes  tle  la  Inngitudn  et  de  la  Intilude  des  étoiles. 
— Lorsqu’on  connaît  les  variations  relatives  des  plans  auxquels 
sont  rapportées  les  positions  des  étoiles,  il  est  facile  de  déterminer 
les  variations  qui  en  résultent  pour  ces  positions  elles-mêmes.  Dé- 
signons par  ^ et  ^ la  longitude  et  la  latitude  d'une  étoile  rappor- 
tées à récli|)lique  vraie  de  i^So-t-r,  et  prenons  un  système  d’axes 
rectangulaires  dans  lequel  le  plan  des  xr  soit  l'écliptique  vraie 
de  1 760  ■+■  t,  et  où  l’axe  des  x passe  par  le  nœud  ascendant  de 
l'écliptique  vraie  sur  réclipliqiie  lixe;  les  coordonnées  de  l'étoile 
seront 

cospeos(>.  — n — /),  cospsin(i  — FI  — /),  sinp. 

Désignons  de  meme  par  L et  B la  longiluile  et  la  latitude  de 
l'étoile  rapportée  à l’écliptique  fixe  de  1750,  et  prenons  un  se- 
cond système  d’axes  rectangulaires  qui  ait  pour  plan  des  xj  l’é- 
cliptique fixe  et  même  axe  <lesx  que  le  premier;  les  coordonnées 
de  l’étoile  seront 

cosBcos(L  — n),  cosBsin(L  — n),  sinB. 

Mais  puisque  les  deux  plans  fondamentaux  des  deux  systèmes 


n = 

77 

dx 

rfr — 
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«l’axes  font  entre  eux  l’angle  r,  on  a,  d’après  les  formules  (lo) 
du  fl”  1, 

Icos(X  — n — /)  cosp  = cos  B cos  (L  — n), 
sin  ()i  — n — /)  cos  P = cosB  sin(L  — n)cosjr  + sinB  sin  jr, 
— sin  P = cosB  sin(L  — n)  sinir  — sin  B cosr. 

Ces  formules  s’obtiendraient  encore  en  appli(|iiant  au  triangle 
sphérique  formé  par  l’étoile,  le  p«Me  de  l’écliptique  de  i^5o  et 
celui  de  l’écliptique  de  i^So  4- f,  les  formules  du  n”  3,  dans 
les«|iielles  on  ferait 

a = ço" — p,  b—çp" — B,  c = n, 

A = 90"4-L — n,  B - 1)0“ — (X  — n — /). 

Au  lieu  de  ces  formules  rigoureuses,  il  est  facile  de  trouver 
des  formules  approchées,  suffisantes  dans  la  plupart  des  cas;  ap- 
pliquons au  triangle  considéré  la  troisième  et  la  première  des  for- 
mules (1  1)  du  n”  9,  en  y remplaçant  d’abord 

sinècosC  par  coscsina  — sine  cosa  cosB, 
siiiAsinC  par  sincsinB; 


de  plus  rappelons- nous  que  L et  B sont  des  conslanles,  et  rc 
marquons  quer  est  un  petit  angle,  nous  aurons  les  équations 

il  (i  — II  — /)  = — c/II  4-  fr  tangpsin(X  — n — /)  /In 
4-  langp  ros{i  — n — /)  r/jr, 
f/p  1=4-  TT  cos(3t  — n — / )</n  — sin(X  — n — / j /Ik. 


Divisons  par  /U,  et  dans  le  coefficient  de  r/n  rempla«;ons  n 
par  t'~  ) nous  aurons  pour  les  variations  annuelles  «le  la  longi- 
tiiile  et  de  la  latitude  de  l’étoile,  les  foriuiiles  suivantes 


/t\ 

lü 

(U 


n — l 

\tln 

~~  ~Tc  \ 

)Vit 

r/n  \ 

fin 

iU  ' 
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OU,  puisque 


rfn 


n 4-  r — — = i7i°36'  io" — lo',42.^ 

at 


si  l'on  pose 


rfn 


on  aura 


(B) 


M = / -4-  n 4-  / — = 1°  36'  lo"  4-  39",  79./, 

/ d\  (U  ,1  > 

^^-=--^tangpcosO-M)^, 


^?=_sin(X_M)  J: 


les  valeurs  numériques  de-,  el  — ^ ont  été  données  dans  le  nii- 
* dt  dt 

niéro  précédent. 


f’arialions  annuelles  de  t ascension  droite  et  de  ta  déclinaison 
des  étoiles.  — Représentons  encore  par  L et  B la  longitude  et  la 
latitude  d'une  étoile  rapportées  à l'écliptique  fixe  et  à l'équinoxe 
de  i^Sojla  longitude  de  l’étoile  comptée  du  point  d’intersection 
de  l'équateur  de  17504-f  avec  l’écliptique  fixe  de  i^So  sera 
égale  à L4-/,,  où  l,  est  la  valeur  de  la  précession  lunisolairc 
pendant  le  temps  écoulé  entre  i^So  et  i^So  4- 1.  Les  coordonnées 
de  l’étoile  par  rapport  à un  système  d'axes  rectangulaires  dans 
lequel  le  plan  des  .r/ est  l’écliptique  fixe  de  i^So  et  où  l’axe  des  x 
passe  par  le  point  pris  pour  origine  des  longitudes,  auront  pour 
expressions 


cosB  cos(L  4- /|).  cosB  sin(L  4- /i)>  sinB. 

Soient  a et  5 l’ascension  droite  et  la  déclinaison  d’une  étoile  rap- 
portt’cs  à'  l’équateur  et  à l’équinoxe  vrai  de  i^So  4-  r;  comptée  à 
partir  de  l'origine  adoptée  précédemment,  cette  ascension  droite 
a pour  valeur  a 4-  o,  et  les  coordonnées  de  l’étoile  rapportc'es  à 
un  second  système  d’axes,  dans  lequel  lc])landesxj  est  le  plan 
de  l’cquateur  vrai,  et  où  l’axe  des  x coïncide  avec  le  premier,  ont 
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pour  expressions 

cos^ cosja  + o),  cos5sin(a -t- </',  sind. 

Les  deux  plans  coordonnés  font  entre  eux  l'angle  i„  on  u doue 
d’après  les  formules  (i)  du  n"  1 

I cos(a  4-  a)  co%3  — cosB  COS  (L  4-  f,) , 

{C)  • siii  (a  4- rt)cos  J = cosB  sin(L  4 /,)  cosi„ — sinBsini,, 
i sin  é cos  B siii(  L 4-  /,  ) sim,  4-  sin  B cosi, . 

Ces  formules  s'obtiendr.iient  encore  en  ap]>li(piant  au  liiangle 
sphérique  formé  par  l'étoile,  le  pôle  de  récli])tique  et  ridui  de 
l’équateur,  les  formules  du  n"  3,  dans  lesquelles  on  donnerait  aux 
éléments  les  valeurs  suivantes  : 

0=90” — f>z=go" — B,  r = I,, 

A =;  90° — vL4-AS  b = c\ü“4- a 4- n. 

Au  lieu  de  ces  formules  rigoureuses,  il  est  facile  de  trouver  des 
formules  approchées;  il  suffit  de  differentier  les  équations  ]irécé- 
dentes,  ou  d'appliquer  les  formules  (ii)  du  n°  0;  L ét  B étant 
des  constantes,  on  obtient  ainsi 

<l  [a.  + a)  — [cosi,  4-  sim,  tango  sin  4-  n)]  rfj, 

— tangf  ros  (a  4-«  , ff 

di  — cos(a  4-  a ) sim,  dl,  4-  sin  4-  « ) di,, 

et  les  formules  qui  expriment  les  variations  annuelles  de  l’ascen- 
sion droite  et  de  la  déclinaison  de  l'ctoile  sont 

— 

dt 


dS 

dt 


'It  , \ 

= h (cosi,  4-  sim,  tanco  sina)  — - 

dt  ' D > 

( . dit  f/i,\ 

4-  Iflsini, — 1 tangocosa, 


dl,  j . dt,  c/l.  \ . 

= cos  a sim,  Cl  sim,  — sin  a ; 

dt  \ lit  dt  J 
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iSa 


OU,  en  négligeant  ilans  charpie  équation  le  dernier  terme  qui  est 
très-petit,  comme  le  montrent  les  valeurs  précédentes  (*}, 


dx  dn  . , • , dl, 

-7-  — P -4-  (rosi,  sini,  tangd  sina)  ~ i 

dtdl  01 

d$  . dl, 

= cosasini, • 
lit  dt 


Posons 


cos  !, 


dt 


dn 

7li 


«/, 


. dt, 

sini,  — ~ II, 
dt 


les  formules  deviennent 


d S 
Tt 


— m + n tang^  sin  x, 
= n cosot, 


et  en  introduisant  tians  les  expressions  de  «1  et  n les  valeurs 

. . , dly  dn  . 

numériques  de  i„,  — et  , on  ootient 

tU  (it 

m = 4fj",  oaS  i4  + '•">  000  3ü8  ()45o . t , 
n — ao",  0II4  42  — o",ooo  og-  0204 

Variations  u'cii/aires.  — Pour  obtenir  la  valeur  de  la  préecs- 
sion,  soit  en  longitude  et  latitude,  soit  en  ascension  droite  et 
déclinaison  dans  le  temps  éctiulc  depuis  i '5o-|-/ jusqu’à  i^ôo  -ht' , 
il  faudrait  intégrer  les  équations  (B)  ou  (D)  entre  les  limites  t 
et  t'.  Cependant  pour  obtenir  cette  valeur  jusipi’aux  termes  du 


(')  La  rateurnumériqueducoefljcieiU  aain  c. 


‘El 

dt 


il  I. 

——est — 0,00000a  lAoi .1 
dt  '• 


(f.-iprii  les  valeurs  données  dans  le  leste.  Théoriquemeiil , .«lie  v.olcur 
duit  être  nulte.  Ce  désaccord  prorienl  de  ce  que  dans  le  calcul  des  termes 
du  premier  et  du  secouil  ordre,  on  a employé  des  valeurs  difTércnies  pour 
les  masses. 


DigilL-'.“-  bv  C'.oogic 


PBÉCBSSIOK.  >53 

second  ordre  inclusivement,  il  suffit  de  connaître  la  valeur  de  la 

I -h  t'  , 

dérivée  première  correspondante  à l’époque — —•  Soient  tn 

eflét et y(t')  deux  valeurs  d'une  fonction  ilonl  on  cherche 
la  différence /{t')  — f{t]  \ dans  le  cas  actuel,  cette  différence  est 
la  précession-pour  t'  — r;  en  posant 

; (r'+/)— X, 

^ (/'  — t)z=i  Ax, 

on  a 


/(')  =/(•»■  — + i 

+ A.r)  ~ f[3t)  + Ax/'(x;  4-  1 

oîi  /'(x)  et f“[x)  représentent  les  deux  premières  dérivées  de 
y(.r).  On  en  conclut 

/(/')-/{/)  =^Ax/'(.r:.  = (t'-r)/'^-'^-J. 

Ainsi  pour  obtenir  la  précession  pendant  un  intervalle  de 
temps  t' — t,  il  suffit  de  calculer  la  valeur  de  la  dérivée  corres- 
pondante à la  moyenne  arithmétique  des  époques  extrêmes,  et 
de  la  multiplier  par  l’intervalle  qui  les  sépare.  De  cette  façon  on 
tient  compte  des  termes  du  second  ordre. 

Exkmfle.  — Cherchons  la  précession  en  longitude  et  en  latitude 
de  i^5oà  1 85o  pour  une  étoile  dont  le  lieu  était  en  i^5o 

i = -2iü”o',  p = -t-34''o'. 

On  a d’abord  pour  l’année  i8oo  (ti"  57) 

— = 5o",223  5o,  = o",4886i,  M = 2o". 

Puis  en  calçulant  approximativement  la  précession  de  iç5o 
à iBoo,  on  obtient  pour  i8oo 

i = 2io"42'> • > P = -(- 33" Sg', 8, 
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et  par  suite,  d'après  les  fonmiles  (B),  on  a pour  1800 

^ =+ 5o',48i  22,  ^=—0", 30447; 

en  conséquence,  la  valeur  de  la  précession  de  1 75o  à i85o  est 

En  longitude . , 1°  24'  8",  12, 

En  latitude — 3o  ,45- 

Cherchons  également  la  valeur  de  la  précession  en  ascension 
droite  et  en  déclinaison  de  1750  à i85o  pour  une  étoile  dont 
l'ascension  droite  et  la  déclinaison  en  17^0  étaient 


a ~ 

= 220"  |'24", 

à = -h  2o"2i'  i5'; 

on  a pour  i8oo 

m 

= 46",  043  67, 

H = 2o',o5g57, 

et,  pour  une  première  approximation  de  l;>  position  de  l'étoile 

cette  époque. 

a 

= 220"  35', 8, 

J = -+-  20" 8', 6; 

on  obtient  donc 

à l'aide  des  furmulcs  (D) 

tang  J.  . . 

1 , 5G4  44 

/?  tang^ sinot  = — 4i788o6 

sina.  . . 

i,8i34on 

m = + 46,043  67 

tarigd  sina.  . 

■ ^37784» 

— 4 1,255  61 

n . 

I,3o2  32 

af 

di  / 

cos a. . 

. i,88o45« 

— = — l5,2il 4 
tU  ^ 

la  précession  dans  l’intervalle  de  1760  à i85o  est  donc 

En  ascension  droite +1°  8'45",5(), 

En  déclinaison - — 25.23  ,i4* 

Dans  les  catalogues,  on  indhjue  habituellement  à côté  de  chaque 
étoile  la  précession  annuelle  en  ascension  droite  et  en  déclinaison 
(yariatio  annua)  pour  l'époque  du  catalogue,  et  en  outre  sa  va- 
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rlalion  en  un  siècle  (yariatio  sœctilaris).  Dès  lors  si  t,  est  l’épojjue 
du  catalogue,  la  précession  de  .l’étoile  pendant  l’intervalle  t — /„ 
est,  il’après  ce  qui  précède, 

( varia tio  annua  + variario  sœcularis  | (r  — t,  . 

\ 200  / 

Si  l’on  dilTérentie  les  formules 


fia  , . 

— = m + n tanga  sina, 


di 

"fi; 


n cos  Z , 


en  y considérant  toutes  les  grandeurs  comme  variables,  et  en  dé- 
signant par  m'  et  n'  les  variations  annuelles  de  m et  de  n,  on 
obtient 


= n’sin  i"  sin  2a  ( J -t-  tang’iî) 


niH  sin  I tanga  cosa 


Il  tanga  sin  a , 


r/’ô 

'fîF 


; — /t’ sin  i"  sin’ a tang^  — ma  sin  i'  sin  a H-  n'  cosa  ; 


ces  expressions  multipliées  par  loo  donneront  la  variation  sécu- 
laire en  ascension  droite  et  en  déclinaison.  On  trouve  ainsi  pour 
l’exemple  précédent  les  variations  séculaires 

En  ascension  droite -i-  o",  028G. 

En  déclinaison -I-  o",  2654  ■ 

59.  Formules  rigoureuses  pour  te  calcul  de  ta  précession  en 
longitude  et  latitude.  — Les  formules  différentielles  que  nous 
venons  de  donner  ne  peuvent  être  employées  dans  le  cas  où  l’on 
vent  calculer  la  précession  des  étoiles  voisines  du  pôle.  Il  faut 
alors  avoir  recours  aux  formules  rigoureuses. 

Soient  X et  p la  longitude  et  la  latitude  d’une  étoile  rapportées 
à l'écliptique  et  à l’équinoxe  de  i^5o  -+■  t;  on  obtiendra  la  lon- 
gitude L et  la  latitude  B rapportées  à l’écliptique  fixe  de  l'5o  an 
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moyen  des  formules  suivantes,  qui  se  déduisent  immédiatement 
des  formules  (A)  données  au  n°  58, 

cos(L  — n)  cosB  = cospcos()i  — n — /), 
sin  (L  — n)  cosB  = cos[l  sin(l  — n — /)  cosjr  — sin  5 sinir , 
sinB  = cosp  sin(>  — n — /)  sin»r  -i-  sinp  eosir. 

Quant  à la  longitude  V et  h la  latitude  p'  rapportées  à l’érlip- 
tique  et  i l’équinoxe  de  i ■j5o  -4- 1',  on  les  déduira  de  L et  B par 
les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  B',  r'  et  /'  rrpré'senleni 
les  valeurs  de  n,  ir  et  / à l’époque  i^So 

cos(>' — n'  — /')  cos  P'  = cosBcos(L  — n'), 
sin(V  — n'  — /')  cos  P'  = cosB  sin  (L  — n')ccisr'  -i-  sin  B sin  t:', 
— sin  P'  = cosBsin(L  — n')  sinw'  — sinB  costt'. 

L’élimination  de  L et  B donnera  V et  p'  en  fonction  de  X » t p 
et  des  valeurs  que  prennent  n,  w et  / aux  époques  i^So  -t-  t l't 
1750  -t-  {'. 

Formuh’S  rignumtses  pour  /<■  calcul  tic  ta  précession  tn  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison.  — Ces  formides  sont  entièrement 
semblables  aux  précédentes.  Si  2 et  1?  désignent  l'ascension  droite 
et  la  déclinaison  d’une  étoile  à l’époque  1750  + t,  on  trouve 
à l’aide  des  équations  (C)  du  n"  58,  pour  la  longitude  L et  la 
latitude  B rapportées  à l’écliptique  fixe  de  1760, 

cos(L  -4-  /,)  cosB  = cosiî  cos(a  + a), 

sin  (L  -f-  é|)  cosB  = cosiî  sin(a  -P  //)  cost,  -t-  simî  sinr„ 

— sin  B = cosé  sin  (a  -+-  o)  sin  1,  — sin  J cosj,. 

Si  l’on  cliercbe  ensuite  l’asrcnsion  droite  et  la  déclinaison  tie 
l’étoile  à l’époque  1750  + t',  on  les  déduit  de  L et  B au  moyen 
des  formides  suivantes,  dans  lesipielles  , a'  et  t',  représentent 
les  valeurs  de  o et  t,  à cette  époque  : 

cos(  2'  -t-  a’  ) cos  3’  = cos  B Cüs  j L -f- 

sin  (2'  -t-  a')  cos5'  = cosB  sin  (L  -+■  l\  ) cost',  — sin  B sint’,, 
sin  ô'  = cosE  sin  ( L + ) sin  -f  sin  B eos  t', . 
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On  pourrait,  par  rpliminalion  de  L et  B entre  les  deux  sys- 
tèmes d'équations,  trouver  des  fornuiles  qu’il  serait  aisé  de 
rendre  ensuite  calculables  par  logarithmes;  mais  il  est  plus 
simple  de  les  obtenir  immédiatement  par  les  considérations  sui- 
vantes (’).  Soient  (fig.  3)  : 


Fiï-  3. 


KE'  l'écliptique  fixe  de  i^So, 

AN  l'équateur  moyen  de  i^5o-l-r, 

A'N  l’équateur  moyen  de  i^So  -(- 

N le  noeud  ascendant  du  second  équateur  sur  le  premier. 

I.’arc  EE'  est  la  précession  lunisolaire  l\  — pendant  l’inter- 
vallc  de  rj5o  -t-  r a i"5o  ■+■  t',  de  sorte  que  nous  avons  dans  le 
triangle  NEE' 

EE'  = — /„  NEE'  = 1 80”  — £„  NE'  E — 

et  si  nous  posons 

NE  = 90"  — Z,  NE'  = <)o"  -4-  z',  EN  E'  = 0 , (*) 


(*)  On  a rrmplaeéla  démonitrstioo  snalyliqiie  de  l'Auteur  p:ir  uno  dc- 
monstration  gcomélrique  plui  courte. 
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nous  trouvons,  d'après  les  formules  de  Dclambrc  : 


. Z -h  Z 

cos  - sin 

2 2 

e z'  Z 

cos  - cos 

2 2 

« . Z*  — Z 

sm  — sin 

2 2 

& s'  — Z 

sm  — cos 

2 2 


. I,  -+-  I* 

= sm  — cos  — — • 

2 2 

i\  - /.  i\  - fa 

:r=  COS  — cos  y 

2 2 

— A • «'*  — «• 

c:;  COS Sin  » 

2 2 

. l\  — /,  . f'„  -J-  fa 

= Sin  — - sin  — 

2 2 


Cos  formules  déterminent  rigoureusement  les  grandeurs  auxi* 
Maires  s,  z'  et  0 qui  vont  bientôt  nous  servir;  mais  puisque 
|(f\  — f#)  et  Y (s'  — z)  sont  de  petits  angles,  nous  trouverons 
aisément,  pour  le  calcul  de  ces  trois  grandeurs,  les  formules  sui- 
vantes, qui  sont  suflisamment  approchées  : 


“f“  Z t.  I,  / , — /| 

ung  = cos  • tang  — — , 


(A) 


Z'  — Z I,  — Sé 

2 2 


t\  — l,  . -H  i,  ' 
tang  — sin 


tang  - = tang  ^ sin  " 


Cela  posé,  soient  V,  V'  les  équinoxes  moyens  de  1760  -f-  t ot 
de  i^So  + t',  EV  est  la  précession  planétaire  a de  i^So  à 
1750  + t,  E' V'  la  précession  planétaire  a'  de  rj5o  à 1750  -i-  r'; 
de  sorte  que 

NV  = 90® — 2 — a,  NV'  = 90"  -t-  2'  — fl', 

et  par  suite,  si  SL  et  SL'  sont  les  cercles  de  déclinaison  de  l'étoile 
aux  deux  époques,  on  a 

NL  — a -t-  a -t-  Z — 90",  NL'  — a' -h  a'  — s'  — go“. 
Soient  de  plus  P et  P'  les  pdles  de  l’équateur  aux  deux  époques. 
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N sera  le  pôle  de  PP',  et  par  suite  PP'  = AA'  = e;  on  a donc, 
dans  le  triangle  PP' S, 

PS  = 90»— P'Sr^go”— i',  PP'  = e, 

SPP'  = AL  = a H-  a 4-  Z, 

SP'  P = 90"  — A'  L'  = 180"  — (a'  4-  a'  — z’  ), 

et  les  équations  fondamentules  de  la  Trigonométrie  donnent 

i sin(a'-4-a' — z')  cos(î'  = cos5  sin(a-ha  + z), 

[a)  |cos(a'H-a' — z')  cosJ'  = cos5cos(a-|-a4-z)cose— sinJsine, 

( sin^'z=cos5cos(a4-a-i-s)5in04-sinJ  COS0. 

Ces  formules  permettent  de  trouver  a'  et  S'  en  fonction  de  a et  ^ 
et  des  grandeurs  auxiliaires  z,  z'  et  0,  déterminées  par  les  écjua- 
tions(A)  ou  par  celles  qui  les  précèdent. 

En  introduisant  dans  les  formules  (a)  un  angle  auxiliaire,  on 
les  rendra  facilement  calculables  par  logarithmes;  il  est  néan* 
moins  commode  d'arriver  è ce  résultat  par  les  formules  de  De- 
lambre.  En  effet,  désignons  parc  le  troisième  angle  du  triangle 
PSS',  et  posons,  pour  abréger, 

a -4-  a -4~  z A,  a'  -4-  a'  — z'  A', 

nous  aurons  immédiatement 

QO--+-5'  A'+c  qo"4-54-0  a 

cos  cos = cos  cos  -5 

2 2 2 2 

90"  4-3'  , A'  4-  c QQ"  4-5  — 0 . A 

cos  sin = cos  sin  - » 

22  2 2 

. qo“  -t-  5'  A'  — c . 00°  4-5  4-0  A 

sm  cos  - — — = sin  -- — — cos  —1 

22  22 

00"  4-  5'  . A'  — e . go"  4-5  — 0 . A 

sm  sin  = sin  sin  - • 

22  22 

On  obtient  un  plus  grand  degré  d’exactitude  en  cherchant  les 
différences  A'  — A et  5'  — 5.  Pour  cela  multiplions  la  première 
dés  équations  (a)  par  cosA,  la  deuxième  par  sinA  et  retran- 
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chons  les  deux  produits;  de  même  multiplions  la  première  par 
sinA,  la  seconde  par  cos  A,  et  ajoutons,  nous  obtenons 

cosô'sin(A' — A)  = cosJ  sinAsine  (tang^  ■+■  tan;j  ? ensA  j, 

\ 2 / 

cnsiî'cos(A' — A)  = cos  J — cos feosAsine^tangf  -H  tang  - cos  A^  » 


donc 


lang(A'  — A)  = 


sinA  sin 


in©  ^tangJ-t-  lang  ^ cosAj 


I — cosA  sin© 


^lang^  + lang  - cos  .A  j 


Posons 


(B) 


P = sin©  ^tangi  + lang  ^ ci«  Aj  i 


et  appliquons  au  triangle  PSS'  les  analogies  de  Néper,  nous  ob- 
tiendrons les  deux  équations 


lang  (A' — A) 
3'  — S 

,ang  = 


P sin  A 

I — P cos  A 

A' -h  A 

cos  

© 2 

,ang_— 

cos  - 


Le  calcul  rigoureux  de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
d'une  étoileau  temps  i^5u  -t-  r' au  moyen  de  son  ascension  droite 
et  de  sa  déclinaison  à l'epoque  i^So  -t-  t se  fera  donc  à l'aide  des 
formules  (A),  (B)  et  (C)  ( Tabutœ  Regiomontnnæ,  p.  viii). 

Exemple.  — L’ascension  droite  et  la  déclinaison  de  la  Polaire 
au  commencement  de  l’année  i "55  sont 

a=:  io»55'44",955,  0*  = 87"59'4i",i2, 
calculer  le  lieu  de  l’étoile  rapporté  à l'équateur  et  à l'équinoxe 
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de  i85o.  On  a 

Pour  1753. 

t,  — 23"  38'  1 8",  0002 , 

i,=  4 - ' I >8756, 

rt  = ü , 88y7 , 

on  déduit  des  formules  (A) 

o"36'34",3i4, 

z=  0.36.23  ,685, 
6=  0.31.45,600,  A 


Pour  i85o. 

= 23"  28'  1 8",  0984 , 
l',  ~ 1.23.56, 354 1 , 
rt'=  i5  ,2656; 

- — O"  o' 10",  6286, 
2 

0.36.44  f943, 

a + fl  + 2— 11.3a.  9 ,53o. 


Pour  le  calcul  de  A' — A et  S'  — S,  on  em|)loie  les  formules 
(B)  et  (C),  on  trouve 

<i42i  447*  > 

a'  — A=  4°  4''7’’>7‘®>  — = O"  1 5' 26", 780, 

A'=  1 5. 36, 27  ,2.{o, 

Pt  en6n 

a' = 16"  12' 56", 917,  (r  = 88"3o'  34",68o. 

• 

60.  Influence  de  la  précrssioa  sur  l’aspect  que  présente  la 
sphère  céleste  à des  époques  différentes,  en  un  même  lieu  de  la 
surface  delà  Terre."' — Le  point  il’intersection  de  l’équateur  avec 
l'écliptique  rétrograde  sur  l’écliptique  d’environ  5o",2  par  an; 
le  pôle  de  l’équateur  décrit  donc,  dans  le  cours  des  temps,  autour 
du  pôle  de  l'écliptique,  un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  ù Pobli- 
quité  de  l’écliptique  (*). 

Par  suite,  le  pôle  de  l'équateur  coïncidera  successivement  avec 
des  points  différents  de  la  sphère  céleste;  en  d'autres  tenues,  à 
des  époques  différentes,  il  se  trouvera  dans  le  voisinage  d'étoiles 
différentes.  Actuellement  la  dernière  étoile  de  la  queue  de  la  pc- 


(*}  Rigoareutemcnl  e«  rayon  n'est  pas  eonslani;  mais  il  est  toujours 
égal  3 la  valeur  actuelle  de  l’obllqnité  de  l'éeliptique. 

I.  Il 
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(ile  Ourse  est  la  plus  voisine  du  pôle  nord,  et  s'appelle  en  constv 
quencc  Étoile  polaire.  Cette  étoile,  dont  la  déclinaison  est  environ 
88° 3d',  s'approchera  continuellement  du  pôle  jusqu’à  ce  que  son 
ascension  droite,  maintenant  égale  à devienne  égale  à G**. 

Sa  déclinaison  sera  alors  maximum  et  égale  à 89°  3a';  à partir 
de  cette  époque  elle  diminuera,  la  précession  en  déclinaison  étant 
négative  pour  les  étoiles  dont  l'ascension  droite  est  comprise 
entre  6''  et  12'*. 

Pour  trouver  le  lieu  du  pôle  à l'époque  t,  nous  nous  servirons 
du  triangle  sphérique  formé  par  le  pôle  E de  l'écliptique,  à une 
certaine  époique  r,  et  les  pôles  P et  P'  de  l’équateur  aux  époques 
f,  et  t.  Soient  a et  ^ l'ascension  droite  et  la  déclinaison  du  pôle 
de  l'équateur  au  temps  t,  rapportées  à l'é<)uateur  et  à l’équinoxe 
de  l'époque  l,i  «,  et  1 l’obliquité  de  l’écliptique  aux  temps  f,  et  t ; 
on  a,  dans  le  triangle  PP'  E, 

PP'  = 90°  —3,  ÊP  = t.,  EP'  = £ ; 

de  plus  l'angle  en  P est  égal  à 90°+  a,  et  l’angle  en  E est  la  pré- 
cession générale  Ldans  l'intervalle  t — r, ; les  formules  fondamen- 
tales de  la  Trigonométrie  sphérique  donnent  donc  immédiatement 

cosiî  sina  = sini  cos£,  cos/  — cosi  sim,, 
cosocosz  = sint  sin/,  • 

sinJ  = sim  sim,  cos/  -f-  cosr  cosi, . 

Ce  calcul  n'exige  pas  une  grande  exactitude,  on  ne  cherche  ici 
qu'un  lieu  approché  du  pôle;  or  la  diminution  de  l'obliquité 
moyenne  de  l'écliptique  est  très-faible,  48"  environ  par  siècle;  en 
outre^  la  différence  entre  l’obliquité  vraie  et  l’obliquité  moyenne 
n’atteint  jamais  10";  on  peut  donc,  avec  une  approximation  suf- 
fisante, considérer  l'obliquité  comme  constante,  et  poser  c = f,  ; 
on  a dès  lors 

/ , sim,  fin/ 

tanga  — cosf,  tanc -,  coss  = 

• 2 cosa 

Bien  qu'ici  a soit  déterminé  par  sa  tangente,  on  obtient  sa  va- 
leur sans  aucune  ambiguïté  en  remarquant  que  cosa  et  sin/ 
doivent  avoir  toujours  le  même  signe. 
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Supposons  que  l’on  veuille  connaître  le  lieu  du  pôle  pour 
l’année  i4ooo,  lieu  rapporté  h l’équinoxe  de  i85o;  la  précession 
générale  pendant  i2i5o  années  est  environ  174°)  t>n  aura 
donc 

a = 273"  16'  et 

Ce  qui  donne  un  lieu  très-voisin  de  Véga  (a  Lyre),  dont  l’as- 
cension droite  et  la  déclinaison  pour  i85o  sont 

a = 277"  58'  et  5 = -t-38"39'; 

en  l'an  i4  000,  Véga  pourra  donc  s’appeler  (‘to/fe  polaire. 

La  préeession  changeant  peu  à peu  les  déclinaisons  des 
étoiles,  il  arrivera,  dans  le  cours  des  siècles,  que  des  étoiles  in- 
visibles jusqu’alors  en  un  lieu  s'élèveront  au-dessus  de  l'horizon 
de  ce  lieu;  d’autres  étoiles  au  contraire  visibles  maintenant  en 
un  lieu  de  l'hémisphère  nord,  par  exemple,  auront  une  déclinaison 
trop  australe  pour  qu’on  puisse  les  voir  encore  de  ce  lieu  ; pareil- 
lement des  étoiles  qui  actuellement  en  un  lieu  déterminé  restent 
toujours  au-dessus  de  l'horizon  auront  un  lever  et  un  coucher, 
tandis  que  d’autres  étoiles  auront  alors  une  déclinaison  telle,  que 
leur  culmination  inférieure  se  fera  aussi  au-dessus  de  l'horizon. 
Ainsi,  par  l'effet  de  la  précession,  l'aspect  qu'offre  la  sphère  cé- 
leste aux  habitants  d'un  lieu  déterminé  de  la  surface  de  la  Terre 
sera,  au  bout  d'un  long  interx'alle  de  temps,  devenu  notablement 
différent  de  ce  qu'il  était  au  commencement  de  cet  intervalle. 

Année  sidérale.  — Année  tropique.  — L’année  sidérale  est  la 
durée  de  la  révolution  sidérale  du  Soleil,  c’est-à-dire  le  temps 
que  cet  astre  emploie  à parcourir  sur  la  sphère  céleste  un  arc  de 
36o“;  c’est  encore,  en  d'autres  termes,  le  temps  qui  lui  est  né- 
cessaire pour  revenir  à la  même  étoile  fixe;  d'après  les  Tables  du 
Soleil  d'Hansen  et  Olufsen,  sa  valeur  en  jours  moyens  est 

3651 9'"  9’,  35  ou  3651,2563582. 

Puisque  les  points  équinoxiaux  se  meuvent  en  sens  inverse  du 
mouvement  du  Soleil,  l’année  tropique  ou  le  temps  que  le  Soleil 
emploie  pour  revenir  au  même  équinoxe  est  plus  courte  que 
l'année  sidérale;  leur  dilTérence  est  égale  au  temps  que  met  le 

1 1 . 
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Soleil  à dérrire  le  petit  arc  dû  à la  prccession  annuelle.  Or,  pour 
l'année  1 800,  l = 5o",  27.35,  et,  puisque  le  Soleil  a un  mouvement 
moyeu  de  5g' 8", 33,  il  parcourra  cet  arc  en  oi,oi/i  i54;  la  duree 
de  l'année  tropique  est  donc  de  3651,  242  204.  Mais  la  précession 
varie,  son  accroissement  annuel  est  o',  000  264  2966  ; la  durée 
de  l'année  tropique  est  donc  aussi  variable,  et  sa  variation  an- 
nuelle est  égale  à oJ,  000  000  0G8  848;  en  e.sprimant  la  partie 
décimale  en  heures,  minutes,  secondes,  on  obtient  pour  durée 
*de  l'année  tropique 

365*  5*‘  48"'  46*)  43  — O*,  oo5  g5  (r  — 1800). 

II.  — De  la  nutation. 

61.  Nutation  ite  1'i‘quinoxe  et  de  l'obliquité.  — Il  nous  reste 
maintenant  à considérer  la  variation  périodique  de  l’équateur 
par  rapport  à l’écliptique;  elle  consiste,  comme  nous  l’avons  dit, 
en  un  mouvement  périodique  sur  l’écliptique  des  points  d'inter- 
section de  l’équateur  et  de  l'écliptiipie,  et  dans  une  variation  pé- 
riodique de  l'obliquité.  Le  point  où  l'équateur  et  récliptitjuc  se 
couperaient,  si  les  variations  à longue  période  existaient  seules, 
s'appelle  équinoxe  moyen,  et  l'on  nomme  obliquité  moyenne 
• l'angle  que  feraient  l’écliptique  et  l'équateur  s’il  n'y  avait  pas  de 
nutation.  Mais  le  point  où  ces  deux  grands  cercles  se  coupent 
réellement  s’appelle  équinoxe  vrai,  et  l'obliquité  modifiée  par 
la  nutation  s’appelle  obliquité  vraie  de  l’éclipti(|uc. 

D’après  les  déterminations  de  Peters  [Numerus  constans  nuta- 
tionis),  la  nutation  en  longitude  A/,  et  la  nutation  en  obliquité  ùc 
sont  exprimées  par  les  valeurs  suivantes  : 

Ai  = — 17",  a4o5  sin  ^ -I-  o*,20';3  sin2  Q 
— i",  2692  sin  2 O — O*,  204 1 sin  2 
-+-  o",  127g  sin  (O  — P)  — o',o2i3  sin(0  -I-  P) 
+ o",o677  sin(C  — P'), 

Al=-f-  9",  223  I cos  Q — o",  0897  cos  2 JJ 
-j-  o",  55og  cos  2 O -t-  o",  0886  cos  2 
-t-  o",oog3cos{0 -t- P', 

I 1 
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dans  lesquelles  on  désigne  par  : 

Q la  longiliide  du  nœud  ascendanl  de  l’orhile  lunaire 
sur  récliplique, 

Q la  longitude  du  Soleil, 
la  longitude  de  la  Lune, 

P la  longitude  du  périgée  solaire, 

P'  la  longitude  du  peiigée  lunaire. 


Les  expressions  ])récédentes  ronviennent  à l’an  1800';  mais 
les  coefficients  de  quelques  ternies  varient  un  i>eu  avec  le  temps, 
et  l'un  a pour  1900  : 

ài=  — i7*,2577sinQ  + o",2073  sina  Q 
— > I ",  2693  sin  2 0 — o",  2o4  i sin  2 
~ o",  1 275  sin  (0  — P)  — o", 021 3 sin  (0  -I-  P) 
(A,)  I -t-  o",o677  sin(C  — P'), 

I Al  — I-  9", 22.40  COS  Q — o",  0896COS2  Q 
F -4-  o",55oücüs2  0 -I- o",o885  cos2(^ 

, ■+-  0",0092  CüS(0  -t- P). 

Le  coefficient  de  cos  Q dans  Ai  est  appelé  constante  tic  la  nu- 
tation; le  coefficient  de  sin  Q dans  A'a  est  égal  à — 2cot  21,  et 
en  1800  I = 23° 27' 54",  2. 

Répressions  de  la  nutation  en  ascension  droite  et  en  dérlintiison. 
— Pour  trouver  les  variations  correspondantes  de  l'ascension 
droite  et  de  lu  déclinaison  d'une  étoile,  on  a 


{") 


l/a  , l/a  I i/’a  . 

■a=— AX-(-  ~Ai-i urtAl.’ 

dk  l/l  2 i/a’ 

di  dS  I d’ 9 , 

5=  — AX-4-  — Al^ 

dk  de  2.  dV 


"f"  "TT — ; — A X.  A I — t”  . 


i/Xi/ 
l/’lî 
d\  lit 


AXAi- 


et  d’après  les  formules  différentielles  du  n°  39,  en  remplaçant 
cosp  siniî  et  cos  p cosn  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,  S et  i. 


dx  . . 

d^ 

— = cosi  5inf  tanüo  sina, 
d A. 

= cosa  sini 
d\ 

d 7.  . 

d^ 

— = — cosa  tango, 
di 

— = sin  a. 

dt 

« 
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De  nouvelles  dilTérentiations  donnent 

f/‘a 


cott  cosa  tang  J H-  sina  a lang'ô^  i 


sinîa  lang’5  )» 


. / sin  7 a 

=sin’s  

\ 2 

f/’a  . . 

= — sint(cos’a  — cols  sina  tanga  + co$2st  langM), 

dt 

d’3  . . . . 

.=  — sin’i  sinsc(cnti  + sina  tang(î), 

d^  3 , 

~ sin»  cosa(coi  X -I-  sina  lango  ), 
d^3 


a /sin  2 a 


dt^ 


= — cos’a  tang^. 


Sulislitiions  res  valeurs  dans  les  é(nialions{n);  prenons  pour  AX 
«■I  Ac  les  valeurs  données  par  les  éqnalions  (A),  et  pour  i l’obli- 
(juilé  moyenne  de  l’écliptique  au  commencement  de  l'année 
i8oo, a3” 7.e' 54*^)  2;  nous  aurons  pour  les  termes  <lu  premier 
ordre  : 

7! — a 

— — i5",8i48sin  Q 

— (6",  8<>5o  sin  Q sino  + r)",  228 1 cos  Q cosa)  tang  J 

-4- o",  1902  sin  2 Q 

-4- (o", 0825  sin  2 ^ sin  a + o",o897  cos 2 Q cosa)  tangiî 

— i",  1642  sin  2 O 

— (o",5o54sin2  0sina-(-  o'',55o9cos7.0cosa)iangiî 

^ — o",i872sin2(^ 

— (o",o8i3sin2(^  sina  + o",o886  cos 2 (J)  cosa)Lingà 

— o",oi95  sin(Q  ■+-  P) 

— [o",oo85 sin(0  -4-  P)  sina 

+ o",oci93  cos.  O + P)  cos  a]  tangiî 

-I-  (o",o62i  -4- o",o27o  sina  tangî)  sin( — P') 

-4-  'o",  Il  73  -4-  o",o5o9  sin  a tangiî)  sin(©  — P), 
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et 

1 1' — Sz=—  6",865o  sin  Q cos  a + 9",?.a3i  cos  Q sina 

1+  o",o825  sin?.  Q cosa  — o",o8gy  cos?  Q sin? 
— o",5o54  sin20  cosa  -h  o",55og cosaQ 
— o',o8i3  sin?  ^ cosa  o", 0886 cos sina 
— o",oo85  sin  (0  -4-  P)  cosa 
-f-  o",oo93  cos(0  + P)  sina 
-I-  o", 0370 sin — P') cosa 
-4- o",o5ogsin(0  — P)  cosa. 

Ces  expressions  conviennent  à l’an  1800  : leurs  coefGcienis 
changent  avec  le  temps,  et  sont  im  peu  différents  pour  l’année 
1900.  Mais  leurs  variations  ne  sont  pas  toutes  d’égale  impor- 
tance. Parmi  les  termes  du  premier  ordre,  les  seuls  où  cas  le 
changement  soit  sensible,  sont  ceux  qui  contiennent  Q ; leurs 
valeurs  sont  pour  1900 

Dans  a'  — a : 

— i5",83ai  sin  Q 

— (6",  8683  sin  Q sina  -4-  9",  2240  cos  Q cosa)  tangij; 

Dans  3'  — 0 : 

— 6", 8683  sin  Q cosa  -4-  9",  2240  cos  Q sina. 

Parmi  les  termes  du  second  ordre,  les  seuls  qui  peuvent  avoir 
quelque  importance  proviennent  des  plus  grands  termes  de 
et  As.  Posons,  pour  abréger. 

As  =9",223i  cosJJ  =ocosQ 
— sin«  Aîi  =:  6",865o  sin  JJ  =;  i sin  Q, 


Ces  termes  sont,  en  ascension  droite, 

— —J sin  2a(y  -4-  tang’J)  -j  coti  cosa  tange 

4 4 


-4- 


ab 

2 


(ï 


cott  sina  tangi  -4-  cos  2 a tang’iî  -t-  ) cosa  a)  sin  2 Q 


'i’-4-o’  . 

— sin  2 a tang’  J 


cotj  cosa  tang^  -(- 


— g — sinaa  cosaQ, 
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aaj  larigi  — 


cot  : sin  a 


(sin  2 a tang^  + 2 cols  cos  a)  sin  2 ^ 


r/«’ — h-  a’-i- b’  \ , é’  .1  _ 

— I y — g 1 — cosaaj  tango  — cotisina  Jcos2  y. 


CeiiA  de  ces  termes  qui  soni  indépendants  de  Q changent  seu- 
lement la  position  moyenne  <le  l’étoile,  cl  peuvent  être  négligés; 
les  autres  ' 


j ab  n‘  1 

sin  2 y — I — cotisin2  sina  -f-  colicos2  ^ eosa  1 tanga 


et 


cotisin2  Q cos  a 

2 


b- 


cot!  COS2  Q sin  a 


peuvent  s’ajouter  aux  termes  semblables  du  premier  ordre  en 
sin2  Çl  et  cos2  et  ceux-ci  deviennent 

cil  ateenaion  droite  : 

I + o"i  1902  sioa 

(D)  < -t- (o",  0822  siri2  Q sin  a -+- o",  0896  COS2  Q cosa)  tango 

I en  déclinaison  : 

-h  o",o822  sin  2 ^ cosa  — o",  0896  coS2  Q sin  a. 

Les  termes  du  second  ordre  restant  encore  sont 


en  ascension  droite  : 

I-f-  o",ooo  1535(3-  tang^^)  sin  2 Q cos2a 
— o",ooo  160  (3  + tang’o  Jeos2  Q sin  2a; 
en  déclinaison  : 

— o",ooo  O'ÿGS  lang^  sin  2 Q sin  2 a 
+ (o", 000  02.3  -i-  o",  000  080  cos2a)  COS2  Q tangiî. 

Mais,  puisque  les  premiers  termes  n 'atteignent  o*,oi  de.  temps 
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que  polir  une  déclinaison  égale  à 88“  lo',  et  que  les  seconds 
ne  surpa$s<'nt  pas  o",oi  d’arc  pour  une  déclinaison  de  89"?.6', 
ils  ont,  mênoe  dans  le  voisinage  du  pôle,  une  très-faible  influence; 
on  peut  donc  toujours  les  négliger,  excepté  s’il  s’agit  d’une  étoile 
très-voisine  du  pôle. 

62.  Variation  de  l'expression  de  ta  nutation,  correspondante  h 
une  variation  donnée  de  la  constante  de  la  nutation.  — Dans  la 
suite,  nous  aurons  iH'Soin  de  connaître  les  ehangements  apportés 
dans  les  expressions  (B)  et  (C)  par  une  variation  de  la  constante 
de  la  nutation;  ces  changements  sont  différents  pour  les  termes  de 
la  nutation  lunaire  et  pour  ceux  de  la  nutation  solaire.  En  effet, 
dans  la  formule  que  donne  la  théorie  de  la  nutation,  tous  les 
termes  de  la  nutation  lunaire  sont  multipliés  par  un  facteur  N' 
qui  dépend  du  moment  d’inertie  de  la  Terre,  de  la  masse  et 
du  moyen  mouvement  de  la  Lune.  Les  termes  de  la  nutation  so- 
laire sont  multipliés  par  un  facteur  N analogue  et  fonction  iden- 
tique du  moment  d’in;rtie  de  la  Terre,  de  la  masse  et  du  moyen 
mouvement  du  Soleil.  Comme  il  est  impossible  de  calculer  le  mo- 
ment d'inertie  de  la  Terre,  il  faut  déduire  des  observations  les 
valeurs  numériques  de  N et  N'.  Le  eoefficient  de  cosQ,  dans  la 
nutation  de  l’obliquité,  est  égal  à o,'j()54?-8N';  reprcsentons-le 
par  9",  2a3i(i -i- /■),  où  9",223i  est  la  valeur  adoptée  pour  la 
constante  de  lu  nutation, et  y", 223t. f sa  correction  jiossible, 

o,765428N'=9",223i  (i  -t-  (). 

La  précession  liinisolaire  dépend  des  mêmes  grandeurs  K et  N', 
et  sa  valeur  déduite  des  observations , 5o", 36354  pt»"-  1800, 
établit  entre  N et  N'  l’équation  suivante 

17,469345  = N 4-  0, 991988 N', 
qui,  combinée  avec  la  première,  donne 

N = 5,516287(1  — 2,16687./), 

Ainsi,  en  supposant  la  cotistante  de  la  nutatioti  égale  à 
9*,  223i  (i  + '))  fous  les  termes  de  la  nutation  lunaire  sont  mul- 
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tiplips  par  1 + /,  ceux  de  la  nulalion  solaire  par 
et  si  l’on  pose 

9",  223 1 . i — dt. 


on  a 


t— 2,16687./; 


rfdX  = [ — 1 ,8702  sin  Q o,0225sin2  Q 

— 0,0221  sin2(^  0,0073  sin( — P') 

4-  0,2981  sinaO  — o,o3oo  sin(©  — P) 

-I-  o,oo5o  sin(0  4-  P)  ] d'i, 
f/Ai  = [cosQ  — 0,0097  C0S2  Q 4-  0,0096  COS2(^ 

— 0, 1294  cos 2 0 — 0,0022  cos(0  4-  P)j  dv. 


et,  en  suivant  la  même  marche  que  dans  le  numéro  précédent,  «n 
obtient  facilement 


d{S'—  i) 


= — i,7i56sinQ 

— (0,7445  sin  sin  a 4-  1,0000  cosQ  cosa)  lungô 
4-0,02.06  sin 2 Q 

4-  (0,0090  sin  2 Q sin  a 4-  0,0097  cos  2.  Q cosa)  tango 

— o,02o3sin2^ 

— (o,oo88sin2, ^sina4-o,oog6cos2(£  co$a}tanga 
4-  0,0067  sin  ( (^  — P'  ) 

4-  o,oo29sin((^  — P')sinatang5  — o,2.735sin20 
4-  (o,  1 187  sin  2.0sinot  4-  o,  1 294  cos 2. 0 cos»)tang^ 

— o , 0275  sin  (0  — P ) 

— 0,01  i9sin(0  — P)sinatang5 
4-  0,0046 sin(0  P) 

4- [0,0020  sin  (0  4-  P)  sin  a 

4-  0,0022  cos(04-P)  cosa]tang5^ 

= — o,  7445  sin  Q cos  a 4-  i ,0000  cos  Q sin  a 
< -+■  0,0090  sin  2 Q cosa  — 0,0097  cos  2 Q sin  a 

— 0,0088  sin2(J^  cosa  -H  0,0096  coS2(^  sin  a 
-I-  o,oo29sin((^  — P')  cosa 

4-  o,  1 187  sin  2 0 cosa  — o,  1294  cos  2 0 sin  a 

— 0,01  igsin(0  — P)  cosa 
-+-  0,0020  sin(0  4-  P)  cosa 

— 0,0022  cos(0  4-  P)  sin  a. 
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63.  Tables  de  Gauss  pour  le  calcul  de  la  nutation.  — Dan»  le 
calcul  <le  la  nutation  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  le  plus 
commode  est  de  chercher  AXet  Ai  à l'aide  des  forn^les  (A)  et  (A,j, 

et  de  calculer  les  valeurs  numériques  des  dérivées  —,  — 

d \ di 

Mais,  pour  les  formules  (B)  et  (C),  on  a construit  des  Tables  qui 
facilitent  beaucoup  le  calcul.  Tout  d’abord,  on  a réduit  les  termes 

c =:  1 5", 82  sin  , g = — 1",  lôsinaO 

en  Tables  dont  les  arguments  sont  Q et  2 Q.  De  plus,  dans  l’ex- 
pression de  la  nutation  en  ascension  droite,  chacun  des  coefhcients 
de  tang  S est  de  la  forme 

A (sinp  sina  -t-  h cos^  cosa)  ; 

et  dans  celle  de  la  nutation  en  déclinaison  les  termes  analogues 
sont  de  la  forme 


A (sin  P cos  a — It  cosf  sina). 


Or,  en  identihant  ces  deux  expressions. 


la  première  avec  a:cos(p  — a 4-/), 
la  seconde  avec  xsin(p  — a-t-_y), 

on  obtient  les  memes  équations  de  condition 

A h cos  P = a"  {cos  P cosj^  — sin  P sin^'  ) , 
A sin  P = a:  (sin  P cos/  -t-  cosp  sin/). 


d'où  l’on  déduit  pour  a:  et  / les  valeurs 


a:>=  A’[l  — (l  — A’)co»'p], 


tang/  = 


(1  — A]  sin  P CO»  P 
I — ( I — h)  cos’  P ’ 


valeurs  qui  sont  toujours  réelles,  car  dans  le  cas  actuel  1 — Id 
est  toujours  en  valeur  absolue  plus  petit  «pie  l’unité.  Les  termes 
que  nous  considérons  peuvent  donc  toujours  être  ramenés  à avoir 
l’une  des  deux  forme» 

./)  X co»(p  — a -t-/),  x»in(p  — a -t-/), 
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Cl  si  l’on  réduil  les  valeurs  de  x et  ^ en  Tables  dont  l’argument 
soit  leur  calcul  sera  très-commode. 

Ce  principc^énéral  de  calcul  a été  indique  par  Gauss  et  appli- 
qué ]>ar  ^icolaï  dans  des  Tables  publiées  par  ^Varnslor(ï;  les 
constantes  adoptées  sont  celles  de  Pelers,'  et  les  Tables  sont  cal- 
culées pour  i85o. 

On  y trouve  outre  le  terme  c,  les  quantités  logé  et  logB  avec 
l'argument  et  l’on  en  déduit  les  termes  qui  dépendent  de  sin  Q 
et  cos  Q qui  sont 

En  ascension  droite. ...  r — b laiigJ  cos(  Q B — a). 
Eu  déclinaison — sin  { Q -t-  B — a) . 

En  leur  ajoutant  les  petits  termes  qui  dépendent  de  2 Q,  2^ 
et  — P',  on  a la  nutation  lunaire. 

Une  seconde  Table  donne,  avec  l’argument  2 Q,  les  grandeiii's 
g,  F et  log/,  au  moyen  desquelles  on  trouve  les  tenues  dépen- 
dant de  2 O qui  sont 

\ En  ascension  droite. . . g — y tangécos(2  Q -t- F — al, 

(e)  J 

I En  déclinaison — /sin (2  0-1- F — a). 

1,’ensemble  de  ces  termes,  en  y comprenant  les  petits  termes 
qui  dépendent  de  © -f  P et  0 — P,  forme  la  nutation  iolnirr. 

Pour  les  petits  termes  qui  contiennent  2 {£  , 2 JJ  et  Q -1-  P, 
on  n’a  pas  construif  de  Tables  spéciales;  on  les  obtient  à l’aide 
des  Tables  relatives  à la  nutation  solaire,  en  y remplaçant  2 ©, 
successivement  par  2^,  i8o°-)-2  Q (car  ces  termes  ont  des 
signes  contraires),  et  Q -f-  P,  et  en  multipliant  par  ou  plus 
exactement  les  valeurs  obtenues  par  les  équations  (c)  pour  les 
deux  premiers  arguments  et  par  les  valeurs  obtenues  pour  le 
troisième;  en  effet,  ces  nombres  expriment  approximativement 
les  rapports  des  coeflicients  de  ces  termes  à ceux  de  la  nutation 
solaire. 

Les  termes  en  (J)  — P'  et  Q — P ont  une  forme  differente  de 
la  précédente,  mais  analogue  aux  expressions  de  la  précession 
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annuelle  en  ascension  droite  et  en  déclinaison;  on  les  obtient 
en  inullipliant  celles-ci  par  sin(  — P')  et  7^  sin  ( Q — I')- 

C4.  Ellipse  de  nutation.  — Il  est  facile  de  se  faire  une  idée 
nette  de  l’influence  <le  la  nutation,  en  la  réduisant  à son  premier 
terme,  qui  est  d’ailleurs  le  plus  important.  On  a alors 

M=—  1 7",  25  sin  Q, 

A£=-f-  9",  22  cos  Q, 

ou  mieux,  d’après  la  théorie, 

sin t Al  = — 10",  o5  cos 2 1 sin  Q , 

Ai  = — 10',  o5  cost  cos  Q . 

Nous  savons  que  ]>ar  l'effet  de  la  pre'cession  lunisolaire,  le  pi>lc 
de  réqiialeiir  décrit  autour  du  pôle  de  l'écliptique  un  petit  cercle 
dont  le  ra^on  est  1.  Considérons  maintenant  dans  le  plan  tan|;ent 
mené  au  pôle  moyen  d’un  certain  temps,  un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  dans  lequel  l’axe  des  x soit  tangent  au  cercle  de 
latitude,  et  désignons  par  x et  y les  coordonnées  du  pôle  vrai 
pôle  moyen  déplacé  par  la  nutation);  nous  aurons = sin t AX, 
■c  = Ai,  et,  en  vertu  des  expressions  précédentes, 

COS^  2 C 

»’  = C’cos’2t x’  oit  C=io",  o5. 

cos'e 

Le  pôle  vrai  décrit  donc  autour  du  pôle  moyen  une  ellipse 
dont  le  demi  grand  axe  est  C cosi  = 9",  22  et  dont  le  demi  petit 
axe  est  C cos2i  = 6",86.  Cette  ellipse  s’appelle  ellipse  de  nuta- 
tion. Pour  obtenir  la  position  du  pôle  vrai  sur  cette  ellipse,  on 
mène  dans  le  plan  de  l'ellipse  un  cercle  concentrique  de  diamètre 
égal  au  grand  axe;  on  imagine  qu'un  rayon  de  ce  cercle  le  dé- 
crive, pendant  la  révolution  des  nœuds  de  la  Lune,  d’un  mouve- 
ment uniforme  et  rétrograde  (’),  et  de  telle  sorte  que  ce  rayon (*) 


(*)  Car  le  moureinent  dci  naixl»  de  la  Ludo  sur  l'écliptique  est  rc- 
trograde. 
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coïncide  avec  la  portion  du  demi  grand  axe  la  plus  rapprochée 
de  l'écliptique,  toutes  les  fois  que  le  noeud  ascendant  de  la  Lune 
coïncide  avec  l’équinoxe  du  printemps.  On  abaisse  ensuite  par 
l’extrémité  de  ce  rajon  une  perpendiculaire  sur  le  grand  axe  de 
l’ellipse,  et  le  point  où  cette  perpendiculaire  coupe  la  circonTé- 
rencc  de  l’ellipse  est  le  lieu  vrai  du  pôle  de  la  Terre. 

Remarque.  — Consulter  sur  la  prcccesion  et  la  nutation  : 

Bessel.  — Fundamrnta  Àstronomite  pro  anno  f]hb. 

Bcsscl.  Astronumisehe  Nachrichtenf  3^. 

Bessel.  — Tabutif  Regiomontantc  rrduciionum  observationum  astronomi- 
cerum,  ah  anno  l^5o  ust^ue  ad  annum  iH5o  compuiatœ  (i83o). 

Bailt.  — iVrw»  Tables  for  Jacitiiing  the  computation  of  Frecession^  Ahervn- 
tion  and  Mutation  (Londres  1S17). 

Baily.  — Prérace  du  Catalogue  of  Stars  of  the  ttritith  Associattom 
(Lfondres,  i8^5\ 

Peters.  — Sitmerus  constans  Nutationis, 

Le  Verrier.  — Annales  de  rObsertfatoire  impérial^  1.  Il,  p.  170  el  sui- 
vantes. 
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■ CHAPITRE  III. 

DES  ERREURS  D’OBSERVATION  DUES  A LA  POSITION  DE 
L’OBSERVATEUR  A LA  SURFACE  DE  LA  TERRE  ET  AUX 
PROPRIÉTÉS  DE  LA  LUMIÈRE. 


Los  Tables  et  les  Éphémérides  astronomiques  donnent  toujours 
les  ]K>sitions  des  astres,  telles  que  nous  les  observerions  du  centre 
de  la  Terre.  Dans  le  cas  où  l’astre  est  à une  distance  infinie,  cette 
position  coïncide  avec  celle  que  l'observation  donnerait  en 
un  point  quelconque  de  la  surface  de  la  Terre;  mais  s’il  y a un 
rapport  fini  entre  le  rayon  de  la  Terre  et  la  distance  de  l’astre, 
ce  lieu  de  l’astre  vu  du  centre  sera  différent  de  celui  qu’on  trou- 
verait en  un  point  de  la  surface.  Pour  comparer  aux  Tables  une 
observation  de  cet  astre,  il  faut  pouvoir,  à l’aide  de  la  position 
observée,  calculer  celle  que  l’on  trouverait  au  centre  de  la  Terre 
et  (|u’on  appelle  le  lieu  vrai.  Inversement,  on  a souvent  besoin  de 
transformer  en  positions  apparentes  les  positions  vues  du  rentre 
de  la  Terre  données  dans  les  Éphémérides,  ou  comme  on  dit 
les  lieux  vrais  en  lieux  apparents.  L’angle  formé  par  les  deux 
rayons  menés  du  centre  de  l’astre  au  rentre  de  la  Terre  et  au  lieu 
d’observation  s’appelle  parallaxe.  Il  faut  donc  pouvoir  calculer 
la  parallaxe  d'un  astre  à un  instant  quelconque  et  pour.un  point 
quelconque  de  la  surface  de  la  Terre.  * 

La  Terre  est  entourée  d’une  atmosphère  qui  possède  la  pro- 
priété de  réfracte!  la  lumière.  L’observation  ne  peut  donc  pas 
donner  la  position  vraie  de  l’astre,  mais  seulement  la  direction 
qu’a  le  rayon  lumineux  réfracté  par  l’atmosphère  à son  entrée 
dans  l’œil  de  l’observateur.  L’angle  de  ce  rayon  visuel  avec  la 
direction  dans  laquelle  l’astre  serait  vu,  si  l’atmosphère  n’existait 
pas,  est  appelé  réfinction.  Pour  déduire  des  observations  d'un 
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astre  sa  position  vraie,  il  faut  pouvoir  dêlerminer  la  réfraction 
pour  chaque  point  du  ciel  et  pour  chaque  état  de  l’atmosphère. 

Si  la  Terre  était  en  repos,  ou  si  du  moins  la  vitesse  de  la  lu- 
mière était  infiniment  grande  par  rapport  à celle  de  la  Terre,  le 
mouvement  de  la  Terre  n’aurait  aucune  influence  sur  la  position 
apparente  des  astres.  Mais  puisque  la  vitesse  de  la  lumière  est 
dans  un  rap|>orl  fini  avec  celle  de  la  Terre,  un  observateur  placé 
à sa  surface  voit  toutes  les  étoiles  en  avant  de  leur  position  vraie, 
dans  le  sens  du  mouvement  de  la  Terre,  d'un  petit  angle  fonction 
de  ce  rapport.  Ce  petit  angle,  qui  change  la  position  des  étoiles, 
s’appelle  aberration.  Pour  obtenir  à l’aide  des  observations  les 
positions  vraies  des  astres,  il  faut  corriger  de  l’aberration  les  lieux 
apparents  observés. 


I.  — De  la  parallaxe. 

ü5.  Dimcnsion%  de  la  Terre.  — La  Terre  n’est  pas  une  sphère 
parfaite,  mais  s'approche  beaucoup  d’étie  un  ellipsoïde  aplati, 
volume  engendré  par  la  révolution  d'une  ellipse  tournant  autour 
de  son  petit  axe.  Si  l’on  désigne  para  le  demi  grand  axe,  par  b le 
demi  petit  axe  de  l'ellipse  génératiicc  et  par  a l'aplatissement  ex- 
primé en  parties  du  demi  grand  axe,  on  aura 

a — h b 

a a 


Suit  de  plus 
grand  axe, 


et  alors 


l’excentricité,  exprimée  aussi  en  parties  du  demi 


h' 

a' 


a = I — y' 


et  inversement 


I = ^2«  — a'. 
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On  a,  d’après  les  recherches  de  Bessel, 

h ■i»)8,  i5r>8 

n i5nb’ 


donc 

* ~2<)(),i5a8’ 
t =:  0,081  6987  , 
el  en  mètres  : 

« ~ 6377  398'", o4, 
6=6  356  079"’,  84 , 


log  a = 3 , 5 ,>.4  1 069 , 
lojie  =2,912  2o5o, 

logrt  = 6,So4  6t(36, 
log h = 6, 8o3  1 894 . 


PnraUiixc  horizontale  rfjiialoriale  thc  Soleil.  — Kn  Astrono- 
mie, on  prend  toujours  pour  unilé  le  ilemi  grand  .ixe  de  l'orhite 
terrestre  (').  Si  l'on  désigne  par  t:  l’angle  sous  lequel  on  verrait 
du  Soleil  le  r.iyon  d'un  jioint  île  requatenr,  dans  le  cas  où  cet  astre 
serait  à l’horizon  du  point,  et  par  R le  demi  grand  axe  de  l’orhite 
terrestre  ou  la  distance  inovenne  de  la  Terre  au  Soleil,  on  aura 

n R binr, 


et,  puisipie  jr  est  très-petit, 

Rtt 

(/  = : ri  • 

20()2ti;) 


L’angle  ir  ou  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  du  Soleil  est, 
d’après  Enckc, 

ir  = 8",57 1 iG,  logît  = 0,933  0397. 

66.  Latitude  géncentrique  il'un  lieu  et  sa  distauce  nu  centre 
de  la  Terre.  — Pour  calculer  la  parallaxe  d’un  astre  correspon- 
dante à un  point  donné  de  la  surface  de  la  Terre,  il  faut  détermi- 
ner les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  au  centre  de  la  Terre. 
On  prend  pour  première  coordonnée  le  temps  sidéral,  c’est-à-dire 
l'angle  que  fait  un  plan  mené  par  le  petit  axe  et  le  lieu  d’ohser- 
valion  (le  jdan  méridien)  avec  le  plan  passant  par  le  petit  axe  et 
l’équinoxe  du  printemps.  Soit  OAC  (yfg.  4)  l*'  passant  par  le 


(“)  \oir  Le  Vcrimea,  Anndles  de  /'ühcn’alotrc  inijfciîai  de  Vuris,  I.  I*»", 
P-  i»9 

I.  >2 
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petit  axe  et  le  lieu  d’observation  A;  la  position  du  point  A dans 
ce  plan  sera  déterminée  si  l’on  connaît  en  même  temps  la  distance 
géocentricjue  AO  et  l'angle  AOC  appelé  latitude  réduite  ou  géo- 
ceritiii/iie. 

Fie.  î- 


Si 

j 


I 


'/ 

0 


Z' 


\ 

i 

N C X 


Ces  quantités  peuvent  d’ailleurs  être  cali-ulées  lorsque  l’on  con- 
naît la  latitude  ANC  (angle  de  l’horizon  en  A avec  l’axe  de  la 
Terre  ou  de  1a  verticale  du  lieu  avec  l’équateur)  et  les  deux  a.xes 
de  l’ellipse  méridienne. 

Soient  en  effet  x et  _r  les  coordonnées  du  point  A rapportées 
aux  deux  axes  OC  et  OB;  on  a 

/t’  t'  ■+-  0’  x'  = a’  6’. 

Si  maintenant  on  désigne  par  f'  la  latitude  géocentrique 
langf 

et  si  Ÿ représente  l’angle  de  la  normale  en  A avec  l’axe  des  x, 

dx 

tang?=:- 

On  a,  d’ailleurs,  en  différentiant  l’équation  de  relli|>se, 

jf b-  dx 

X a‘  d/  ’ 

d’où  résidte  la  relation 

(«J  'ang?  = — tangç. 
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■79 


\J  •-+- p'ang’?' 


^ I + tangf  tangy' 


on  en  conclut 

(*) 


rtsécf'  / 

^ V^i -f- tan^jç  tanK<p'  V cosy' 


ngy  tang<p 


COS(p 

cos(f  — t) 


Au  moyen  de  ces  deux  formules  on  peut,  pour  chaque  lieu  de 
la  surface  de  la  Terre  dont  la  latitude  y est  connue,  calculer  la  la- 
titude géocentnque  y'  et  le  rayon  p. 

Coordonnées  ilit  lien.  — Le  calcul  des  coordonnées  .r  et  y se 
fait  au  moyen  des  formules  suivantes,  i|ui  nous  serviront  plus 
loin  : 

^ ^ iTCOSy  <1  COSy 

V^cos’y-t-(i  — «’^sin’y  I — 5'sin‘y 

, . , , , o{\  — (’)sin» 

[d]  y ■=  X tangy  ==  .r  (t  — s’)  tangy  = • 

y I — s'  sin’y 


Rayon  de  coiiritarc.  — On  a quelquefois  besoin  de  connaître 
aussi  le  rayon  de  courbure  du  méridien  terrestre  à une  latitude 
donnée.  En  le  désignant  par  R,  on  a 


mais  l’équation  de  l'ellipse  donne 

A’  X 
a'  y 


± 

de 


il'' Y 
dx' 


b' 
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— «’  sin’  o)’ 


Drifliipjicmcnts  en  séries  tirs  fot mules  précédentes.  — Au 
moyen  de  l.i  formule  {«)  nous  pouvons  développer  ij'  en  une 
sr  rie  ordonnée  suivant  les  sinus  des  multiples  de  en  effet,  en 
posant 

a~  — 


et  appli(|in>nl  la  formide  i6)  du  n"  1 1 , on  a,  en  secondes, 

m nr  . , 

i>  — 'J T — J sin’o  H . — sinaî) 

^ ■ smi"  ■ osim" 

et  par  suite,  avec  la  valeur  de  raplalissemeiit  donnée  plus  haut, 

— <f  — II'  3o",  (j5  siii  2 O -f-  I ",  i6  sin4  » — .... 

On  ne  peut  obtenir  une  série  élégante  pour  calculer  la  valeur 
de  6,  mais  il  est  facile  d'en  trouver  une  pour  logp.  La  formule(  A) 
donne  en  effet 

tr 


û-  - — 

cos' 


si  l'on  rpuiiilace  eos’»'  par  sa  valeur  , , on  oli- 

‘ ■ ‘ rt‘ 4- A' tang'iji 

tient 

^ n'  cos'ç  A'sin's  n'  -t-  A* In' — A')coS2.pi 

‘ o' eos’çi  4- A' sin'y  «’4- A'4- («' — A')cos'!* 

ou 

(n’  4-  lé  i'  -t-  ^n'  — b'- 1’  f.  ( «’  4-  A'  )[a’  — A’)  ros ■?.  y 
(«4-A)'4-(«  — by ->r  ■.i[n h)(n  — A)cos2*  ’ 

n — A 

et,  en  posant  encore ,■  = «, 

U b 

n’  4-  A’  v'  • -*-«!'  4-  2.  m cos  2. 9 
' n Sr  b y/,  ^ 
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Prenons  les  logarithmes  «les  deux  memhres  cl  dévelo|)|!«ms  d'a- 
près la  formule  (i5)  du  n“  1 1 , nous  aurons  • 


où  M est  le  module  des  logarithmes  vulgaires, 

IogM=7,637  784-i, 

cl  enfin,  en  prenant  a pour  unité, 

logo  = 1 , 74 7 4-0,000  77.7  I cos’>.^ — o,ouo  00 1 Scos  j f 4-..  •• 
On  trouve  ainsi  pour 


f ?'  Loc  p. 

Paris 48.âo.i3,o  48-38.48,a 

(Jreenwich. . . 5i,28.38,g  5i.  17.25,4  i,9<jijii34 

Berlin 52.3o.iü,o  5'A.ig.  8,3  1,9990880 


Encke  a donné,  dans  \c  Juhrbiicli  de  i852,  des  Tables  qui  ptr- 
niettent  de  trouver  immédiatement  les  valeurs  de  et  logp  cor- 
respondantes ù une  latitude  donnée. 

.\insi,  lorsqu'on  connaîtra  la  latitude  d’un  lieti,  on  calculera, 
au  moyen  des  formules  precedentes,  la  latitude  géocentrique  et 
la  distance  de  ce  lieu  au  centre  de  la  Terre;  «|u’on  y joigne  le 
temps  sidéral  0,  il  sera  facile  de  trouver  à chaque  instant  la  posi- 
tion de  ce  lieu  par  rapport  à des  axes  fixes  passant  par  le  centre 
de  la  Terre.  Imaginons,  en  effet,  un  système  de  coordonnées  rce- 
langulaiies  passant  par  le  centre,  dans  lequel  l’axe  des  z suit 
perpendiculaire  au  plan  de  l’équateur,  et  les  axes  de.s  xet  des  > 
dans  ce  plan,  la  partie  positive  de  l’axe  des  x passant  par  l’équi- 
noxe do  printemps,  celle  de  l’axe  des par  le  point  d'ascension 
ilroitc  <)0";  les  coordonnées  du  lieu  auront  pour  expressions 

X =;  P cos  y'  COS0, 

Y = P cos  y'  sin  0 , 

Z =:  P sin  y*. 
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67.  Parallaxe  de  hauteur  dans  l’hypothèse  de  la  sphéricité  de 
la  Terre.  — Le  plan  délcrminé  par  les  lignes  qui  vont  de  l’astre  au 
centre  de  la  Terre  et  au  lieu  d'observation  passe,  la  Terre  étant 
supposée  sphérique,  par  le  zénith  du  lieu,  et  coupe  la  sphère  cé- 
leste suivant  un  grand  cercle  vertical . La  parallaxe  ne  change  donc 
que  les  hauteurs  et  non  les  azimuts.  Soit  maintenant  (fig.  4)  A le 
lieu  d'observation,  Z son  zénith,  S l'astre  et  O le  rentre  de  la 
Terre  : ZOS  sera  la  distance  zénithale  vraie  2,  vue  du  centre  de 
la  Terre;  ZAS  sera  la  distance  zénithale  apparente  2',  observée 
du  point  A de  la  surface.  Si  l’on  désigne  la  parallaxe  de  hauteur, 
c'est-à-dire  l’angle  en  S,  par  p',  et  la  distance  de  l'astre  à la  Terre 
par  A,  on  aura 


p’ -XX  t!  — 2 et  sin// = £ sinz'. 


Pour  tout  astre  autre  que  la  Lune,  p'  sera  toujours  un  petit 
angle,  dont  on  pourra  remplacer  le  sinus  par  l’arc,  et  on  aura 

p' — ^ sinz' . 206265. 


Ainsi  la  parallaxe  de  hauteur  est  proportionnelle  au  sinus  de 
la  distance  zénithale  apparente.  Elle  est  nidle  au  zénith,  atteint 
son  maximum  à l'horizon  et  diminue  les  hauteurs  de  tous  les 
astres.  La  valeur  maximum  pour  z'  = go“ 

- 206265 

A 

s'appelle  la  pnralla.re  horizontale,  et  la  valeur 
22=  ^ 206  265, 

où  a est  le  rayon  équatorial  de  la  Terre,  la  parallaxe  horizontale 
éffuatorialc. 

Paralla.re  en  azimut  et  en  distance  zénithale.  — Nous  avons 
supposé  la  Terre  sphérique;  comme  elle  est  un  sphéroïde,  le  plan 
déterminé  par  les  lignes  qui  joignent  l’astre  au  centre  de  la  Terre 
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et  an  lieu  d'observation,  ne  passe  pas  par  le  zénilti,  mais  par  le 
point  où  la  droite  qui  va  du  centre  au  lieu  d'observation  ren- 
contre la  sphère  céleste.  Il  résulte  de  là  que  l'azimut  de  l’astre  est 
altéré  par  la  parallaxe;  de  même,  l'expression  rigoureuse  de  la 
parallaxe  de  hauteur  diffère  de  celle  que  nous  avons  donnée. 

Considérons  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  dans 
lequel  l'axe  des  z positifs  passe  par  le  zénith  du  lieu  d’observa- 
tion, les  axes  des  3:  et  des^  étant  dans  le  plan  de  l'horizon,  l'axe 
des  j:  positifs  dirigé  vers  le  sud  et  l'axe  des  y positifs  vers  l’ouest; 
les  coordonnées  de  l’astre,  par  rapport  à ce  système,  seront 

i'sinz'cosA',  A'sin:' sin  A',  A'cosr', 

où  A'  représente  la  distance  de  l'astre  au  lieu  d’observation,  î'  et 
A'  la  distance  zénithale  et  l’azimut  de  l’astre  vu  de  ce  lieu. 

Imaginons  maintenant  un  second  système  d’axes  parallèles  aux 
précédents,  mais  passant  par  le  centre  de  la  Terre;  par  rapport  à 
ce  système,  l’astre  aura  pour  coordonnées 

AsinzeosA,  AsinzsinA,  Acosz,  ' 

A représentant  la  distance  de  l’astre  au  rentre  de  la  Terre,  z et  A 
la  distance  zénithale  et  l’azimut  de  l’astre  vu  du  rentre.  Comme 
les  coordonnées  du  centre  de  la  Terre,  par  rapport  au  premier 
système  d’axes,  sont  respectivement 

— psin(y  — y'),  O,  _pcos(y— y'), 

on  a les  trois  équations 

A'  sinz'  cosA'  = A sinz  cosA  — p sin(y  — y'), 
a'  sin z'  sin  A'  = A sin z sin  A, 

a'  cosz'  =r  A COSZ  — P cos(y  — y'), 
ou 

IA'  sinz'  sin(  A'  — A)  = p sin(y  — y')  sin  A, 

A'  sinz'  cos(  A'  — A)  = A sinz  — p sin  (y  — y')  cosA, 

A' cosz'  = A cosz  — pcos(y  — y'). 

Multiplions  la  première  équation  parsin|(A'  — A),  la  seconde 
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pai'  cos  1 (A' — A -,  el  ajoutons  les  produits,  il  vient 


...  . . . , cosi  (A  -H  A) 

A sin  i _ A sin  I — 6 sin  ; o — m , r — ; > 

■ ■ ■ 'cosjtA'  — A) 

A'  cosz'  = Acosi  — pcos(<i)  — y' ). 

En  posant 

b)  ,angv-:—  -^_^.tans(^-,), 

on  a 

a'  sin  i'  =:  A stni  — ù cos  [fi  — o')  tangy  , 
a'  cos:'  = A cüs:  — p cos((j<  — s'  ), 


ou  bien 


^ A'sin{:'  — :)  = pcos[!p  — i 


sini’:  — y) 
cosy 


I , . , , cosf:  — ■/' 

f A cos.i  — : ; A — o cosi  ® — ® ; - - 1 

cos  y 

et  si  l'on  ajoute  le  produit  de  la  première  éc|uation  par  sin  j — :) 
et  de  la  seconde  par  cosi(a' — :),  on  obtient 

A'  — i 

^ cosy  cos  — :) 

Supposons  P et  A exprimes  en  parties  du  rayon  équatorial  de 
la  Terre,  et  //  étant  la  parallaxe  liori/.onlalc  équatoriale  de  l’astre 
delinie  |iar  rétpiation 


— sin/j, 
A 


posons 


siny)  sin  'ÿ  — ?’) 


sni:  ’ 


sin/t  cosf  y — ®') 

^ cosy 

Les  expressions  rifjoureuses  de  la  parallaxe  en  azimut  et  en  d' 
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lance  zénitliale  deviennent 


tang^A 


tang(a'— :)---  - 


!»  sin  A 
— ni  cos  A ’ 
n sin  (3  — 7) 


I — « COSI  3 — 7) 

On  peut  développer  ces  formules  en  séries  au  moven  des  for- 
mules {\-î)  et  (i3)du  n"  11,  et  on  obtient  ainsi 


A'— A=r. 


ni  si  n A /«’  si  m A ni'  si  n 3 A 


I sin  I 


3 siu  I ' 


, /tsin(s — 7)  «’sin7.  (3  — 7)  n’sin3i3  — 7I 

I sin  i"  'Asini"  3sini" 


logA'  =3  log  A — M 


n cos  3 — • 


• C0S2  (3  — 7) 


-I-  — COs3  (3  — 7)  -H  . . . 


Pour  l'angle  auxiliaire  7,  on  a 


COS-!  (A'-l- Ai  cos'y(A'-A- Ai 

et  en  remplaçant  tang  (7  — 7')  par  la  série 

7 — 7'  -f-  j (7  — 7'}' -t-  . . . , 

on  Irouve 

7 -r-  (7  — 7')  cos  A — ^7  — 7’  ) sin  A lang ( A'  — A) 

sin  A sin  A' ros  ' ( A'  “ A) 

+ tI?  — ? r — ^ 


cos^  j ( A'  — A ) sin'  I 


Ces  développements  en  série  complets  ne  servent  en  réalité  tpic 
pour  le  calcul  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  qui  se  fait  aussi  au  ■ 
moyen  des  formules  rigoureuses. 

Pour  le  Soleil,  les  planètes  et  les  comètes  on  se  borne  aux  jire- 
iiiiers  ternies  des  développements,  et  on  emploie  les  formules  siii- 
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vantesj  qui  sont  bien  suliCsanunent  approrhées  : 

7 =(t  — f')cosA, 

A'  — X — /jp  sin(ç  — ^')  sinA  rosi'ci, 
s'  — z=/>psin(j  — v). 

Ainsi  dans  le  méridien,  la  parallaxe  en  azimut  est  nulle  et  la 
parallaxe  en  distance  zénithale  est  donnée  par  l'équation 

ï'-3  = /?psin[*—  {^  — f)]. 

La  quantité  pp  est  souvent  appelée  purallaxe  réduite  et 
P — pp—  P (i  — p)  la  réduction  de  la  parallaxe  équatoriale  pour 
une  latitude  donnée;  on  la  trouve  dans  la  plupart  des  recueils  de 
Tables  astronomiques. 

08.  Parallaxe  en  ascension  droite  et  en  déclinaison.  — Les 
coordonnées  d'un  astre  rapportées  au  plan  de  l'équateur  et  au 
centre  de  la  Terre  sont, 

Acosjcosa,  Acos^sina,  Asinf, 

et  les  coordonnées  apparentes  rapportées  aux  mêmes  plans,  mais 
vues  du  lieu  d’observation, 

A'cosi'cosa',  a' cosi' sina',  A'sin^'; 

comme  les  coordonnées  du  lieu  rapportées  au  centre  et  à l'équa- 
teur de  la  Terre  ont  pour  expressions 

pcosf'cosB,  pcosf'sind,  p sin^', 

on  a,  pour  la  détermination  de  A',  a'.  S' , les  trois  équations 

I A'  cosiî'  cosa'  = A cos^  cosa  — p cos/  cose, 

Àa)  I a' cos^' sina' ==  A cos^  sina  — p cos/ sinB, 

I A'sin  J' =3  A sinJ  — psin/. 

Retranchons  l'une  de  l'autre  les  équations  obtenues  en  miilti- 
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pliant  la  première  parsina,  la  seconde  par  cosa,  et  pareillement 
ajoutons  celles  que  l’ofi  obtient  en  multipliant  la  première  par 
cosa,  la  seconde  par  sina,  nous  aurons 

fA'cosiî'  sin(a'  — *)  p cos^'  sin{a  — e), 

y cos^'cos(a'  — a)  = A coscî  — p cos^'  cos(a  — 0). 

Supposons  dans  res  formules  p exprimé  en  parties  du  rayon 
équatorial  de  la  Terre,  A en  parties  du  demi  grand  axe  de  l'orbite 
terrestre,  et  ir  étant  la  parallaxe  du  Soleil,  posons 

P sinn  eos»' 

m = , 

A coso 


nous  obtenons  pour  tang(a'  — a)  la  valeur  suivante 


(1)  tang(a'  — 


«)  = T 


m sin(a  — 


1 — m ros^a 


-0)' 


Cette  équation  donne  la  parallaxe  en  ascension  droite;  une  com- 
binaison convenable  des  équations  (n' ) nous  permettra  d'obtenir 
aussi  la  parallaxe  en  déclinaison.  Après  avoir  multiplié  la  première 
par  sioj(a' — a),  la  seconde  par  cos^(a' — a),  ajoutons  les 
produits  obtenus,  il  viendra 


A'  cos^'  = A cosJ  — P cosy' 


cos[0  — i (a'-t- a)| 
cos  j (a'  — a) 


Soit  maintenant  un  angle  auxiliaire  7 déterminé  par  l’équation 


fane®' cos  I fa' — a) 

Ung7  = J-T-T— ri» 


cos[0  — y (a'  a)] 

nous  aurons  entre  ^ et  J les  deux  équations 


(b) 


j A'cosf  = AcosJ  — psiny'coty, 
I A'  sinJ'  = A sinJ  — p siny'. 
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que  l'on  transforme  aisi-inent  dans  les  suivantes 


à’  sin(o“'— o')  = 


sin?'  . > 

P - sin(o  — y), 
sin  ■/ 


a'cos(5'  — ô) 


sin^' 

P 

siny 


cos(o'  — y); 


d’oi'i,  en  faisant  les  mêmes  conventions  que  plus  haut  et  posant 


P sini:  sinç. 
A sin  7 


nous  déduisons 


nsin  O— 

(3)  tangfo— d)=r — 

I — n cos  (iJ  — 7 / 


I,es  formules  ( i)  et  (3)  donnent  les  expicssions  rigoureuses  de 
la  parallaxe  en  ascension  droite  et  en  déelinaisun;  on  les  rendra 
calculables  par  logarithmes  en  remplaçant  par  des  sinus  les  quan- 
tités 

/nros(a  — ©),  /icos('î  — 7). 


Mais  on  peut  aussi  employer  les  développements  en  séries  sui- 
vants (n"  11  : 

TOsinfi — b]  /«-sin9.  (®  — ®) 

sin  I " 2 sin  i"  ’ ' ’ 

n sin  ( 5 — 7 n’  sin  2(0  — ^ 4. 

sini"  2 sin  I 

Pour  tous  les  astres  autres  que  la  Lune,  on  borne  ces  développe- 
ments ü leurs  premiers  termes.  Dans  les  quantités  auxiliaires  ni 
et  n,  on  remplace  alors  sinir  par  irsini";  pour  7 on  prend  la 
valeur  approché'C  donnée  par  ré(|uation 

tangy  ^ taugs’  scc(a  — 0), 

et  les  parallaxes  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  sont  expri- 
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niées  par  les  rornuiles 

, eosç' sin  (a  — H) 

a — a — — -, > 

A coso 

a-  _ 5 = ?'  sin  fJ  — 7^  _ 

A sin  y 

Ainsi,  ))oiir  iin  astre  situé  à l’est  du  mériiüen,  la  parallaxe  en 
ascension  droite  est  positive;  à l’ouest,  au  contraire,  elle  est  né- 
gative. Si  l’astre  est  dans  le  méridien,  elle  s’annule. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  formule  (]ui  donne  la  parallaxe  en  dé- 
clinaison devient 


S'  — S — ~ sin  — ÿ')  — ^ sin[z  — (f  — y')]  ; 

c’est  l’expression  de  la  parallaxe  en  distance  zénithale;  au  moment 
du  passage  an  méridien  ces  deux  parallaxes  ont  donc  la  même 
valeur. 

Effet  de  ta  paralla.re  sur  te  diamètre  apparent.  — Loi'sque 
l'astre  a un  diamètre  apparent,  on  ne  peut  en  ohserver  que  les 
bords;  pour  comparer  les  observations  aux  Épliémérides,  qui 
contiennent  les  positions  du  centre  de  l’astre,  il  faut  connaître  le 
diamètre  apparent  vu  du  lieu  d’observation,  ou  plutiM  le  déduire 
du  diamètre  apparent  vu  du  centre  de  la  Terre,  que  donnent  les 
Tables.  Or,  en  retranchant  la  seroiide  des  équations  (6)  du  pro- 
duit de  la  première  par  coty,  on  a 

A' sin (o'  — '/)  = A sin  — y), 

ou,  si  les  diamètres  apparents  étant  de  petits  angles  peuvent  être 
considérés  comme  inversement  |>roportionnels  aux  distances. 


R' 


^ sin (3'  — y) 
sin  (a'  — y)  ■ 


Remarque.  — Dans  ce  qui  précède  nous  supposons  connue  la 
position  géocentrique  de  l’astre  et  nous  cherchons  la  position  aj)- 
pa rente  vue  du  lieu  d’ohservation  ; dans  le  problème  inverse,  où 
l’on  doit  de  la  position  affectée  de  la  parallaxe  déduire  le  lieu  géo- 
centrique,  on  pourra,  sans  nuire  à la  précision,  employer  dans 
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la  valeur  des  parallaxes  a',  S'  et  A'  au  lieu  de  a,  3 et  A.  Il  faut 
pourtant  excepter  le  calcul  du  la  parallaxe  de  la  Lune,  que  nous 
traiterons  plus  loin  tout  spccialciiient. 

Exemple.  — A Rome,  le  3 septembre  i844i  “ 2o''4t'°38’  de 
temps  sidéral,  on  a observé  la  comète  de  Vico  et  on  a trouvé 

a' = 2°  35' 55",  5,  3'  = - 18"  43' 21", 6; 


on  avait  de  plus 


logA  1 ,2-969,  ç = 4'°^^^52",2, 

d’où 

log P z=  1,99936,  ÿ'=4i»42',5. 


Avec  ces  données  le  calcul  de  la  parallaxe  est  le  suivant  : 


0 en  arc 

a'  en  arc 

a' — 0 en  arc 


•ang?' 

■»94999 

COS(a' — 0)  . . 

1 , 787  49 

sin  («'  — ©). . . 

1 , 897  65 

trp  cos^^ 

r , 525  76 

A 

séc3' 

0,023  62 

log  (a'  — a)  = 

I .447 "3 

a'  — a ~ ; 

+ ’-7".99 

3io"74’)5 

2.35  ,9 

52"  I I ',  4 

7 + 55"  28', 6 

J'  = — 18.43  ,4 


sin(d'— 7).  . . 
Tzp  sin  7' 


1 , 983  ’îr  n 

I ,47576 


cosér7 0,084  i3 

log(3'  — 3)  — 1 ,543  i6« 

<î'-^=-34",93 


Ainsi  la  parallaxe  augmente  l’ascension  droite  géocentrique  de 
la  comète  de  28",o  et  diminue  sa  déclinaison  géocentrique  de  34", 9. 
Donc  le  lieu  de  la  comète  corrigé  de  la  parallaxe  est 


a— 9-  2"35'27",5, 
3 — — 18.42.46  , 7 . 


PnrnUaxe  en  longitude  et  en  latitude.  — Pour  obtenir  la  pa- 
rallaxe d'un  astre  rap[)orlé  h des  coordonnées  écliptiques,  il  est 
nécessaire  de  connaître  les  coordonnées  écliptiques  du  lieu  d'ob- 
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servation  rapportées  au  centre  de  la  Terre.  Si  dans  les  formules 
du  n°  37,  on  remplace  0 et  f'  par  la  longitude  / et  la  latitude  b, 
on  obtient,  pour  ces  coordonnées, 


pcosécosf,  pcosésin/,  psini, 


et  si  l’on  désigne  par  V,  p'  et  A'  les  grandeurs  apparentes  et  par 
X,  ^ et  A les  grandeurs  vraies,  on  a les  trois  équations 


A'  cos  P'  cosX'  = A cos^  cosX  — p cosb  cos/, 
A'  cosp'  sinX'  = Acos^  sinX  — p cosi  sin  /, 
A'  sin  P'  A sin  p — p sin  6 , 


d’où,  en  suivant  la  marche  que  nous  venons  d’employer  dans  le 
problème  précédent,  on  déduit  les  formules  suivantes,  qui  sont 
suffisamment  approchées  : 


rrpeosi 

A — X = sin  (X  — / 1, 

A cos  p 

langé 

. -S^lTITTj’ 

Asiny 


Remarque.  — 0 et  y'  sont  l’asrension  droite  et  la  déclinaison 
du  zétiilh  géocent  tique,  point  où  le  rayon  de  la  Terre  prolongé 
rencontre  la  sphère  céleste,  / et  é sa  longitude  et  sa  latitude;  si 
l’on  considère  la  Terre  coiumc  sphèritpie,  ce  point  coïncide  avec 
le  zénith.  On  nomme  nonagésimr  le  point  de  l’écliptique  ayant  la 
même  longitude  que  le  zénith;  il  est  en  effet  distant  de  t)o"  du 
point  d’inlei-section  de  l’écliptique  et  de  l’horizon,  qu’on  appelait 
autrefois  horoscope. 


69.  Calcul  de  la  parallaxe  de  la  Lune.  — Comme  la  parallaxe 
horizontale  équatoriale  de  la  Lune  ou  l’angle  dont  le  sinus  est 

A désignant  la  distance  de  la  Lune  à la  Terre,  est  toujours  com- 
pris entre  54  et  6i  minutes,  nous  devons  alors  employer  les  for- 
mules rigoureuses  ou  bien  les  développements  en  série  donnés 
plus  liant. 
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Exemple.  — Calculons  les  coordonnées  apparentes  de  ia  l.iine 
à Greenwich,  le  lo  avril  1848,  à 10  heures  de  temps  moyen. 
On  a 

o’,o2=  i()C)®  i5'  o'jSo, 

*—  .43. ',>.0 ,25  = ii5.5o.  3 ,^5, 

<î  — -1-  16 . 2'ÿ . 22  ,9, 

P ~ 56.57 

K = 1 5 . 3 1 , 3 , 

el  de  plus  pour  Greenwich  : 

ç'r- 5i"  I7'25",4,  logp  = i,99<)ii34. 


Si,  d’après  ces  données,  on  c.ilciilc  a! — * et  $’ — ô au  moyen 
<le  leurs  dcvelop|)emenls  en  séries,  ou  a 


i'-i 


l’iiur  le  premier  terme... 
Pour  le  deuxième  terme. 
Pour  le  troisième  terme.. 


— 29 '.15  ,"71 

— 0.11,47 

— O.  o,o3 


— 3t)  34,21 

— 0.20,91 

— 0.0,12 


■j! — 7.  = — 29.57,21 


- 3G. 55,24 


Les  coordonnées  et  le  diamètre  apparents  <le  la  Lune  ont  donc 
pour  valeurs  : 

a' =.  Il 5" 20'  G", 54, 

5'  — 1 5. 50.27 
R'~  i5.4o  , 20. 


Si  l’on  veut  employer  les  formules  rigoureuses,  on  les  trans- 
formera de  la  manière  suivante. 

On  a trouvé 


t.ing  (a' — a) 


m sin  (7  — H ) 


- > ou  m — 


f sin/;  C0S2 


1 — «1  cos  ( 7 — B ) COS  0 

or,  en  posant  cosA  = /«cos(a  — B),  on  obtient 

III  sin  (a  — 0 ) 


tang(a' — 7'  • 


A 

2sin’  — 
2 
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en  posant  sinB  ==  p sin// siiif on  tire  des  deux  formules 

^'sinS'—  A(sinJ  — p sin/,>  sin^'), 
a'cosi' cos(*' — a)  =:  A[cosiî  — p sin/>  coSf'cos(a  — 0j], 

la  formule  définitive 

COS  ( 3L*  —— 

tangj'r= sin  ',^3  — B)  cos  j + B). 

cos  J sin’  — 

2 

Enfin  on  a obtenu 

cosi'  cos(a'  — o)  séc5 

A— ' — i' 

I — P rosif'  sin/)  séc5  cos(a  — 0 ) ’ 

formule  d’où  l’on  déduit 

R'=  “ î)  R 

A 

acosi  sin’  — 

2 

Appliquées  h l’exemple  précédent,  ces  formules  donnent 

a'  — 3.—  — 2g'  57", 21,  5'—  -(-  i5‘’5o'2y',()8. 

R'=  i5.4o  ,21, 

On  obtiendrait  des  formules  analogues  pour  le  calcul  rigoureux 
(le  la  parallaxe  de  la  Lune  en  longitude  et  en  latitude,  en  rempla- 
çant respectivement  dans  les  formules  précédentes  a',  a,  5',  S,  0 
et  y'  par  V,  X,  P',  p,  / et  h. 

II.  — De  la  nÉFRACTION  ASTRONOSIIOIE. 

70.  Lois  de  la  réfraction  de  la  Inmicre.  — Pour  arriver  jus- 
qu’à notre  oeil,  les  rayons  lumineux  émanés  des  corps  célestes 
traversent  l’atmosphère  de  la  Terre.  Dans  le  vide  ou  dans  un  mi- 
lieu de  densité  uniforme,  la  lumière  se  meut  en  ligne  droite;  mais 
en  pénétrant  dans  un  milieu  de  densité  différente,  elle  est  déviée 
de  sa  direction  |)rimitivc.  Si  de  jilus  ce  milieu  se  compose,  comme 
notre  atmosphère,  d’une  infinité  de  courhes  dont  la  densité  varie 
I.  i3 
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d’une  manière  continue,  le  chemin  parcouru  par  le  ravon  lumi- 
neux devient  une  courbe.  L’observateur  placé  à la  surface  de  la 
Terre  aperçoit  l'astre  dans  la  direction  de  la  dernière  tangente  à 
la  trajectoire  du  rayon  lumineux,  et  doit  alors,  de  cette  direction 
qui  définit  le  lieu  apparent  de  l’astre,  conclure  la  direction  du 
rayon  lumineux  dans  le  vide,  qui  donne  la  vraie  direction  de 
l’astre  observé.  L’angle  de  ces  deux  directions  s’appelle  rvfraction 
astronomique,  et  puisque  la  trajectoire  du  rayon  lumineux  tourne 
sa  concavité  vers  le  centre  de  la  Terre,  il  est  évident  que  la  réfrac- 
tion augmente  les  hauteurs  de  tous  les  astres. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  la  Terre  sphérique,  car 
cette  hypothèse  ne  change  que  d’une  manière  inappréciable  les 
phénomènes  de  la  réfraction;  nous  considérerons  l’atmosphère 
comme  formée  de  couches  concentriques  dans  lesquelles  la  densité 
et  le  pouvoir  réfringent  qui  en  dépend  seront-  constants.  Pour 
calculer  la  direction  du  rayon  lumineux  dans  c-haqiie  couche,  il 
est  necessaire  de  connaître  les  lois  de  la  réfraction  de  la  lumière. 
Ces  lois,  au  nombre  de  (piatre,  sont  les  suivantes  : 

I.  Si  un  rayon  lumineux  rencontre  la  surface  de  séparation  de 
deux  milieux  de  pouvoirs  réfringents  différents,  le  rayon  réfracté 
reste  dans  le  plan  passant  par  la  normale  et  le  rayon  incident. 

II.  Si  l'on  |)rolonge  la  normale  de  l’autre  côté  de  la  surface  de 
séparation,  pour  tous  les  milieux,  ipiel  ipic  soit  l’angle  d’incidence 
(angle  de  la  normale  et  du  rayon  incident),  le  sinus  de  l’angle 
d’incidence  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  sinus  de  l’angle 
de  réfraction  (angle  de  la  normale  et  du  rayon  réfracté).  Ce  rap- 
port est  appelé  itii/ice  lie  réfraction  du  second  milieu  par  rapport 
au  premier.  Si  le  rayon  lumineux  jrasse  du  vide  dans  un  milieu 
quelcoiupie,  ce  rapport  est  appelé  indice  absolu  de  ce  milieu. 

III.  Soit  P l’imlice  de  réfraction  du  milieu  B par  rapport  au 
milieu  A,  et  p'  l’indice  de  réfraction  <lu  milieu  C par  rapport  au 
milieu  B,  le  produit  pp'  sera  égal  à l’indice  de  réfraction  du  mi- 
lieu C |)ar  rapport  au  milieu  A. 

IV.  Si  P est  l’indice  de  réfraction  du  milieu  B par  rapport  au 

milieu  A,  est  l’indice  de  réfraction  du  milieu  A par  rapport  au 
milieu  B. 
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Équation  différentielle  de  la  téfraction,  — Soit  iD.Tinlenant 
( fig.  5)  O im  lieu  (le  la  surface  de  la  Terre,  C le  rentre  de  la 

Fij.  5. 


' N k 


N'i 


Terre,  S la  vraie  position  de  l'c'loile,  CI  la  normale  au  point  I oil 
le  rayon  lumineux  SI  rencontre  la  ])remièr(!  courlie  de  l’aimo- 
sphère.  L’indice  de  réfraction  d’nne  couche  quelcomjne  (/tant 
connu,  on  pourra  trouver  la  direction  suivie  dans  celte  couche  par 
le  rayon  réfracté,  et  obtenir  l’angle  d’incidence  relatif  à la  couche- 
inférieure;  on  passera  de  celle-ci  à la  couche  immédiatement  voi- 
sine, et  ainsi  de  suite. 

Considérons  maintenant  la  «"""'couche,  et  soit  CN  la  ligne  me- 
née du  centre  au  point  où  le  rayon  lumineux  rencontre  celle 
couche;  soit  déplus  i,  l’angle  d’incidence,/,  l’angle  de  réfrac- 
tion, l’indice  de  réfraction  absolu  de  la  couche,  l’in- 
dice absolu  de  la  Oi  -h  on  a (*) 

sin/,  ~ 


(*)  Ccü  indicps  ftont  plus  que  Piioilé;  ainsi  pour  la  couclic  qui 

se  trouve  à la  surface  «le  la  Terre,  on  a,  <l*apré8  les  expériences  <le  Uiol, 
ju,  = 1,000:^94  ou  ;;;-î  environ. 

i3. 
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Soit  ensuite  N'  le  point  où  le  rayon  liiniinciix  rencontre  la 
[n  -t-  i)""*  couche,  le  triangle  CNN'  donne,  en  désignant  par  r,, 
les  distances  des  points  N et  N'  au  centre  de  la  Terre, 

sin/.  _ • 

sin  /„+,  r, 

et,  par  la  combinaison  de  cette  équation  avec  la  précédente,  on  a 

Ainsi  le  produit  de  la  distance  au  centre,  de  l’indice  de  réfrac- 
tion et  du  sinus  de  l’angle  d’incidence  est  constant  pour  toutes  les 
couches  atmosphci  iques  ; si  donc  y désigne  une  constante,  la  lui 
générale  de  la  réfraction  astronomique  est  expiimée  par  l’équa- 
tion 

(n)  r(xsiu/  = 7, 


où  r,  n et  / se  rapportent  au  même  point  de  l’atmosphère. 

Pour  la  surface  de  la  Terre,  ;,  c'est-à-dire  l’angle  formé  par  la 
dernière  tangente  à la  tr.ijcctoire  du  rayon  lumineux  avec  la  ver- 
ticale, est  égal  à la  distance  zénithale  apparente  z de  l’étoile.  Soit 
ti  le  rayon  de  la  Terre,  (x,  l'indice  de  réfraction  relatif  à la  couche 
d’air  située  à la  surface  de  la  Terre,  on  a,  pour  déterminer  la 
constante  y,  l’équation 

■ 

(6)  np,  sin  Z y. 

Supposons  maintenant  que  la  densité  de  l’atinosplière  varie 
d’une  manière  continue,  de  telle  sor  te  que  la  liaiiteiirdc  la  couche 
dans  l’intérieur  de  laqttelle  on  considère  la  densité  comme  con- 
stante soit  irrliniment  petite;  le  chemin  que  suit  le  rayon  lumineirx 
dans  l’atmosphère  est  alors  irne  cotrr  he.  Rapportrrns-la  à des  coor- 
données polaires,  et  appi  litns  e l’angle  qtre  cliaqitc  rayon  vcc- 
tcirr  r fait  avec  CO;  notrs  avons 


('’) 


fh 

,-=tang/. 


La  direction  de  la  dernièic  tangente  est,  comme  on  l’a  vu,  celle 
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du  rayon  qui  donne  la  distance  zénithale  apparente  z;  au  con- 
traire, la  vraie  distance  zénithale  î csl  l’anyle  que  le  prolongement 
de  la  direction  primitive  SI  du  rayon  lumineux  fait  avec  la  nor- 
male. En  réalité,  cet  angle  Ç a son  sommet  en  un  autre  point  que 
celui  où  se  trouve  l’oeil  de  l’observateur;  mais  la  hauteur  de  l’at- 
mosphère est  très-faible,  les  corps  célestes  au  contraire  sont  fort 
éloignés,  en  outre  la  réfraction  est  toujours  un  petit  angle;  la 
dilférence  entre  l’angle  Ç et  la  vraie  distance  zénithale  qu’on  aurait 
observée  du  point  O est  donc  négligeable;  même  pour  la  Lune,  où 
cette  dilférence  est  maximum,  elle  n’atteint  pas  une  seconde  d’arc 
à l'horizon.  On  peut  donc  supposer  que  l’angle  Ç est  la  vraie  dis- 
tance zénithale  vue  du  point  0. 

An  point  N,  auquel  correspondent  les  valeurs  ',  r et  p <les  va- 
riables, menons  une  tangente  à la  tr.ajectoire  du  rayon  lumineux, 
et  désignons  par  Ç'  l’angle  qu’elle  fait  avec  la  normale  CO;  nous 
avons 

[d)  i;'=f-^-c; 


puis,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l’équa- 
tion {a)  et  différentiant,  nous  obtenons 

dr  , d U 

h coti  dt  = O. 

r fl 

Combinons  ensuite  cette  équation  avec  les  équations  (c)  et  (if). 


et  comme 


nous  avons 


dC—  — tangt  -C; 


tanc/  = 


y’  I — Sin't  yV’  fl’  — 

V sini. 


— (1,  sin  Z dfji 


sin’î 


A 
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L’intégrale  de  dt,'  prise  entre  les  limites  Ç'  = i;  et  ï'  = z ('  mne  la 
valeur  de  la  réfraction. 

Posons  - = I — il  viendra 


('■) 


dr’  — — 


(1  — s)  sinz  diL 


Pour  intégrer  cette  équation  il  faudrait  connaître  s en  fonction 
de  (x;  cette  dernière  grandeur  dépend  de  la  densité  ,et  la  Physique 
' nous  apprend  que  la  quantité  ft’ — i ou  puissance  rrj'raclice  est 
proportionnelle  à la  densité.  Soit,  des  lors,  une  nouvelle  variable, 
la  densité  p,  donnée  ])ar  l’équation 


p’— i = rp. 


datis  laquelle  c désigne  une  constante,  telle  que  d’après  les  expé- 
riences de  Biot  on  a,  pour  la  température  de  0“  et  la  pression 
atmosphérique  de  0'",  yGo, 


cp,  0,000  588  768  ; 


on  obtient 


1 rdp 

-Il  — s)  smz ^ — 

2 I -I-  rp. 


{^)dt.'  = 

i-l- cp.V  \ t+rp,/ 


2 s — s^i  sin’z* 


et,  en  posant 


« -H  cpi 

a ét;  nt  une  constante,  égale  à 0,000  2.174  21 1,  on  a 


et  par  suite 

(/) 


.LtiP  = ._,a(.-AV 

' + \ P»)  ' 


I s ■ '^P 

— a (1  — f)  sini 

p> 


l^I  — 2a|^l  — ^ cos’ 2 — 2a|^I  — - j ■+■  {2 S — s’)  sin’z 
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Le  facteur 

1) 

csl  le  carré  du  rapport  de  l’indice  de  réfraction  absolu  de  la 
couche  de  rayon  r à l’indice  de  la  couche  située  à la  surface  de 
la  Terre.  Puisqu’aux  limites  de  l’atmosphère  u.  — t et  qu’au  con- 
traire pour  le  passage  du  vide  dans  la  couche  située  à la  surface 

fX 

de  la  Terre  p,  = i,ooo2t)4>  le  rapport  — sera  toujours  compris 

f*» 

entre  des  limites  trés-nsscrrérs  ; on  peut  donc,  sans  erreur  sen- 
sible, remplacer  le  facteur  variable 

'-“(-1) 

par  la  moyenne  de  ses  valeurs  extrêmes  i et  i — 2a,  c’est-à-dire 
par  la  constante  i — a. 

Posons  encore,  pour  abréger. 


P- 


où  est  une  fonction  de  s qu’il  faut  déterminer;  nous  aurons 
. , a fl  — r)  sin  2 rfii' 

' (/C  = i . - . --- — . 

' “ y cos^i  — 2a  le  -t-  ( 2r  — s’)  sin’z 

Or  s est  toujours  petit,  car  pour  une  hauteur  de  l’atmosphère 
égaie  à "jS  kilomètres,  la  plus  grande  valeur  de  r est  seulement 
0,01  i6;  on  peut  donc  écrire 

a sin  Z di\’ 

I — a _ i 

(cos’z  — 2aii'-t-  2îsin’a)’ 

a f sin  Z (cos’ Z — 2 a o’  -t-  ’ sin’z)  rf<e 

1 — a ^ ’ 

(cos’z  — 2 a »■  -I-  2r  sin’z)’ 

le  second  terme  de  cette  formule  est,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  toujours  assez  petit  pour  qu’on  puisse  le  négliger,  et  n’avoir 
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égard  c]u'au  premier  terme,  dans  une  première  approximation. 
Pour  avoir  la  valeur  de  la  réfraction,  il  faut  intégrer  l’expression 
r/Ç'  entre  des  limites  correspondantes  à r=a  et  r = n -H  H, 
H étant  la  hauteur  de  l’almosphére,  et  on  voit  aisément  qu'il  suf- 
fira d'ajouter  la  valeur  de  l’intégrale  ohlenue  à la  distance  zéni- 
thale apparente  pour  avoir  la  distance  zénithale  vraie. 

Posons  maintenant 

n>  = P (a)  et  -i-J  — 

' ' sin=3  ' 


et  introduisons  une  nouvelle  variable  x donnée  par  l'équation 
s =:  X + 

nous  aurons,  d'après  la  formule  de  Lagrange, 

P (,)  = K (.,)+,  (,)  ■'  ^ i [l, 

d'où 


Pour  tirer  de  là  l’expression  de  la  léfraclion,  il  faut  multiplier 

, a sinzr/.r 

chaque  ternie  par  et  intégrer  ensuite 

■ — “ y/cos’z -I- 2x  sin’a 

entre  le«  limites  ci-dessus  indiquées.  Mais  pour  effectuer  cette 
intégration,  il  faut  connaître  w en  fonction  de  s,  c'est-à-dire  con- 
naître la  loi  suivant  laquelle  la  densité  de  l’air  décroît  avec  la 
hauteur. 


7 1 . Lois  du  decroissenirnl  de  In  température  et  de  la  densité  de 
l’atmosphère.  — Soient  p,  et  t,  la  pression  de  l’air  et  sa  tempé- 
rature à la  surface  de  la  Terre,  p ci  x les  valeurs  de  ces  mêmes 
grandeurs  à une  certaine  hauteur  dans  l’atmosphère,  m le  eoeffi- 
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rient  de  dilatation  de  l’air  pour  t°  centigrade,  on  a 


(«) 


t -f-  /HT  0 

- . i. 

I -t-  H/T,  p. 


Ainsi  l’expression  ' ^ — "j  T"  représente  le  quotient  de  la 

pression  par  le  produit  de  la  densité  et  du  binôme  de  dilatation 
est  ronslante.  Désignons  par  /,  la  liaiiteiir  d’i.ne  colonne  d’air  de 
densité  p,  et  de  température  t,  qui  ferait  équilibre  à la  pression  p, 
pipiir  une  intensité  de  la  pesanteur  égale  à à la  surface  de  la 
Terre,  nous  aurons 

(?)  Po  = ?.g,l„ 

l,  serait  la  hauteur  île  l'atmosphère  si  la  [iression,  la  température 
et  l’intensité  de  la  pesanteur  avaient  dans  toutes  les  couches  les 
mémt-s  valeurs  ipi’à  la  surface  de  la  Terre.  Prenons  pour  t,,  la 
température  de  io“  centigrades;  nous  avons,  d’après  les  détermi- 
nations de  M.  Régnault, 

/,  = 8286"',  I . 

C’est  le  produit  de  la  hauteur  barométrique  normale  o™,-6o  à 
la  surface  des  mers,  et  de  la  densité  du  mercure  par  rapport  à 
l'air  pour  une  température  de  lo"  centigrades  (‘  ). 

Si  l’on  s’élève  de  dr  dans  l’alinosphère,  le  décroissement'de  la 
pression  est  égal  à la  petite  colonne  d’air  pi/r,  multipliée  par 

l’intensité  de  la  pesanteur  g-,  — correspondante  à la  distance  r, 

(?.)  — — 


comme 


— dr  — ds  et 
a' 


(i  — /e],  nous  aurons,  .à  l’aide  de  l’é- 


("  ) Bo»cl  aïiit  trouve  /,  = 4"*/»'’^  toises  = 8i3G,74  mètre»  j mai»  cette 
«lilTércnce  n’iiifirmc  point  l'ojcellciire  <l«'»  Tutilc»  Je  Besset,  dont  les  con- 
stantes ont  été  déterminées  d'après  les  observations  astronumiqncs  ctlcs- 
mèmea. 
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quation  (^), 

(7) 


dp  a du 

— = ;-(l  —<•'), 

p,  l. 


et,  en  comptant  les  températures  à partir  de  io‘'  centigrades, 

(7.)  — «-). 

Si  nous  éliminons  p entre  l’équation  (a)  et  les  deux  précé- 
dentes, I — <v  et  par  conséujiient  la  densité  sera  exprimée  en 
fonction  de  f et  de  i -t-  mr.  Cette  dernière  quantité  est  elle-même 
fonction  de  j;  mais  puisqu’on  ne  connaît  pas  la  loi  de  décroisse- 
ment de  la  température  avec  la  liautcur,  il  est  nécessaire  d’avoir 
recours  à une  hypothèse,  à la  condition  de  vérifier  ensuite  la 
concordance  des  réfractions  calculées  et  des  réfractions  observées. 
Les  diverses  théories  de  la  réfraction  différent  entre  elles  par 
riiypothèse  faite  sur  la  loi  de  décroissement  rie  la  température. 


72.  Hypothèse  r/e  Cassini.  — Supposons  d’abord,  avec  Domi- 
nique Cassini,  que  l’atmosphère  soit  de  densité  uniforme;  un  rayon 
lumineux  subira  alors  une  réfraction  unique  aux  limites  de  l’at- 
mos|)hère.  Dans  ce  cas,  les  formules  du  n°  70  nous  donnent  sim- 
plement 

sinf  = p,  sin/; 

or,  si  iz  représente  la  réfraction, 

i=Sz  -4-/, 

d’où,  puisque  âz  est  suffisamment  petit, 

sin i = oz  cos / -f-  sin/, 

et  par  suite 

= ')‘ang/; 

mais  en  désignant  par  l la  hauteur  de  l’atmosphère,  on  voit  aisé- 
ment que  sin/=  — -^sini,  donc 


y/cos’i  -t-  — - 


a 


BYPOTnÈSE  DE  CASSIM. 


9o3 


011,  - élanl  pclit,  '■ 

Celte  formule  s’accorde  avec  les  Tables  données  par  Ivorv  pour 
des  distances  zénithales  qui  n’excèdent  point  80";  mais  pour  dé- 
plus grandes  distances  zénithales,  il  survient  entre  la  réfraction 
calculée  et  la  réfraction  observée  un  désaccord  qui  augmente  ra- 
pidement. Par  exemple,  supposons  la  température  égale  à o"  et  la 
pression  à o'",'6o;  adoptons  G3(j6'j38“'  pour  valeur  du  rayon 
moyen  de  lu  Terre,  et,  avec  M.  Régnault,  io5i^,3  pour  celle  de 
la  densité  du  mercure  par  rapport  ù l’air.  Nous  aurons 

/ = 7Ç)(j3'",  t5,  d’où  0,001 -25545; 


la  substitution  de  ces  nombres  dans  l’avant-dernière  formule  nous 
donnera,  pour  ï = yo". 


J 


0,000  ?94  X 206 9.05 


= 20'  environ. 


Mais,  d’après  les  observations  d’Argelander,  la  réfraction  ho- 
rizontale pour  cet  état  de  ralmosphérc  est  37'3i";  ce  résultat 
s’écarte  trop  de  celui  que  donne  l’hypolhcse  de  Cassini,  pour 
que  celle-ci  puisse  cire  admise. 

Hypothèse  de  Newton.  — Si  l’on  suppose  la  température  con- 
stante, on  a 


P dp 

— = i — tv  et  par  suite  — = f/(i  — (v): 

P>  P> 

d’ailleurs  la  comparaison  de  cette  équation  avec  l’équation  (•/), 
donne 

d(  \ — tv)  ^ (I 
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P P ~r' 

— = - = I— «'  = <>  '•  , 

Pt  p. 


puisque  la  constante  introduite  par  l'intégration  est  nulle. 
Posons 

7=P- 


nous  aurons 


i«'  = F(j)  =1^  I — e 

F{a-  =1  — e~>‘. 


sin”:  I .2 


et  puisque 


il  en  résulte 


— !=■ ^ + //.n'e-*.--' 

li.t"  sin":  1;  ' 

nln  — I ) , , ,,  ”1 

H - — --(n  — . . . , 

et  le  ternie  général  de  la  première  partie  de  la  différentielle  f/;' 
devient 

X x"P""^'sinz(/.r 

' * 1 . 2. . . «.sin'"z  y'cos'z  4-  2a:  sin’ Z 


,P‘e-‘^ 


|("  + 0 


• p-(n+i)M n.n’c~’^ 


n{n  — il  1 * 

— — [n  — I — ...  L 
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oft  l’on  doit  donner  à n toutes  les  valeurs  entières  à partir  de  zéro. 
Il  faut  ensuite  intégrer  tous  ces  termes  par  rapport  à a*  entre  des 
valeurs  de  x correspondantes  à /■  = <7  et  r = a -+-  H,  H désignant 
la  hauteur  de  l’atmosphère.  Cette  hauteur  n’est  pas  connue;  mais 
a cette  limite  supérieure  la  densité  est  nulle;  il  n’y  a donc  plus 
de  réfraction,  et  l'on  peut  sans  erreur  sensible  prendre  les  limites 
r=n  et  r=x,  auxquelles  correspondent  j o et  i,  et, 

ali  — e-"')  . 

pir  suite,  x—o  et  x = 1 ^ Mais,  comme  a cette 

.sin’z 

dernière  limite  de  .r,  r~^'  est  d'une  jielilesse  excessive,  puisrpie 
e = 2,7  18. . . et  que  p est  un  très-grand  nombre,  à peu  prés  égal 
i 800,  on  voit  que  les  intégrales  peuvent,  sans  crainte  d'aucune 
erreur  appréciable,  cire  prises  entre  les  limites  x = o et  x = » . 
Les  intégrales  proposées  peuvent,  du  reste,  se  décomposer  en 
fonctions  telles  que  ^ traitées  au  n°  18;  et  si  l’on  emploie  la  for- 
mule (8)  donnée  dans  Ce  numéro,  on  trouve,  pour  le  terme  gé- 
néral de  la  réfraction. 


[ U’ P" 


— a I . 2 . . . n sin" 


a»  — I an  — I 

X (''“•"O  ' — «•«  * ^(«) 


1 «2 


{>1  — 1}  • ^(/i  — 1)  — ... 


On  a donc 


I 


'*  = 7-r-a 


-^[2^(2) 

Slll'z  r w I 

-+-  3 X2’i}((2l— ^}.(l)] 


•+-. 
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et,  puisque 


I I 

on  peut  écrire  (*) 


1.2.3 


c ““'H (2)2 


«ia>2 


^(3)3 


- ‘ 


sin’i 

a^8’ 

I . ?.  sin'z 
a’ P' 


1.2.3  siu": 


valeur  qu’on  multipliera  paraoG  2f)5pourexprimer^i  en  secondes. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  réi;'.  et  voyons 
quelle  est  son  influence.  Elle  est  la  plus  grande  dans  le  cas  de  la 
réfraction  horizontale,  et,  dans  ce  cas,  ce  second  terme  devient 


La  partie  la  plus  sensible  de  cette  différentielle  correspond  à .r 
très-petit,  jiarce  qu’alors  le  dénominateur  est  fort  petit.  On  peut 

donc, dans  ce  dénominateur  et  dans  le  facteur—  — 2a(i e~^), 

développer  e~^‘  en  série,  et  n’en  considérer  que  les  premiers 
termes.  Si  l’on  s’en  tient  aux  deux  premiers,  ce  que  l’on  peut 
faire  ici  sans  erreur  sensible,  on  aura 

£ 

a a’c-?‘(3  — 4“P)'^^ 

1 — a * ■*  ' 

2'C-apr 


{ *)  Crlte  forme  do  la  réfraction  est  due  à Kramp  : Jnairse  des  réfractions 
astronomiques  et  terrestres;  Strasbourg.  1799. 
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et,  en  l’intégrant  dopnis  s = o jusqu’à  , on  aura  en  se- 

condes 


8 sin  1 " 


a(3  — 4*P)  ./  B 

; V 


(i-  a 


quantité  qui  n’atteint  j>as  une  seconde,  et  qui,  par  conséquent, 
est  insensible  à l’horizon , où  la  réfraction  éprouve  de  grandes 
variations.  On  peut  donc,  dans  tous  les  cas,  négliger  le  second 
terme  de  la  formule  {g) , et  ne  conserver  que  le  premier. 

Si  l’on  fait  usage  des  valeurs  de  a et  p données  ci-dessus,  on 
trouve  dans  l’hypothèse  que  nous  considérons,  pour  une  tempé- 
rature de  zéro  et  une  pression  de  o'",7f)o,  la  réfraction  horizon- 
tale égale  à 89' 54",  5.  Cette  réfraction  surpasse  de  2' 3,3  ”,  5 la 
valeur  donnée  par  Argelander,  ce  qui  prouve  l’erreur  de  l’hypo- 
thèse d’une  température  uniforme  dans  toute  l’étendue  de  l’atino- 
sphere.  On  sait  en  effet  que  cette  température  diminue  à mesure 
que  l’on  s’élève,  et,  comme  l’air  se  contracte  par  le  froid,  il  en 
résulte  que  la  différence  entre  la  densité  d'une  couche  de  l’atmo- 
sphère et  la  densité  île  la  couche  immédiatement  supérieure  est 
par  là  diminuée.  La  limite  de  cette  diminution  est  celle  d’une  dif- 
férence nulle  ou  d'une  densité  eonstante,  et  l’on  a vu  que,  dans  ce 
cas,  la  réfraction  horizontale  est  trop  petite;  la  constitution  de 
l’atmosphère  et  les  réfractions  sont  donc  comprises  entre  les  deux 
limites  que  donnent  les  hypothèses  que  nous  venons  de  considé- 
rer; mais  on  peut,  de  la  manière  suivante,  obtenir  deux  limites 
plus  rapprochées. 

Ilypnthèse  de  Bougner.  — L'équation  difl'érentielle  de  la  ré- 
fraction s'intégre  rigoureusement  dans  le  cas  où  la  loi  du  décrois- 
sement de  la  densité  de  l’atmosphère  est  telle,  que  la  distance  de 
la  couche  au  centre  de  la  Terre  est  inversement  proportionnelle  à 
une  certaine  puissance  de  l’indice  de  réfraction , c’est-à-dire  si 


ou,  d’après  les  notations  du  n“  70, 
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el,  en  prenant  pour  nouvelle  variable 


/H-ep\  * . 

X = ( s>n  Z , 

\i+rp./ 

l'équatipn  (e')  (ji.  198)  sc  réduit  à la  forme  simple 


,ly 


(2  m — 1)^1  — .)•' 
d’où,  en  intégrant  entre  les  limites  sin  z et  v = 

correspondantes  à p = p,  et  p = o,  on  déduit 


( I + ep. 


iz  = - 


Z — arc  sin  / 


(sin  Z \ 

V^) 

h A-  Cf.)  * / 


sin[i — 2 m — 


C’est  la  formule  de  réfraction  connue  sous  le  nom  de  furmulc 
f!c  Sim/isnn,  bien  qu’en  fait  elle  soif  équivalente  à la  formule 
donnée  par  Ilougucr  en  1729  dans  un  Mémoire  sur  la  Réfraction, 
couronné  par  l’Académie  des  Sciences. 

En  ajoutant  et  en  retranchant  sim  au.\  deux  membres  de  l'équa- 
tion précédente,  et  divisant  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  on  a 


2 m — I , 
tans  ( — - ü 

2 


=) 


(t  + '-p.) 


> m — » 

(n-cp,)  ’ — 1 


tang  I 


formule  équivalente  à celle  qu’a  donnée  Bradley. 

Dans  le  cas  de  la  réfraction  liori/.nntalc  3=  90",  et,  comme  cp„ 
est  très-petit,  on  a 


tant 


■(^  *<•)  = 
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0(1  approximativement,  à cause  de  la  petitesse  de  Sz,, 


Si  l’on  ne  voulait  considérer  que  le  phénomène  des  réfractions 
astronomiques,  on  pourrait  déterminer  m de  telle  sorte  que  le 
second  membre  de  cette  équation  représentât  la  réfraction  hori- 

uintale  observée.  L’expression  générale  de  tang  Sz^ 

donnerait  alors  pour  toutes  les  hauteurs  la  réfraction  Sz.  C'est  le 
procédé  qu’ont  suivi  plusieurs  astronomes  pour  construire  une 
Table  de  réfraction,  et  c’est  ainsi  que  La|iiace  a trouvé,  à l’cide 
d’un  grand  nombre  d'observations, 

Sz  = 60", 666 tang (:  — 3,  o.5Sz). 

Mais  il  faut,  en  outre,  que  la  constitution  admise  pour  l’atmo- 
sphère donne  non-seulement  les  réfractions  observées,  mais  encore 
la  diminution  de  la  pression  barométrique  et  de  la  température 
que  l'on  trouve  en  s’élevant  dans  l'atmosphère.  Mous  allons  con- 
sidérer ces  deux  phénomènes  dans  l'hypothèse  précédente. 

Dans  l’équation  (^,)  du  n"71 

n 


remplaçons  ^ par  la  valeur  ’ 

/>  s’annule  avec  p,  nous  aurons 


et  intégrons;  comme 


(i-t-cp)” 


P = ag,  p. 


■ Cù\ 


[1  — (l  -t-cp}»+'] 


expression  qui  donne  à très-peu  près 

ep.  p’ 

p = ag,!>,m-^ 

I. 


*4 
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en  divisant  celte  éi|uution  par  l'équation  (^),  il  vient 

P m a 
— = — 7 C js,  4- 

A h pi 

On  en  déduit,  jtonr  la  surl'ace  de  la  Terre, 

■y- h 

!»■=. , 

a Cf, 

et,  par  suite,  pour  la  réfi-action  horizontale. 


avec  les  valeurs  déjà  données,  pour  la  température  o°  et  la  près 
sion  o'",'j6o,  on  trouve,  après  division  par  sin  i", 

O‘l.=  l824''r^3o'24". 


Celte  valeur  est  moindre  de  que  la  réfraction  observée 
par  Ar^elander;  mais  elle  est  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de 
l'hypothèse  d'une  densité  constante;  ainsi,  la  constitution  réelle 
de  l'atmosphère  est  comprise  entre  celles  que  donnent  la  suppO' 
silion  d’une  température  uniforme  et  l’hypothèse  actuelle. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  la  densité  des  couches  atmu' 
sphériques  diminue  en  progression  arithmétique  quand  leur  hau- 
teur croît  suivant  une  progression  semblable.  En  effet  n~r[i  — s , 
d’où  approximativement  r = « (i  .r)  et,  ns  étant  la  hauteur  de 
la  couche  au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre, 


ou 


Aux  limites  de  l’atmosphère  pz=o,  donc  as  — il,-,  la  hauteur 
de  l’atmosphère  est  donc  ici  double  de  ce  qu’elle  est  dans  l’hypo- 
thèse d'une  densité  constante. 
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Les  expressions  précédentes  de  p et  ni  donnent 

P _ , _ 

/7,p  ~ p.  2/, 

d’on,  à l’aide  de  l’équation  (a)  du  n"  71,  on  déduit 
as  — 2/j  ot(tj  — t). 


Ainsi,  dans  cette  hypothèse,  la  température  des  couches  diminue, 
comme  leur  densité,  en  progression  arithmétique.  D'après  Hud- 

berg  et  Régnault,  ni  =.  — il  faudrait  donc  s’élever  dans  l’at- 
2^  ô 


2 / t 

mosphère  de  — ^ =:  SS*", 6 pour  obtenir  i"  centigrade  d’abaisse- 
2'J3 

ment  dans  la  température.  Mais,  d’après  les  observations  faites 
par  Gay-Lussac  dans  sa  mémorable  ascension  aérostatique  en 
1804,  cet  abaissement  se  produit  pour  une  élévation  de  l'jS"’ 
environ  (4o",25  pour  une  hauteur  de  6980“*);  l’hypothèse  que 
nous  considérons  ne  représente  donc  ni  les  réfractions  observées 
à l’horizon,  ni  la  loi  de  la  diminution  de  la  température. 

Dans  l’hypothèse  d’une  densité  constante,  on  a 


Eh-i—Zi- 
ih?  f.  ’ 

il  faut  donc  s’élever  d’une  hauteur  moitié  moindre  que  dans  l’hy- 
pothèse précédente  pour  voir  le  thermomètre  baisser  de  1°;  cette 
hypothèse  est  donc  encore  plus  loin  de  satisfaire  aux  observations 
sur  les  réfractions  et  la  température.  On  voiten  même  temps  que, 
plus  on  se  rapproche  de  l’observation  sur  les  réfractions,  plus  on 
s’en  rapproche  lelativcmcnt  aux  températures. 

La  constitution  de  l’atmosphère  étant  comprise  entre  les  deux 
limites  d’une  densité  décroissante  en  progression  arithmétique 
(hypothèse  de  Bouguer)  et  d’une  densité  décroissante  en  progres- 
sion géométrique  [hypothèse  de  Newton,  (équation  7,)],  une  hy- 
pothèse qui  participerait  de  l’une  et  de  l’autre  de  ces  lois  semble 
devoir  représenter  à la  fois  les  réfractions  et  la  diminution  obser- 
vées dans  la  température  des  couches  atmosphériques.  L’hypo- 

14. 
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thèse  suivante  réunit  ces  divers  avantages  à celui  d’un  calcul  fort 
simple. 

73.  Hypothèse  de  Laplace.  — Supposons 


f et  / étant  deux  constantes  à déterminer  à l’aide  de  l’observation 
de  la  réfraction  horizontale  et  du  baromètre;  si  ces  valeurs  satisfont 
à la  diminution  observée  de  la  température,  on  pourra  considérer 
ces  formules  comme  représentant  la  vraie  constitution  de  l’atmo- 
sphère, et  s’en  servir  pour  construire  une  table  de  réfractions. 
Alors,  en  nous  bornant  au  premier  terme  de  l'équation  [g] 
(p.  199),  en  remplaçant  sous  le  radical  sin’z  par  i — cos’ s et 
en  supprimant  le  terme  — 2rcos’z,  petit  par  rapport  à cos’z, 
nous  aurons 


d 


ç/cos’z  -I-  2 « 


sinz 


du 

T’ 


expression  qu’il  faut  intégrer  de  « = o à « = » ; soit  - =r  ,r, 
obtient 

a e^*sinir/j- 

' — “ Jo  vcos’z  ■ 


3z  : 


/O  y/cos’z -t- 2/x 

a f 

' — ’*■  Jo  v^cos’z  - 


2/x 


d’où,  en  posant  T = — et  appliquant  les  formules  du  n”  18,  on 


déduit 


V^2/ 


«/  . 

sinscosz. 


2a  sin*/  / /cos’zX  . a/ 

Pour  la  réfraction  horizontale,  T=  o et  i|>  (1)  devient  { y'ir;  on 
a donc 


(l  — a)  y/2  / \ ^ / 
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On  voit  ainsi  que  la  réfraction  horizontale  serait  nulle  pour 
y=  2,  et  négative  pour  2. 

Déterminons  maintenant  la  pression  de  l’atmo-^phère;  J’équa- 
tion  (7)  nous  donne,  avec  l’hypoilièse  ci-dessus  : 


iL 

P- 


a 

Z 


( 


/ 

■^7" 


*du  -t-  a 7 '/p 

f. 


et,  en  intégrant, 


P 

P» 


al 

T, 


i-t- 


n , U 

•• 


a /I  p’ 

2 Z,  pi 


A la  surface  de  la  Terre  p — p„  u — o et  p — p„  on  a donc 


/(•+/)  = 


a 


9t 

2 


valeur  de  / tirée  de  cette  équation  et  portée  dans  lu  valeur 
de  la  réfraction  horizontale  donne 


Si  l’on  suppose  avec  Laplace  (température  0°  et  pression  ba- 
rométrique o"',']6o)  : 

a = 6366  igS™, 
a = 0 , 000  2g3  876 , 

Sz,  — 0,010  21018, 

et,  si  l’on  adopte  la  valeur 


^•=  7993”. '5, 


l’équation  précédente  (cas  irréductible)  donne  pour  /,  en  pre- 
nant la  racine  convenable, 

l — 000074^3  14 

et  par  suite 

/=  0,4862269; 
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avec  cos  constantes  la  réfraction  devient 


jz  = 2782", 4S0  (0,758 8866  — 0,486 2.2.6 9 
2 /•* 

Xsinz—  c^‘  j f/r -I- 988o",9I2 sin2i; 

\ rr  Jt 

où 

T = 25 ,8go  2 1 cosi. 

Pour  déterminer  la  loi  correspondante  de  la  diminution  de  la 
température,  on  a 


/ f r 

pp,  al  /,  a ûù 

, + !r  - T.  = = --  + ^ -t-  - 

p.p  U 


bien 


/ ^ /-  / / o,a8886o5  „ P 

, + (r  - T.)  = 0,094  . 024  -t-  + O. . , 7 0298  e 

Mais  si  nous  prenons  « — 0,000927  27,  nous  trouvons 


= [i  +65i,8386(/jc  = 0,462  858, 


et  par  suite 

I -h  w (t  — T,)  = 0,828 3i49, 
et,  en  faisant  m — o,oo3665, 

T — T,  — 53",  784<). 

D’ailleurs 

j = — -jj  donc  «r  = 69o8'”,og. 

L’hypoihése  de  Laplace  indique  donc  une  iliminution  de  53",78 
du  thermomètre  pour  une  élévation  de  6go8'",o9;  ce  résultat  se 
rapproche  autant  cpi'on  peut  le  désirer  de  celui  qu’observa  Gav- 
Lussac,  en  raison  surtout  des  variétés  que  doivent  introduire  les 
circonstances  particulières  de  l’atmosphère.  On  peut  ainsi,  par  les 
ohservationssurla  réfraction  horizontale  moyenne  dans  un  climat. 
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(léleriniiier  la  diminution  moyenne  de  la  tempcraliiro  à mesure 
que  l’on  s’élève,  et  réciproquement. 

Cette  hypothèse  sert  de  base  aux  Tables  que  M.  Caillot  a cal- 
culées, et  qui  ont  été  publiées  dans  les  Jihlitions  a la  Connais- 
sance des  Temps  pour  1 85 1 . 

74.  Hypothèse  de  Bessc/.  — Bessel  suppose  (pic  i -H  «it  est  de  la 

formée  * , h étant  une  constante  à déterminer.  L’équation  (7,) 
devient 

T> 

en  la  différentiant  et  en  éliminant  dp  entre  l'équation  obtenue  et 
l’équation  (7)  on  obtient 

(/fl  — (v)  fa  a , 


Ll— J = 

I — >e  \/(  /.  / 


Si  l’on  intègre  cette  équation  et  si  l’on  détermine  la  constante  in- 
troduite par  l’intégration  de  telle  sorte  que  »>  s’annule  avec  j,  on  a 


l H \ " • 
-,  U*-.)  + 

I — H>  = c '•  " ; 


formule  à laquelle  on  peut  substituer  l’expression  approi  hée 


h ■ /« 

. — ^ A/. 


Bessel  détermine  la  constante  h par  la  condition  que  les  ré- 
fractions calculées  d’après  cette  hypolbèse  s’approchent  le  plus 
possible  des  valeurs  observées.  Mais  le  dé’croisscmcnt  de  la  tem- 
pérature qui,  avec  cette  valeur  de  h,  résulte  de  la  formule 


I f-  (/J  T e 


ne  s’accorde  pas  entièrement  avec  les  observations  faites  à la  surface 

(/  T (I 

de  la  Terre.  En  effet,  pour  s =r  o,  la  formule  donne  --  — — 


Digitized  by  Google 


ASTBOKOHIE  SPHÉRIQUE. 


et  puisque  d’ailleurs  pour  r = o,  ^ on  a,  a !a  surface  de 

la  Terre, 


Or,  d'apPès  Bessel,  m o,oo364374  centigrade)  et 

h = I i6865,R  toises  = 227':’76“,  12  ; donc  ^ 

' dr  oio 

c’est-à-dire  que  dans  cette  hypothèse,  le  thermomètre  centigrade 
baisse  de  1°  pour  une  élévation  de  83o“"  au-dessus  de  la  surface 
de  la  Terre,  ce  qui  est  fort  loin  de  la  vérité. 

Si  l'on  pose 

on  aura 

<..  = F{r)=:i  — 

et  on  continuera  comme  dans  l’hypothèse  de  Newton,  avec  cette 
différence  que  la  valeur  de  p n’est  plus  ici  la  meme,  et  on  arri- 
vera à la  formule  (/  ) (p.  206). 

Hypothèse  d'Ivory.  — Ivory  donne  aussi  à i -t-  mx  une  forme 
exponentielle,  qu’il  détermine  par  la  condition  qu’elleTeprésente 
bien  le  décroissement  de  la  température  à la  surface  de  la  Terre. 
Il  pose 


011  U est  fonction  de  r,  et  de  plus 

I mx  = I — fw  =1  — f(i  — e~*). 

D’après  les  équations  (y)  et  (y,)  (page  202),  on  obtient  faci- 
lement 

J ds  = (l  — /)  du  1 fc~“  du  ; 

*» 


{«)  7*=  ('—/)«  + 2/(1 —e-*), 

puisque  u,  »>  et  r s’annulent  en  même  temps.  Ces  équations 
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dunnent,  pour  r-=n, 


I / 


dr  l,m  I -h/ 


«■t  l’on  voit  qu’il  faut  prendre  / égal  à - environ,  pour  que — 

soit  égala et  représente  les  observations  faites  à la  sur- 

face de  la  Terre. 

Nous  avons  ici 

«'  = F{«)  I — e'". 


. « 

et,  en  posant  p = - , 

•• 


'=~7'^“  + ïi'— I- 

P P 

Prenons  maintenant  une  nouvelle  variable  .r  donnée  par  l’é- 
quation 

aw  .r 

— — ■ H“  S 4 

sm’z  P 

l’expression  différentielle  de  la  réfraction  devient,  d’après  l'é 
quation  (g)  du  n"  70’ 

sini  rfFf  «I 


di'=  - 


-W' 


dans  laquelle 


cos’ 2 -+-  2 ô sitï’* 
P 


ap 


X = « (i  — e^*)  — fit  -+-  a/^i  — c •“]; 

sin-ï  / 1 


soient 


F(.r)  = 

nous  obtenons,  d’après  la  formule  (Aj  (p.  aoo)  : 

rfF(«)  _ , r/[T(.r)«-»l  I ^ 

~d^  - Tr  Si’  ■’ 
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les  deux  premiers  termes  qui  sont  les  seuls  importants  donnent 
!tS 

r 'H — r-^  — e~‘)  +/(i  — x'  e~‘  — if{ 7.e~  ’ — e~'); 

sm’z 

multiplions  tous  ces  termes  par 

a sin2</.r 


Vcos’2  + 2 sin’: 

P 


et  intégrons  comme  précédemment  entre  les  limites  o et  » , nous 
aurons,  d’après  les  formules  (c))  et  (lo)  du  n"  18, 


(0 


I 


rot  3. 


Les  termes  d’ordre  supérieur  seraient  très-compliqués,  mais 
en  raison  des  valeurs  numériques  de  et  f,  le  premier  d’entre 
eux  est  déjà  assez  petit  pour  qu’on  puisse  le  négliger;  à l'horizon, 
c’est-à-dire  pour  z = go",  ras  où  ce  terme  atteint  sa  plus  grande 
valeur,  on  a en  effet,  en  posant  2/  — ap  = g. 


]’c- 


f/jT- 


(4/’+  2/^)  8/gxe~^‘ 


.Multiplions  chaque  terme  du  second  membre  par 
I a ' P , 

' V ^ > 

1 . 2 I — a y f .T 

intégrons  entre  les  limites  o et  00  et  employons  les  formules 
données  pour  1'  { J ),  T ( |),  F (})  au  n”  IG,  nous  aurons 

7^  V ^ [t  ~ ^ ~ ^ ’ 
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2iy 

avec  les  valeurs  numériques  ilonnrrs  oc  lcrmc  a pour  valeur  i." ,\  i ; 
le  terme  suivant  serait  égal  i o",  i8.  Dans  l’équation  dilTérentielle 
(^)  <lu  n"  70,  il  ne  faut  prendre  aussi  que  le  premier  terme;  le 
second  est  très-petit  et  donne  pour  l'horizon  environ  une  demi- 
seconde.  Puisque  ce  dernier  terme  est  négatif,  la  réfraction  hori- 
zontale calculée  à l'aide  de  la  feirmule  (/)  est  approchée  à i",5. 


Calcul  numérique  de  la  réfraction  d'après  tes  formules  de 
Bessel  et  d’ivory . — Le  calcul  numérique  de  la  réfraction,  d’après 
les  formules  [k]  et  (/)  ne  donne  lieu  à aucune  difficulté,  puisque 
les  valeurs  des  fonctions  peuvent  être  tirées  des  Tables  ou  cal- 
culées par  les  méthodes  données  au  n°  17. 

D’après  Bessel,  pour  la  température  de  5o”  F i o"  C,  et  la 
pression  barométrique  de  29,6  pouces  anglais  ( ^5i""",83)’réduite 
à cette  température,  on  a 


a 

d’où 


et 


0,000  2-8^65  et  en  secondes  a = 57",4ç)94. 


lo 


O 


20()265  . » 

I — a 


= '.759785 


1 16865,8  toises  — 227  776"*,  12, 
/,  4 226,05  toises  ^ 8 236"' , 74, 


en  adoptant  avec  Bessel,  d’après  la  valeur  de  l’aplatissement  de 
la  Terre  admise  à l’époque  de  citte  recherche,  pour  le  rayon 
de  Courbure  a de  la  Terre  ù l’obsiTvatoire  de  Greenwich,  le 
nombre 

fl  = 3 269805  toises  — 6 372  970  mètres. 


on  aura 

P T.  745,747. 

et  par  suite 

log  ^206  265  V ^ ' ^4^  5g6  : 

Calculons  par  exemple  la  réfraction  pour  la  distance  zéni- 
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thaïe  8o°;  on  a dans  ce  cas  : logT,  = 

0,53210,..., 

et  on  obtient 

»/i  — S 

n 

logn 

...  ' f */5 

1.2  ,..^n  — 1)  \sin’  î 

J 

loge 

1 

0,000  00 

U , 000  00 

1,14983 

1 ,90691 

2 

0 , 1 5u  5 1 

1 ,33l  l3 

1 ,007  45 

1 ,8i3  82 

3 

o,7i568 

2,36i  22 

2,922  28 

7,72073 

4 

1 ,5o5  i5 

3,2i523 

2,861  28 

1 ,62763 

5 

2,44640 

5,944  3o 

2,81372 

7,53454 

G 

3 , 5o  I 7 

6,576  45 

2,77473 

7,44' 45 

7 

4,648  0 

7,12943 

2,741  68 

7,348  36 

8 

5,870  I 

9,6i5  5 

2,7i3o 

1 ,255  3 

9 

7. '57 

10,043 

2,688 

1 , 162 

lo 

8,5oo 

12,420 

2,665 

7,069 

Les  lignes  horizontales  donnent  séparément  chacun  des  termes 
compris  entre  parenthèses  dans  la  formule  (X  ),  et  en  multipliant 

la  somme  parla  constante  2oG?.65 — - — yap  on  obtient  3i4*)9t. 

I — a 

nombre  qui  s’accorde  exactement  avec  celui  que  donnent  les 
Tables  de  Bessel  (*). 

Le  calcul  est  beaucoup  plus  simple  par  la  formule  d’Ivory;  on 
a alors 


log«p  = 1 ,333  826,  logdo6  265  y'ap  = 3,354  5q.^. 

I — a • 

Si  on  calcule  maintenant  la  réfraction  d'après  la  formule  (/), 
un  a 

logT,  = 0,540098,  logT,  = 0,690613, 

' . >42394.  log-!- (2)  = 2,999757, 
ainsi  les  termes  indépendants  de  / donnent  3i5",  32,  les  termes 

(*)  Cet  Ttbies  t'élendcnt  jusqu'il  la  distance  zcnilhale  de  85^,  et  Bessel 
a reconnu  que,  pour  repri^senicr  les  observations  foites  à Kœnigsberg,  les 
nombres  qu'elles  donnent  devaient  être  multipliés  par  i,oo3  38i. 
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qui  contiennent /donnent  o",  1 2.  La  réfraction  est  donc  — 3i5",2o, 
valeur  voisine  de  celle  donnée  par  Bessel.  Cet  accord  a lieu  encore 
jusqu'à  - = 86"  environ,  et  les  réfractions  calculées  représentent 
bien  les  réfractions  observées.  Près  de  l'horizon,  les  valeurs  dé- 
duites des  formules  de  Bessel  sont  trop  grandes,  et  les  valeurs 
calculées  par  la  formule  d'Ivory  sont  trop  petites;  pour  d'aussi 
grandes  distances  zénithales,  il  vaut  donc  mieux,  comme  l’a  fait 
Bessel,  déduire  des  observations  memes  les  valeurs  des  réfractions 
et  construire  des  Tables  spéciales;  en  effet,  pour  la  réfraction  ho- 
rizontale. 


on  aurait  donc  par  la  formule  de  Bessel 


î a’  fl’ 


1 .2 


d'un  autre  côté,  à l'horizon,  on  déduit  de  celle  d'Ivory 
<ÎI.=  [l-f-ap(v^-l)— /(2y'2-  ;)]; 

réduites  en  nombres  ces  formules  donnent  : la  première  36'  5", 
la  seconde  33'  58",  et  l'observation  34'5o",  à peu  près  la  moyenne 
des  deux. 

Tant  que  la  distance  zénithale  n’est  pas  trop  considérable,  il 
n’est  pas  nécessaire  d’employer  les  formules  rigoureuses  [ü)  et  (/), 
mais  il  vaut  mieux  se  servir  de  leurs  développements  en  séries. 
Dans  la  formule  (/)  substituons,  au  lieu  de  \li(i),  1)1(2), ... , les 

séries  trouvées  au  n"  17,  et  remplaçons  — par  (i-i-cot’z', 

sin’z 

nous  aurons 

'!'(')  = ‘ang*  — ï 'ang’2 

P 

3 ^ i5  , io5 

^ tang’a—  tang’*  — tang’z  — . . . , 

' — - I 

i)«(2)  = tangï tang’z 

2p 

tang’z  - tang’ . tang-z  - . . . . 
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et  par  suite 


/ 3 qa  I o5 x\ 

/ i5  io5a 


I o5 

1 5']5x 

i6p* 


’z 


et  en  substituant  les  valeurs  numériques 


5z  = [i , nSgSqS]  tangz  — [ 2 ,82 1 g43  j tang’z 

+ [4,383727j  tang'z  — [ë,  180257]  tang'z  — . . . , 


où  les  nombres  entre  crochets  désignent  des  logarithmes. 
Les  termes  qui  contiennent  f sont  d’ailleurs 


(/:) 


ou  bien 


! * /•  r 3 i5 


1 785  4^  3o5 

+ -ytang'z--^tang".J, 


— ([ 5 , 5o6  1 87 ] tang‘ z — [7,714510]  tang" z 

"b  [9,901  468 , tang’z  — [ io,oi8568]  tang"z). 

Pour75"  on  trouve,  d'après  ces  deux  séries,  21  i"’,3get  — o",02 
et  par  suite  Sz  = 21 1",  37,  valeur  conforme  à la  formule. 

Ivory  donne,  dans  \es  Philosophtcal  Transactions  \toüT  1823, 
d’autres  séries  qu'on  peut  employer  pour  toutes  les  distances  zé- 
nithales. 


73.  Calcul  dr  la  réfraction  pour  un  état  qurlconquv  de  l'at- 
mosphère. — Les  formules  précédentes  donnent  la  réfraction  pour 
chaque  distance  zénithale,  mais  elles  supposent  un  état  particulier 
de  l’atmosphère  qui  correspond  à une  température  de  10"  centi- 
grades et  à une  pression  barométrique  de  o'",  760  ; la  réfraction 
pour  cet  état  normal  s’appelle  réfraction  moyenne.  Si  l’on  veut 
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avoir  la  réfraction  relative  <1  une  autre  température  t et  une  autre 
hauteur  barométrique  b,  il  faut  chercher  comment  la  réfraction 
varie  avec  la  densité  de  l’air,  c’est-à-dire  avec  l’état  des  instru- 
ments météorologiques  dont  celle-ci  dépend.  Soit  m le  coefficient 
de  dilatation  de  l’air;  prenons  à la  température  de  lo"  un  volume 
d’air  égal  à l’unité,  ce  volume  à la  température  x sera  devenu 
i-i-  m{x  — io);la  densité  de  l'air  à la  température  x aura,  avec 
la  densité  correspondante  à la  température  lo",  un  rapport  égal 

à _ - • d’autre  part,  d’après  la  loi  de  Mariotte,  pour 

I -I-  «/  (T  — lO)’  I > 1 >1 

une  même  température,  le  rapport  entre  les  densités  de  l’air  à la 
pression  barométrique  b et  .à  la  pression  ^fio  est  Soit  donc  p 

la  densité  de  l’air  à la  température  ret  à la  pression  b,  p,  la  den- 
sité correspondante  à l’état  normal,  on  a 

, 

’ ^Go  [l  -i-  /«  (t  lo)) 

et  puisque  la  quantité  * qui  entre  dans  les  formules  de  la  réfrac- 
tion moyenne,  est,  pour  de  petites  variations  de  la  densité,  pro- 
portionnelle à la  densité,  la  formule 

, , _ S Z.  h 

^Gofi  -f-  m (x  — io;j’ 


donnerait  la  nlfraction  vraie  si  le  terme  renfermait  seul  a, 

I — a 

car  le  diviseur  i — a peut,  en  raison  de  la  petitesse  de  a,  être 
traité  comme  constant.  Mais  le  coefficient  de  ce  terme,  que  nous 
désignerons  par  Z,  contient  encore  a,  et  de  plus  ^ fonction  de  la 
hauteur/  d’une  atmosphère  de  densité  uniforme  à la  température  x, 
et  par  suite  variable  avec  la  température,  / = /,  [i  -f-  m (t  — lo)]- 
On  obtient  donc  la  réfraction  vraie  par  la  formule 


Sz'  = 


dZ 


l-t-m[T  — lo)  760  I — a f/T 
a 


(t  — 10  ■ 


— X db 


7G0'; 
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mais  comme  l'influence  îles  deux  derniers  termes  est  fort  petite, 
on  peut,  pour  la  commodité  du  calcul,  poser 


Sz 

[l  -4-  III  (t  — I O 


en  développant  et  s'arrêtant  aux  termes  du  premier  degré,  on  a 
des  formules  (/«)  et  (n)  on  déduit  pour p et  q les  valeurs 


{")  p = -v_n-:7z 


dZ  i_ 

I — a mSt 


a rfZ 

I — Oi  db 


760 


OÙ  s,  Z reiirésente  l’expression — — r.~- 

' ' I + /H  (t  — 10)  760 

L'introduction  d’une  certaine  quantité  de  vapeur  d'eau  dans 
l'atmosphère  en  diminue  la  densité  et  par  suite  la  puissance  ré- 
fractive;  mais,  comfne  Laplace  l'a  remarqué  le  premier, .cette  di- 
minution sera  presque  compensée  par  l’augmcnlation  du  pouvoir 
réfringent  due  h la  présence  de  la  vapeur  d'eau.  La  quantité  a ne 
varie  donc  presque  pas  avec,  l'humidité  de  l’air,  et  jtiiisque  l'in- 
fluence d’une  pareille  variation  sur  les  quantités  p q est  insen- 
sible, l'état  hygrométrique  de  l’atmosphère  ne  doit  point  être  pris 
en  considération  dans  le  calcul  delà  réfraction  (*). 

Pour  obtenir  l’expression  de  p et  q,  il  faut  déterminer  les  dé- 
rivées — - » : nous  ne  ferons  le  calcul  que  d’après  la  formule 

«T  db 

d’Ivory  : on  le  conduirait  d’une  façon  analogue  pour  celle  de  Bessel. 

Si  l’on  pose  X = - ; Q = -1-  T’)  J/  (i)  — -1  la  formule  (/  ) 

‘ sin’  a ’ /TV/  2 

donne 


Z=  (v|,(i)  + (X  - 2/)  [^2  ,1/(2)  - |(i)]  -t-/Q); 


(*)  M.  Jamin  « motUré  n^cemment,  par  des  cxpéricncet  trèa>prfci(ea, 
qu'i  20^  la  diiïcrence  entre  lee  indicct  de  Tair  sec  et  do  Talr  saturé  nVtail 
que  de  0,000000736  {Annates  de  Chimie  et  de  Phfsi^ue,  3*  série,  t.  LU  1 
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(l'où  l’on  conclut 


-t-X  v'’-p  [y'ï-'H*)  — -M'îj 

-rc/,H2) 


ft\ 

A 


+v'^p[-Jp+(^-v)v'=[-;î 


/P  -, 


car  / est  un  facteur  indépendant  de  la  température  et  de  lu 
pression  barométrique. 

De  plus  on  a 

ij({i)  = e-tî  J c~'' fit  où  Ti=y/^cots, 

noo 

.j/(2)=^e-TI  f e-"flt  où  T,=V?cot:. 

Jt, 

et  puisque  d'après  la  formule  (^]  du  n“  IG 

et  :^]J^^2T,,H2;-,. 


4in  trouvera  pour  expression  complète  de  dZ, 


_ rtfp  (l  - a)  fi\ 


P 2a 


(tJ^(2}-  I’)y/2(l-2/)]. 


D'autre  part 


a -t-  da  = 


d’où 


et,  par  iuite. 


1. 


I -I-  /«  (t  — lo)  760 
da  / 760  — é \ r , ,, 

da b — 760 


760 


— /«  ( T — 10); 


i5 
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et  puisque,  dans  l’hypolhèse  d’Ivory, 


«P  . 

A ” -r-;—  d ou 


" I-  > r 

: -•  d on  -^  = — OT  f T 

/.  P 


dl 

T 


lO), 


da  db  b — ■jGo 


il  vient,  en  remplaçant  res  difTéreDtielles  par  leurs  valeurs  et  f 
par  — » 

9 


(7)' 


7^*=  v'2p.*[v^.^{.(2y  — 

I — Ot 

+ 7::^  V^2p.2>[v'2.4<(2)— 


Ainsi  pour  la  distance  zénithale  z = 87°  dont  la  réfraction 
moyenne  est  ô z = 852",  79,  le  calcul  est  le  suivant  : 

logT,  = o,oi3  1^5,  log[y/2  i|/[2)  — ij<(i)]  = 2,6o5o2i , 

logT,  = O,  i63(>9o,  l”g  j'T'  \|i  ( I ) — Y J = ' >®^' '6^"» 

log  I^t;  ,{,(2)  — ^ J = 1 , 191  771/». 

et,  par  suite, 

<1^-—  '9"»7'>  7 = o.o23i, 

= l85  ,36,  /Azz:  0,2173. 


si  la  distance  zénithale  n'est  pas  considérable,  on  jteut  culriiler 
l>  et  q par  des  séries  analogues  îl  celles  que  nous  avons  donnws 
n“  7's.  Différenlions,  en  effet,  par  rapport  à z et  p les  coefficients 

de dans  (/,)  et  (f,),  nous  trouverons  facilement  les  séi  ies 

I — a 
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suivantes  : 

q3ti=z-^  [3,90399]  langz -I-  [3,90146]  tang’ï 

— [5 ,66533]  tang‘z  -+-  [7 ,54i  72]  tang’i  — . , . , 

piz  — -\-  [3,90399]  langî  [2,91567]  tang>z 

— [4.70990]  tang*a+  [6,667  '’■]  — • • • . 

oit  les  coerncienis  sont  encore  donnés  par  leurs  logarithmes. 

Pour  * = 76”,  par  exemple,  on  trouve  9 = 0,0020  et 
P = 0,0188. 

76.  Réduction  de  la  hauteur  du  baromètre  à la  tenipératurr 
normale.  — Formule  définitive  pour  le  calcul  de  la  refraction 
vraie.  — Tablez  de  réfraction.  — Pour  compléter  le  calcul  de 
la  réfraction  vraie,  d’après  la  formule  (w,)  du  n®  75,  il  nous  reste 
à corriger  la  hauteur  baromélri(|ue  observée. 

Soit  b,  le  nombre  de  millimètres  cpii  mesure  la  hauteur  de  la 
colonne  barométrique  : cette  longueur  est  observée  à une  tempé- 
rature t (*),  variable  dans  chaque  cas,  et  si  l’on  veut  que  les 
résultats  obtenus  en  introduisant  ces  nombres  dans  les  formules 
de  la  réfraction  soient  comparables  entre  eux,  il  faut  ramener 
la  hauteur  observée  à une  température  déterminée,  que  rtous 
prendrons,  avec  Bessel,  égale  à 5o®  F.  = 10"  C.  Si  ji  représente 
la  dilatation  de  Tunitc  de  volume  du  mercure  entre  0°  et  100"  C., 
et  B'  la  hauteur  réduite  à 10°  C.,  on  aura 


B'=  6. 


p{t- 


lO) 


Mais  b,  n’est  pas  le  nombre  lu  sur  l’échelle  du  baromètre;  en 
effet,  cette  échelle  a été  graduée  à une  température  6 ;'*j,  géné- 
ralement différente  de  t,  au  moyen  d’une  machine  à diviser  dont 


(*)  La  tcmpôrfltiirn  t c»t  donnée  par  un  ihermomètre  Hxô  an  baromètre 
et  qu'on  appttilc  tlierniomèire  Un  aecotid  thcrmomèlrc,  placé  à 

rextrrieiir  do  lu  talle  d'observationi  le  therraomëire  cx/ér/car,  donne  lu 
U nipérature  de  Taîr  ambî-tni. 

( **  ) 1 .0  iernporattire  des  aalIt'S  où  ae  gradueni  les  échelles  barométriques 
vuriu  entre  des  limites  peu  éteiiduos,  et  on  ne  cherche  pas  en  {Général  à la 

i5. 
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le  pas  a été  délerminé  à 6',  et  vaut  par  exemple  un  inilliraètre  à 
cette  température.  Soient  \ et  V les  dilatations  entre  o"  et  ioo°  C. 
de  l’unité  de  longueur  de  l’éclielle  et  de  la  matière  dont  est  formée 
la  vis;  soit,  en  outre,  b la  hauteur  observée;  on  a évidemment 

loo  — X'(9— 0') 

d'où 

B'  = i 

ioo-t-p(/  — 0)  loo  — X'(0 — 0')’ 

et  pour  0=  io'’C.,  0'=  o°  et  X'=  X (*j, 

, loo  + Xfr — lo)  loo 

B — b • 

ioo-i-p{r  — loj  loo  — loX 

Si  l’on  avait  observé  avec  un  thermomètre  F.vhrenheit  et  un  baro- 
mètre gradué  en  pouces  anglais,  la  longueur  normale  du  pouce 
étant  donnée  à 62°  F.,  on  aurait  eu 

g,  ^ 180  4- X (f — 5o)  180 

i8o-t-[i(/  — 5o)  i8o-t-i?.x’ 


déterminer  bien  exactement;  car  it  aérait  difflcile  d'aroir  dana  cea  atelier» 
une  température  réeltement  conatante,  et,  de  plus,  il  serait  nuisible  S ta 
santé  des  ouvrier»  d'opérer  à une  température  voisine  de  léro. 

Nous  supposerons  ici,  avec  Besset,  0 — 5o°  F.  = 10°  C. 

C*)  Le  coelTIcient  de  dilatation  du  mercure  étnnt  environ  dix  fois  plus 
grand  que  celui  du  laiton  on  de  l'acier,  la  première  correction  relative  à 
la  dilatation  du  mercure  est  de  beaucoup  la  plus  importante.  Ainsi,  soient 


t = a5®,  fl  =10°,  /r  = = 0,0181, 

X = 0,001 87,  Ji' = 0,001  32,  A 756“"’. 


on  aura 

fl,  — 4 = fl  X 0,0004  = o"'™,  3o, 
4,  — B'=fl,xo,oo3  =2”>'”,a7. 
Lt,  si  J'=  à = o,oot  87, 

fl,  — 4 = fl  X 0,0006  = O™"’,  43 


et,  par  suite, 
valeur  égale  fl  la 


fl,  — B'  = a""»,  aj, 
précédente. 
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et  avec  lin  thermomètre  Réaumtir  et  un  baromètre  4;radiié  en 
lignes  parisiennes,  dont  la  longueur  normale  est  donnée  à iS"  R., 

g, ^ 8o  -f-  ^ (t  — 8)  8o 

8o  (I  (<  — 8)  8o  5X 

La  hauteur  barométrique  normale  adoptée  par  Bcssel  était  de 
29,6  pouces  anglais  de  l'instrument  de  Bradley,  ou  333,2.8  lignes 
parisiennes;  mais  il  a été  reconnu  que  cet  instrument  donnait  des 
indications  trop  petites  d'une  demi-ligne,  de  sorte  que  la  hauteur 
normale  est  333,78  lignes  parisiennes  à la  température  de  8°  R.  ; 
d'autre  part,  i pouce  anglais  vaut  11,2595  lignes  parisiennes  et 
le  mètre  vaut  443,'296  lignes  parisiennes:  si  donc  i/  dé- 

signent la  hauteur  barométrique  observée  et  e-xprimée  en  milli- 
mètres, pouces  anglais  et  lignes  parisiennes,  c,/,  r les  tempé- 
ratures des  thermomètres  intérieurs  centigrade,  Fahrenheit  et 
Réauninr,  on  calculera 

_ 44^>’9S  '“o  L 11,2595  180 

" 333,78  100 — loX  333,78  i8o-hi2À 

I 80 

“ 80  4-  5X’ 

.J, 100  -t-  X (c  — 10) 180  X (/—  5o) 80  -I-  X{r  — 8) 

100  4-  p(c  — 10  j 180  4-  P (/  — 5o)  80  4-  p(/- — 8^ 

Reste  encore  à tenir  compte  de  l’influence  qu’exerce  sur  la  ré- 
fraction la  température  de  l’air  extérieur.  Pour  cela  Bessel  intro- 
duit dans  l'expression  de  la  réfraction  vraie  une  puissance  de 
l'expression 

/I  4-  m' T, 

y z= , 

n 4-  rn  T 

r,  étant  la  température  normale  à laquelle  on  suppose  que  se  pro- 
duit la  réfraction  moyenne,  t la'teinpérature  donnée  par  le  ther- 
momètre extérieur,  m' la  dilatation  de  l’iinilé  de  volume  d’air  sous 
la  pression  normale  entre  o"  et  100°  centigrades  (d’après  Bessel, 
m'  = 0,364  ^74),  " le  nombre  de  degrés  marqués  par  le  iher- 
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inomètre  ^nlre  res  limites  : ret  illustre  astronome  avait  pris  pour  t, 
la  température  5o°  Fahrenheit;  niais  il  a été  reronnii  que  les  tem- 
péritiircs  marquées  par  son  thermomètre  étaient  trop  fortes  de 
I",  1.5.  La  température  normale  des  Tables  de  Bessel  est  donc  en 
réalité  48°, 75  F.;  et  en  désignant  par  c',  f et  r'  les  indications 
(lu  thermomètre  extérieur,  on  a {Tabutœ  Rrgiomontanœ,  p.  txii) 

loo g,3i  .m'  i8o -+- i(>,75./n'  8o -i- 7 . 44  • 

^ loo-h/w'c'  i8o  + oi'(/' — 3a)  80 -(-/«>' 

Ceci  posé,  Bessel  représente  la  réfraction  moyenne  par  atangx, 
et  adopte  pour  expression  de  la  réfraction  vraie  iz', 

(A)  iî' = a tangx.  y'+p  (BT)'*'»; 

d'où 

logiî'  = logo-f-log  tangH-(i  -l-p)logY  H-(H-7)(logH  -l-logT). 
On  réduit  en  Tables  les  quantités 

logo,  (H-/J),  (i+<7), 

avec  la  distance  zénithale  pour  argument,  et  les  quantités 
logB,  logT,  logY, 

en  prenant  pour  arguments  la  hauteur  barométrique,  la  tempé- 
rature intérieure  et  la  température  extérieure.  Il  est  dès  lors  facile 
de  calculer  la  réfraction  vraie  pour  une  distance  zt-nithale  quel- 
conque et  pour  un  état  quelconque  des  instruments  météorolo- 
giques. Telle  est  la  méthode  simple  suivie  par  Bessel  dans  la  con- 
struction de  ses  Tables  de  réfraction. 

77.  Erreurs  probables  des  Tables  de  r<’-fraetion.  — L’hypo- 
thèse fondamentale  que  nous  avons  admise,  en  supposant  que 
l'atmosphère  se  compose  de  couches  concentriques,  dont  la  densité 
varie  suivant  une  loi  déterminée  avec  la  hauteur  au-dessus  de  la 
Terre,  ne  repré-sente  pas  l’état  réel  de  l’atmosphère.  Celle-ci  est 
constamment  soumise  à des  causes  diverses  qui  en  troublent 
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l’équilibre;  le  nombre  qu’une  Table  qiiclronque  donnera  pour 
valeur  de  la  réfraction  ne  sera  donc  pas  en  général  le  nombre 
réel  qu’on  déduirait  de  l’observation,  mais  on  devra  le  considérer 
comme  la  moyenne  des  résultats  d’un  grand  nombre  d’observa- 
tions, ou,  en  d'autres  termes,  comme  se  rapportant  à un  état 
moyen  de  l’atmospliiîre. 

Bessel  a comparé  les  nombres  de  ses  Tables  avec  les  valeurs 
observées,  et  a pu  ainsi  déterminer  leur  erreur  probable  pour  les  , 
dilTérentes  distances  zénithales.  Il  a publié  les  résultats  de  cette 
comparaison  dans  l’introduction  aux  Tabula;  Regiomontanœ, 


p.  Lxiii;  DOiis  citerons  quelques 

nombres  : 

Distance  sénithale. 

Erreur  probable. 

45" 

± o',27 

81» 

± 1 ,00 

85“ 

± I .70 

89“  3o' 

± 20  ,00 

On  voit  par  là  que,  surtout  au  voisinage  de  l’horizon,  on  ne 
devra  considérer  comme  corrigée  ré-cllement  de  la  réfraction  que 
la  moyenne  d’un  grand  nombre  d’observations  faites  dans  des 
états  très-différents  de  l’atmosphère. 

Jusqu'à  une  distance  zénithale  de  80°,  le  choix  de  la  loi  que 
suit  le  décroissement  de  la  densité  de  l’atmosphère  avec  la.lian- 
teiir  est  presque  indifférent,  et  une  théorie  de  la  réfraction  qui 
s’appuierait  sur  la  loi  vraie  n’offrirait  d’avantage  réel  que  pour 
des  astres  plus  voisins  de  l’horizon;  dans  ces  points  elle  repré- 
senterait mieux  les  réfractions,  permettrait  de  déterminer  plus 
rigoureusement  les  coefficients  (1  -(-/»)  et  (i  q),  de  telle  sorte 
que  la  correction  de  réfraction  pour  les  différentes  températures 
et  les  différentes  pressions  serait  plus  exacte.  Déjà  l’hypothèse 
simple,  faite  par  Cassini,  d’une  atmosphère  de  densité  constante 
et  ne  produisant  qu’une  seule  réfraction  aux  limites  de  l’atmo- 
sphère, a donné  pour  la  réfractiotf  moyenne  des  nombres  sensi- 
blement exacts  jusqu’à  une  distance  zénithale  de  80°. 

78.  Effet  (le  la  réfraction  sur  l’époque  du  lever  et  du  coucher 
des  étoiles.  — En  vertu  de  la  réfraction,  toutes  les  étoiles  nous 
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|iarai$$ent  plus  hautes  qu’elles  ne  le  sont  réelicmeni  ; on  les  voit 
aii-)lessus  de  l'horizon  quand  en  réalité  elles  sont  au-dessous;  la^ 
réfraclion  avance  leur  lever  et  retarde  leur  coucher.  On  a en  gé- 
néral 

(r)  cosz  = sinŸ sin ^ 4- cos»  cos3  cost, 

il'oii  ^ 

sin:<yz  = cosç  çoiS  sin/rft, 

et  pour  l'horizon 

.r= V- 

cosf  cosd  sinr 

Puisque  dans  ce  ras  </:  est  égal  à la  réfraction  horizontale,  c’esl- 
ù-dire  à 35',  on  a pour  la  correclion  de  l’angle  horaire  du  lever 
ou  du  coucher 


coSf  coso  si  ut 


Exemple.  — On  a trouvé  (n“  18)  pour  Arcturiis,  à la  laliluile 
de  Berlin, 

t,=z  52”  40’) 

et  puisque 

(î  r=  If)"  54’>  5,  ^ = 52"3o',  3, 

on  a 

at,  = 4'”37'; 

la  réfraction  avancera  donc  le  lever  d’Arcturus  et  en  n'iardcra 
le  rouf  lier  de  4'" 

On  iirul  calculer  aussi  l’angle  horaire  correspondant  au  lever 
ou  au  coucher  apparent;  on  a,  en  effet, 

cosz  — sin»  sin  J 

cos/  =r  , 

cosf  cos  a 

d'où,  en  posant 
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on  déduit 


. / /sim  J — iî)sin(j  — 

.m  - = V/ — -, 

2 V COS  f COS  5 


t . /cosjc«s(f  — Z) 

cos  - — \ — , — » 

2 V COS^I  cosd. 


tanp 


t /sin(j 

2 y CO 


— d)  sin  (.t  — ÿ) 


COSJ  cos(.f  — Z ) 


formules  dans  lesquelles  il  suffira  de  faire  z =:  90°  35'  pour  avoir 
l’angle  horaire  clierclié. 

Lever  et  coucher  apiiarrnts  de  la  Lune.  — Pour  la  Lune,  on 
doit,  outre  la  réfraction,  tenir  compte  de  la  parallaxe  qui  aug- 
mente les  dislanres  zénithales  et  par  suite  retarde  le  lever  et  avance 
le  coucher.  La  méthode  de  calcul  a déjà  été  donnée  au  n"  18; 
nous  allons  l'appliquer  à un  exemple. 

Exemple.  — Trouver  l’epoque  du  lever  du  centre  de  la  Lune 
à Greenwich,  le  i5  juillet  1861. 

On  a,  rapjiortées  au  temps  moyen  de  Greenwich,  les  décli- 
naisons et  les  parallaxes  horizontales  suivantes  de  la  Lune  : 


t P 

1861  Juillet  1 5 0“  — i5“32',i  àg'.iS 

2°  19’,  4 

12  — 17.51 ,5  5g, i5 

a.  4,1  ■ 

16  o —19.55,6  59,14 

1.46,4 

12  — 21.42,0  59,13 


Or  on  a trouvé  (n”  47)  les  temps  moyens  de  lu  culmination 
supérieure  et  de  la  culmination  inférieure 


Tempi  liinairi!.  Tetnp»  moyen. 


O" 

12 


G**  16'“,?  . - 

,0  ,,  ' I2'■27^5 

18.44  , 2 


Adoptons  actuellement  comme  valeur  approchée  de  la  décli- 
naison — i7"5i',  5;  puisque 

^ = 5i'’28',6,  z = 90“  35' — />  = 89“  35',  8, 
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nous  aurons 


f = 4’’2i“,5  temps  lunaire  = io*'48'"  temj>s  moyen; 

en  interpolant,  nous  trouvons  — 17°  38’,  2 pour  valeur  corres- 
pondante de  la  déclinaison  de  la  Lune.  Nous  recommencerons  le 
calcul  avec  celle  valeur  et  nous  oUliendrons,  pour  le  jfuir  et  le 
lieu  Usés,  4*'  22'", 9 comme  angle  horaire  du  rentre  de  la  Lune 
à son  lever,  et  par  suite  io''49“.6  pour  temps  moyen  corres- 
pondant. 


79.  Du  crrpuscule  astmnnmique.  — Outre  la  réfraction,  l'ac- 
tion de  l'atmosphère  produit  encore  le  crépuscule.  Pour  les  parties 
élevées  de  l'atmosphère,  le  Soleil  se  couche  plus  lard  ejue  pour  un 
observateur  placé  à la  surface  de  la  Terre;  ces  régions  de  l'at- 
mosphère sont  encore  éclairées  après  le  coucher  du  Soleil  et  la 
lumière  qu'ellesdilfusent  produit  le  crépuscule.  D'après  l’observa- 
tion, le  Soleil  cesse  d’éclairer  la  partie  de  l’atmosphère  qui  se  trouve 
au-dessus  de  l'horizon,  lorsqu’il  est  environ  à 18“  au-dessous  de  ce 
plan.  L’instant  où  le  Soleil  atteint  108°  de  distance  zénithale  est 
donc  le  commencement  ou  la  fin  du  crépuscule  astronomique, 
tandis  que  le  commencement  ou  la  (in  du  crépuscule  civil  a lieu 
quand  le  Soleil  est  environ  à 6‘’3o'  au-dessous  de  l’horizon. 

Désignons  ]>ar  9o°-(-  c la  distance  zénithale  du  Soleil  au  com- 
mencement ou  à la  fin  du  crépuscule,  par  t,  l’angle  horaire  du 
lever  ou  du  coucher,  et  par  t la  durée  du  crépuscule;  un  a 


• sinc  = sinf  sind  -t-  cosy  cosi  cos(t, -t-  t). 


rosi/, -I-  Tl  = 


siny  sin  J -H  sine 


eus  y cos^ 


H = c)o”  + 

/sin  i ( Il -4- cl  cos|  (H — c) 




d’où  l'on  peut  déduire  r,  quand  /,  est  calculé. 

Appelons  Z'  le  point  de  la  sphère  céleste  qui  se  trouve  au  zé- 
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nilli  an  moment  du  coucher  du  Soleil,  Z celui  qui  s’y  trouve  à la 
(in  du  crépuscule;  dans  le  triangle  ayant  pour  sommets  ces  deux 
points  et  le  pôle,  l'angle  au  pôle  est  égal  à r,  et  on  a 

cosZZ'  = sin’y  -t-  cos’ycosT. 


Mais  puisque  dans  le  triangle  Tormé  par  les  points  Z,  Z',  et  le  So- 
leil S,  on  a ZS  = 90°  + Z'S  = 90";  on  a aussi,  en  tiésignant 
l’angle  au  Soleil  par  S, 


cosZZ'  = cosc  cosS, 

et  on  obtient 

T I — cnsccosS 

«n=  - = ; • 

2 2 cos-  f 


où,  comme  on  le  voit  facilement,  S est  la  différence  des  valeurs 
de  l'angle  parallaclique  au  moment  du  coucher  et  à la  fin  du  cré- 
puscule. L’équation  montre  que  r est  minimum,  lorsque  l’ang'eS 
est  nul,  c’est-à-dire  lorsque  à la  fin  du  crépuscule  le  point  qui 
au  coucher  du  Soleil  était  au  zénith  se  trouve  sur  le  cercle  vertical 
du  Soleil.  Les  deux  angles  parallactiques  sont  alors  égaux  entre 
eux. 

La  durée  du  plus  petit  crépuscule  est  donc  donnée  par  l'équa- 
tion 


. c 
sin  — 

. T 2 

sin  - = 

2 cos  y 

Et  puisque 


cosp 


sin  y 
CüsJ  ’ 


, sin  T -t- sine  sin  d 

cosp'  = — , — » 

cosc cos 4 


il  résulte  de  l'égalité  de  p et  de  p' 

• % <’  • 
sind  = — tang  - sin  y. 


équation  qui  donne  la  déclinaison  du  Soleil  pour  laquelle  a lieu  le 
plus  petit  crépuscule. 

Représentons  par  A et  A'  les  azimuts  du  Soleil  au  moment  de 
stm  coucher  et  au  moment  où  sa  distance  zénithale  est  90® -4-  r; 
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nous  aurons 

cosf  sin  A = cos^  sin/>, 
cos^  sin  A'  = eus  jsin/?'; 

par  conséquent,  dans  le  ras  du  plus  petit  crépuscule,  sin  A = sin  A'; 
les  deux  azimuts  sont  donc  supplémentaires. 

Des  deux  équations 

— sine  = sin  f sin  J 4-  cos^>  cos  J cos  + t), 

O = sinf  sin^  + cosf  cos ^ cosr, , 


il  résulte  encore 


c c 

cos  - sin  - 
1 a 

COSIÎ  COSf  ’ 


et  par  suite,  dans  le  cas  du  plus  petit  crépuscule, 


sin 


c 

cos- 

2 

cos  J 


Supposons  0=18",  nous  aurons  pour  la  latitude 


cille  est  de  12  heures.  Ceci  a lieu  quand  la  déclinaison  du  Soleil 
est  — 9°;  le  Soleil  est  alors  à l'horizon  à midi,  et  à minuit  à 18“ 
au-dessous  de  l’horizon.  Il  n’y  a pas,  dans  le  sens  que  nous  lui 
avons  donné,  d'autre  crépuscule  de  durée  minimum  à cette  lati- 
tude, car  la  déclinaison  — g"  du  Soleil  est  la  seule  pour  laquelle 
soient  remplies  les  deux  conditions  nécessaires  à l’existence  de  ce 
phénomène  : 1”  le  Soleil  doit  se  lever  et  se  coucher;  2"  il  doit 
s'abaisser  au-dessous  de  l’horizon  d’un  angle  de  18°.  En  effet, 
quand  le  Soleil,  restant  toujours  au-dessous  de  l’équateur,  a une 
déclinaison  qui  surpasse  c)",  il  ne  se  lève  pas,  et  s'il  est  au-dessus 
de  ce  grand  cercle  l’angle  dont  il  s'abaisse  au-dessous  de  l'horizon 
n’atteint  jamais  18". 

Pour  un  lieu  dont  la  latitude  est  supérieure  à 81°,  il  ne  se 
présentera  jamais  de  cas  où  l'on  puisse  parler  de  plus  petit  cré- 
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piiscule,  tel  que  nous  l’entendons  ici,  car  alors  la  valeur  de  siii  ^ 
est  toujours  impossible. 

Remarque.  — Consulter  sur  la  réfraction  : 

Laplacb.  — Mécanique  célenet  lirre  X. 

Bbssel.  — Fundamenta  ÀHronomim,  p.  a6  et  tiiiv. 

Itorv.  — Philosophicttl  Transactions  pour  i8'i!t  et  i838. 

Bitcesa.  — Die  Astronomische  Strahlenhrechunî^.  On  y trouvera  un  exposé 
complet  de  totites  les  théories. 


111.  — Dk  L’ABEBB.tTIOM. 

80.  Expressions  de  l'aberration  annuelle  en  ascension  droite  et 
en  déclinaison.  — La  vitesse  delà  Terre  dans  son  orbite  annuelle 
autour  du  Soleil  ayant  un  rapport  fini  avec,  la  vitesse  de  la  lu- 
mière,  les  étoiles  nous  apparaissent  de  la  surface  de  la  Terre,  non 
pas  dans  la  direction  où  elles  sont  réellement,  mais  en  avance 
d'un  petit  angle  dans  la  direction  du  mouvement  de  la  Terre. 
Regardons  comme  distincts  les  deux  instants  f et  f',  auxquels 
un  rayon  lumineux,  venu  d'un  astre  immobile  (une  étoile  fixe), 

Fig.  6. 

P .!' 

' I 
• I 


I 

i 


U 


arrive  successivement  sur  l’objectif  et  sur  le  réticule  d'une  lunette. 
Soient  a et  b [j!g‘6)  les  positions  de  l'objectif  et  du  réticule  an 
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temps  t;  a'  et  b'  leurs  positions  au  temps/'.  La  vraie  direction  du 
rayon  lumineux  dans  l’espace  est  b' a\  au  contraire,  la  droite  ba 
ou  la  droite  b' a'  (|u'on  peut,  à cause  de  la  distance  presque  in6nie 
des  étoiles,  considérer  comme  lui  étant  parallèle,  est  la  direction 
observée  du  lieu  apparent.  La  différence  entre  les  directions  b' a 
et  ba  s'appelle  aberration  annuelle  des  étoiles  fixes. 

Soient  maintenant  x,  y,  z les  coordonnées  rectangulaires  du 
réticule  b au  temps  /,  l'origine  étant  un  point  fixe  quelconque  de 
l'espace;  les  quantités 


dx  dy  dz 


dt 


seront  les  coordonnées  du  réticule  au  temps  car,  pendant  le  petit 
intervalle  de  temps  t' — r,  on  peut  considérer  le  mouvement 
de  la  Terre  comme  rectiligne  et  uniforme.  De  plus,  soient  Ç,  r,,  X, 
les  coordonnées  de  l'oIijV'tir  par  rapport  au  réticule,  à l'époque  r 
où  la  lumière  pénètre  dans  la  lunette,  ces  coordonnées  rapportées 
aux  axes  primitifs  auront  pour  expressions 

x + %,  r -h  Z,  s + ï. 

Prenons  maintenant  pour  plan  des  xj-  le  plan  de  l’équateur, 
pour  plans  des  x:  et  des^î  les  plans  perpendiculaires  à réqiiaieur 
menés  par  les  points  é(|uinoxiaux  et  solstiliaux  ; désignons  par  a 
et  i l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du  point  où  la  vraie  di- 
rection du  rayon  lumineux  rencontre  la  sphère  céleste,  par  p la 
vitesse  de  la  lumière;  les  projections  sur  les  axes  coordonnés  du 
chemin  parcouru  par  cette  dernière  pendant  le  temps  t' — / sont 

p(f' — /)cos5cosa,  n(t' — /)cos^sina,  /t.  (t' — ()sin(7; 

soient  encore  l la  longueur  de  la  lunette,  a'  et  l'ascension  droite 
et  la  déclinaison  du  point  où  la  direction  apparente  du  rayon  lu- 
mineux rencontre  la  sphère  céleste;  nolis  aurons  pour  valeurs  des 
coordonnées  apparentes  de  l'olijeclif,  par  rapport  au  réticule  ; 

Ç = / cos5' coso',  » = f cosJ' sina',  î = fsini'. 
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La  vraie  dirertion  du  rayon  lumineux  passe  par  les  positions 
de  l'objectir  au  temps  t et  du  réticule  au  temps  dont  les 
coordonnées  sont  respectivement  : 

dx 

X + /cosi' cos«',  xH {<’ — /l, 

fit  ' 

dy 

+ /cos<J'sin*', 


ï -(-  / sinJ', 


Si  donc  on  pose  L = — y on  a les  équations 

U cos^cosa  = L cos  cos  a'  — — » 

i/t 

ucost  sina  = LcosJ'  sina'  — — » 

e/t 

IX  sinJ  = L sinJ*  — — : 
f/e 

d'où  l'on  déduit  facilement 


— cos^'cosfa' — *)  = cosJ  -t- 
f* 

' /'O' 


I i'ir  . 


i i-L 

^\de 

s J'  sin[a'  — a)  “ — ( — cos«  — 

fL\dt 


fir 


Sina  H Cü8x 

iU 

(ir 


(It 


Sina  U 


lang(a'  — a)  = - 


I . , /rf)  d.r  , \ 

- sec  J ( cosa sina 

fX  \ fU  f/t  J 

' • '/  ' 

- sec  0 - 

H-  \‘ 


H — seco  — sinaH — - cos  a 
de  de 


On  obtiendrait  une  équation  toute  semblable  pour  tang(J' — 5), 
Développons  ces  deux  équ.itions  en  séries,  au  moyen  de  la  for- 
mule (i4)  f*"  11»  dans  la  formule  qui  donne  taug(o' — S], 

et'  — a 

remplaçons  tang  - par  sa  valeur  développée  suivant  les  puis- 
sances de  (a'  — a),  et  dans  laquelle  on  a négligé  les  termes  d'ordre 
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supérieur  au  second  ; nous  aurons 


l ( dx  . dy  \ . » 

— I — sina cosa  1 scco 

(i  \ dt  dt 


SCC 

\ [dr  . dr  \ ( dx 

— — Sin  a r cos  a I — COS  a ■ 

u’  \ dt  dt  I \ dt 


dr 
dt  ' 


X j séc’  0, 


I / dx 


, ,1  S' — S= — - ( — sinJ  cosa  H- ^ sin^  sina  — ^cosj) 
(n)^  dt  dt  j 


i / dx  . 

% “T  S’"» 

2(i’\</r 

1 / dx 


dy 

dt 


cosJ  cosa  • 


dt 


tj  tang(^ 


cosi  sina 


■ gsind) 

/ dx  . ^ dr  . ^ . dz  \ 

I ■—  sin  d cosa  H — V-  s'o  0 sina cosa  )• 


Imaginons  nialnlenant  le  lieu  de  la  Terre  rapporte  à des  coor  • 
données  rectangulaires  menées  par  le  centre  du  Soleil,  l’axe  des  x 
positifs  dirigé  vers  l’équinoxe  du  printemps,  l’axe  des  y positifs 
vers  le  solstice  d’été,  et  l’axe  des  * positifs  vers  le  pôle  nord  de 
l’éoliptique;  désignons  par  0 la  longitude  géocentrique  du  Soleil, 
ou  en  d’autres  termes  par  (i8o”-l-  ©)  la  longitude  héliocentrique 
de  la  Terre,  par  R la  distance  du  Soleil  à la  Terre;  nous  aurons 


X = — R cos  O , 
r = — R sin  0‘, 

Z = O. 


Par  rapport  à un  second  système  d’axes  ayant  aussi  pour  plan 
des  XV  l’équateur,  et  obtenu  en  faisant  tourner  le  précédent  au- 
tour de  l’axe  des  x d’un  angle  f égal  à l'obliquité  de  l’écliptique, 
ces  coordonnées  auront  pour  expressions 

X = — R cos  0 , 
y ~ — R sin  0 cosi , 

Z = — R sin  0 sin  I ; 

et  comme  (n°  42)  la  longitude  du  Soleil  est  égale  à y + a,  c’est-à- 
dire  à la  somme  de  l’anomalie  vraie  et  de  la  longitude  du  périhélie, 
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üti  aura  par  difTcreotiation 


d.r  r/R  . ^ r/y 

-7-  = — COS  O — - -H  R sin  O — , 
lit  lit  lit 

dy  r/R  r/y 

— = — sin  O cosi R cos  O cosj  --  ■, 

lit  lit  dt 

dz  . ^ . f/R  „ „ . d-j 

-r  — — sin  Q sm  I -r R cos  G sin  1 — ; 

lit  dt  ^ dt 


on  a aussi,  ^ étant  un  angle  tel  que  e =:  sin^  (n°  42), 


n COS  9 fl 

f/y—  — — r/E,  r/E_i:-f/M, 

R R 

inc 

r/y  a^COSï  r/M 

~ R'  dt  ' 

fl  COS^  9 

De  plus,  en  combinant 'l’équation  R avec  la  lu  é- 

I -t-  e fosy 


rédente,  on  a 


et  en  remplaçant 


— — = n tanc®  siny 
dt  dt 


■i.r  a r/M  / . r/ cos’s  _\ 

~ = — (sin0  — sinysinycos©  ) ; 

dt  cos^  f/f  \ R / 


d'ailleurs 


rïCOS'v  . _ 

- = I sinifcos'y  et  Q — y ^ iz. 

A 


En  substituant  et  agissant  de  même  pour  les  deux  autres  coor- 
données, on  a : 


r/.r  n d M 
lit  COSf  dt 


J sin  0 -(-  sinf  sino). 


[b]  i —~  = cost 1 cos  0 -I- sin ® cos O ) , 

1 dt  cosç  dt  ' ^ ^ ' 

I dz  a . r/M  , „ . 

— - = Sin  J — (COS  0 -t- Sin®  coso). 

' dt  cose  dt'  ' ' 
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Si  l’on  porte  ces  expressions  dans  les  formules  (a),  les  tenues 
constants,  ceux  qui  contiennent  et,  donneront,  dans  les  expres- 
sions de  l’aberration  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  di-s 
termes  également  constants  dont  on  |>eut  combiner  la  valeur 
avec  celles  des  coordonnées  de  la  position  moyenne  de  l'étoile,  et 
qu’on  n’a  plus  alors  à considérer.  Au  lieu  de  p,  introduisons 
le  nombre  K de  secondes  de  temps  qu’emploie  la  lumière  pour 
[tarcourir  le  demi  grand  axe  de  l’orbite  terrestre,  en  sorte  que 

I K 


Nous  trouverons,  en  ne  conservant  que  les  termes  du  premier 
ordre, 

K t/M  , ^ ^ • I • » 

a — a— — (cos  O cost  cosa  -+-  Sin  Q sinalSecd, 

COSy  rit  w . 

K 

i'  — S =H -7-  [cos  O (sina  sin5 cosi  — cosJsin») 


COS»  rit 


— cosa  sin  $ sin  ©]. 


La  constante  ■ ^ est  appelée  constante  rie  l’aberration , 

cosy  rit 

on  en  connaît  la  valeur.  En  effet,  des  deux  facteurs  dont  elle  se 
compose,  l’un  -- est  le  moyen  mouvement  sidéral  du  Soleil  en  une 

seconde  de  temps  moyen,  unité  choisie  pour  mesurer  le  nombre  K; 
quant  à ce  nombre  lui-méme,  Delambre,  à l’aide  de  l’observation 
des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  l’avait  trouvé  égal  à 403*; 
d'où  l’on  déduit  2o",355  pour  valeur  de  la  constante  de  l'aberra- 
tion. Depuis,  Struve  a obtenu,  par  l'observation  des  lieux  appa- 
rents des  étoiles  fixes,  la  valeur  20",  445 1 ; or 

r/M 59'8",I9 

rit 


' = o,o4i  067  (*)  et  logcos^.=  1 ,999939; 


86400 

on  conclut  donc  de  cette  dernière  valeur  K = 497%  78- 


(*)  D'après  Hansen,  ta  durée  de  l'année  sidérale  est 

3651 6'>  9"“  9>,  35  = 365,i56  358  2 jourt  moyens; 

|o  moyen  mouvement  sidéral  du  Soleil  en  un  jour  moyen  esi  donc  de 

59' 8',  193. 
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On  a ainsi , pour  l'aberration  annuelle  des  étoiles  fixes  en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison, 

/ a'  — a — — 20",  445 1 (cos0  cos  Z cosr  -t-  sin  Q *■>’  *)  ^c5, 
(A)  ’ i'  — 3 =+  20",  445 1 cos  O (sina  siii'î  cosi  — cosiî  sim) 

( — 2o",445i  sin  O cosa  siii'î. 


On  obtiendrait  les  termes  du  second  ordre,  en  tenant  com|>le 

de  tous  les  termes  dans  le  remplacement  de  — par  leurs  ■ 

<lc  dt  dt  ' 

valeurs  (6);  mais  ils  sont  en  général  assez  petits  pour  pouvoir  ètie 
négligés.  En  effet,  effectuons  ce  calcul. 

I"  En  ascension  droite,  abstraction  faite  des  (acteurs  constants, 
le  coefficient  de  séc’i  est 

2 sin  2 a (cos'Q  cos’s  — sin'Q)  — 2 sin  2©  cos  j (cos' a — si  n’a), 

d’où,  en  négligeant  le  petit  terme  qui  contient  en  facteur 
sin2asin’(,  on  déduit  facilement  pour  l’ensemble  des  termes  du 
second  ordre 


I K’  idyiy  , ^ . 

— y I scc’o  C0S2.OSin2a(I  -f-COS’l 

4 cos’y  \ dt  ) L W ^ 

— 2 si  n 2 0 cos  2 a eus  5 j, 


ou,  avec  les  valeurs  numériques  et  « = 23"28', 

( — o",oooq32gséc’^  sin2acos2  0 
If)  \ 

( -+- O ,ooog2g5  sec’o  cos2a  sin  2 0 , 

somme  (|ui  atteint  .'1  peine  o’,oi  pour  une  étoile  dont  la  décli- 
naison est  85"  3o'. . 

a"  En  déclinaison,  nous  négligerons  les  termes  qui  ne  con- 
tiennent pas  tang^;  or,  aux  facteurs  constants  près,  le  coefficient 
<le  tang  J a pour  valeur 

sin’0  sin’a  -t-  cos’0  cos’«  cos’a  -t-  jsin2  0 sinaacost. 

Exprimons  les  carrés  des  sinus  et  cosinus  en  fonction  du  cosinus 
de  l’angle  double,  négligeons  le  terme  constant  i + cos’i  et  le  [letit 
terme  en  cosaasin’t,  nous  aurons  pour  l’ensemble  des  termesdn 

ifi. 
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I K* 

X (cos2  0 [cos2«(n-  ccjs’«)  — sin’f]+  2 sin  2 © sin  2a  cosi), 

et,  après  substitution  des  v.'deiirs  numériques, 

■+■  (o",oooo4o2  — o",ooo4665  cos2a)  tang^cos2  0 
— o",ooo  4648  langJ  sin  2a  sin  2 0, 

somme  qui,  pour  des  étoiles  de  déclinaison  moindre  que  8'j“6', 
est  toujours  inférieure  ù o",  01 . Pour  toutes  les  étoiles  dont  la  dé- 
clinaison ne  surpasse  pas  85°,  on  peut  donc  négliger  les  termes 
du  second  ordre. 

. Les  formules  (A)  supposent  que  les  grandeurs  a,  ô et  0 sont 
rapportées  li  l'équinoxe  apparent,  et  que  c est  l'inclinaison  appa- 
rente de  l’écliptique.  Dans  le  calcul  de  l'aberration  d’une  étoile 
pour  un  long  espace  de  temps,  il  est  commode  de  négliger  d'abord 
la  nutation,  c’est-à-dire  de  rapporter  a,  5 et  0 à l’équinoxe 
moyen  et  de  prendre  pour  c l’obliquité  moyenne.  Mais  il  faut  en- 
suite calculer  les  erreurs  ainsi  introduites  et  corriger  de  ces  quan- 
tités les  valeurs  obtenues  pour  l’aberration.  On  obtient  ces  correc- 
tions en  différentiaiit  les  formules  (A)  par  rapport  à a,  J,  0 et  r 
et  en  adoptant  pour  valeurs  de  r/a,  dS,  dQ  et  rf«  les  nombres 
qui  mesurent  les  changements  que  la  nutation  produit  sur  ces 
grandeurs.  On  ne  prend  évidemment  ici  que  les  termes  les  plus 
importants  de  la  nutation;  en  outre,  si,  dans  la  correction 
relative  à l'ascension  droite,  on  néglige  tous  les  termes  qui  ne 
contiennent  pas  en  facteur  séci  tang£,et,  dans  lu  correction  qui  se 
rapporte  à la  déclinaison,  tous  ceux  qui  ne  sont  point  multipliés 
par  sin^tangi^,  les  variations  r/0  et  dt  ne  donnent  naissance, 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  à aucun  terme  sensible;  il  suffît  donc 
de  prendre  jrour  expressions  de  doi  et  de  d3  les  valeurs 

da=  — {()",  867  sin  Q sina  -H  9", 223  cosQ  cosa)  tang^, 

dS  — — (6',8Ü7  sin  Q cosa  -t-  9", 223  ens  Q sina). 

Pour  abréger,  remplaçons  9",  223  et  6",  8G7  par  o et  b dans 
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les  équations  obtenues  en  différentiant  les  formules  (A),  nous 
aurons 

a'  — a = 10", 2225  tang^  scciî 

X [ — (4  + a cosi)  cos(0  + JJ  ) sinaa 
+ (4  cosi  + a)  sin{0  + JJ  ) cos2a 
-H  (4  — a cos i)  cos (Q  — JJ)  sin2i 

— (4  cost  — a)  sin(0  — JJ  ) cos2aj. 
i' — S =■  5",i  1 12  tangJsin^ 

X[ — (4 -f- a cos»)  cos(0 -t- Q)  cos2a 

— (4cos«  + a)  sin(0  H-  JJ)  sin2a 
-+-  (4  — a cos»)  cos(0  — JJ  ) cos 2 a 
-t-(4cos»  — a)  sin(Q  — JJ)  sin2a 
+ (4  — a cos»)  cos(0  -I-  JJ  ) 

— (4-t-acos»)cos(0—  R)]; 

et  avec  les  valeurs  numériques  : 

' a=iangJséc5x[—  o", 000 7597  cos(©  ■+■  JJ)  sin2a 
: . -+-  o",ooo  7693  sin  ( O + R ) COS  3!  a 

I — o",oooo79ocos(0  — R)  sin2a 

I -+- o",ooo  1449  sin(0 — JJ) cos 2 a], 

>)  ®'=‘ang(îsinàx[— o",ooo3798cos(0  H-  Q)cos2a 

— o", 000 3847  s'“(0  ■+■  R)sin2a 

— o",ooo  0395  cos  ( O — Q ) cos  2 a 

— o", 0000725  sin(0  — JJ)  sin2a 

— o",oooo395cos(0 -I-  JJ) 

— o*,ooo  3798  cos(0  — JJ  )]. 

Pour  toute  étoile  de  déclinaison  inférieure  à 85®  3o',  la  valeur 
de  a'  — a sera  inférieure  il  o*,oi  ; d’ailleurs  3'  — i n’atteindra 
o",oi  que  pour  une  déclinaison  égale  à 85“ 6';  ainsi  que  les  termes 
donnés  par  (c)  et  {d),  ceux-ci  seront  donc  négligeables  pour  toutes 
les  étoiles  dont  la  déclinaison  est  inférieure  à 85®. 
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Expresiiom  de  l'aberration  annuelle  en  longitude  et  en  latitude. 
— Les  équations  relatives  à l’aberration  seront  beaucoup  plus 
simples,  si  au  lieu  de  l’équateur  on  prend  l’écliptique  pour  plan 
fondamental;  en  effet,  eu  négligeant  les  termes  constants,  on  a 


d.r 

dt 


a . ^ e/M 

sin  O -r  ’ 

cos  If  dt 


tir  a ^ '/M 

--  cos  O — — 1 

dt  ros  Ÿ dt 

dz 

dt~°' 


A|  •rès  avoir  substitué  ces  expressions  dans  les  formules  [a]  et 
remplacé  a et  5 parX  et  p,  on  obtiendra  pour  l'aberration  annuelle 
des  étoiles  fixes  en  longitude  et  en  latitude 


(H) 


■*' — À = — 2o",445i  cos(à  — 0 ) sécp, 
P'  — P - -H  9.o",445i  sin(X  — Q)  sin  p, 


formules  qui  ne  changent  point,  si  dans  \ et  Q on  emploie  l’c- 
quinoxe  moyen  au  lieu  de  l’équinoxe  apparent.  On  a de  plus  ]ioiir 
les  termes  du  second  ordre  : 

En  longitutic -h  o'',ooi  oi33  sin2(Q  — ).)séc’p, 

En  latitude — o“,  0006067  cos  a (Q  — \ tangp, 

où  le  coefficient  0,001  01 33  est  en  décimales  la  valeur  de  la  frac- 
, (20",  4450’ 

206765 


lion 


cl 


Exemple.  — En  1849,  avril  1,  on  a,  pour  Arclurus, 
a = i4’’8"’4B‘=  212"  12', o,  J = -I-  i9"58',i  , 

Q I i"37',2,  I = 23“27',4. 

On  en  déduit 

et' -«  = -+- 18",  88,  o*'-rî --9»,65, 
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et  puisque 

*=:202“8',  P=;-+-3o°5o', 

on  a aussi 

X' — X = -(- 23'',4i.  P' — P = — 

81.  Tables  de  l’aberration.  — On  a construit  des  Tables  des- 
tinées à simplifier  le  calcul  de  l’aberration  en  ascension  droite 
et  en  déclinaison,  souvent  pénible  au  moyen  des  formules  que 
nous  venons  de  donner.  Les  plus  commodes  sont  celles  de  Gauss, 
dont  la  construction  repose  sur  les  transformations  suivantes,  ^i 
l'on  pose 

2o",445i  sin©  = a sin(Q  ■+■  Ai, 

2o",445i  COS0  cos»  = ncos(Q  + A), 
on  a les  expressions  simples 
o'  — a = — a sécd cos(0  -t-  A — a), 

ô'  — O = — a sind  sin(0  -H  A — a)  — 2o",445i  cos  © co»i  sini 
— — a sini  sin(0  + A — *)—  io",2225 sin»cos(©  <î) 
— io',2225  sin«eos(0  — S). 

Ce  sont  ces  formules  que  Gauss  a réduites  en  Tables.  La  première 
Table  donne  A et  loga  avec  la  longitude  du  Soleil  pour  argument, 
et  on  en  déduit  l’aberration  en  ascension  droite  et  la  première 
partie  de  l’aberration  en  déclinaison.  La  deuxième  et  la  troisième 
parties  sont  ensuite  données  par  la  seconde  Table  où  l’on  entre 
avec  les  arguments  0 -t-  d et  © — S,  Ces  Tables  ont  été  pu- 
bliées pour  la  première  fois  dans  la  MonatUche  Correspondent 
(t.  XVII,  p.  3i2);  la  constante  employée  est  celle  de  Delambre, 
20",  2.55.  Plus  tard,Nicolaï  en  a calculé  d'autres  avec  la  nouvelle 
constante  20',  44^  ■ > o»  les  trouve  dans  la  collection  des  Tables 
auxiliaires  de  Warnstorff. 

Pour  l’exemple  précédent,  la  première  des  Tables  de  Nirolaï 
donne 

A=i'’i',  loga  = 1,2748, 

d’ofi 

y— a=-M8",8«. 


24; 
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La  iiiéiiie  Table  donne  — 2",  1 5 pour  la  première  partie  de  l’aberra- 
tion en  déclinaison.  Kn  rhercliant  ensuite  dans  la  deuxième  Table 
les  nombres  correspondants  aux  arguments  3i"  35'  et  — 8°  21', 
on  trouve  — 3", 47  et  — 4*^i®3  pour  deuxième  et  troisième 
|)arties  de  l'aberration  en  déclinaison;  on  a donc 

9'—  S — - ç)",65. 

82.  Ejcpressions  de  la  parallaxe  annuelle  des  étoiles  fixes.  — 
Le  maximum  et  le  minimum  de  l'aberration  en  longitude  ont 
lieu,  pour  une  étoile  donnée,  quand  sa  longitude  égale  celle  du 
Soleil  ou  la  surpasse  de  180°;  au  contraire,  le  maximum  et  le 
minimum  de  l’aberration  en  latitude  se  produisent  quand  l’étoile 
précède  ou  suit  le  Soleil  de  90“. 

Les  formules  qui  donnent  la  parallaxe  annuelle  des  étoiles  lixes, 
c’est-à-dire  l’angle  des  directions  menées  de  l’étoile  au  centre  de 
la  Terre  et  au  centre  du  Soleil,  sont  entièrement  analogues  à celles 
de  l’aberration  annuelle;  seulement  les  maxima  et  les  niinima 
n’ont  pas  lieu  aux  mêmes  époques.  Soif,  en  effet,  A la  distance 
d’une  étoile  au  Soleil,  X et  ^ sa  longitude  et  sa  latitude  vues  du 
Soleil,  les  coordonnées  de  l’étoile  par  rapport  au  Soleil  seront 

.r  :r=  4 cosp  cosX,  J • = 4 cos^  sinX,  a = 4sinp; 

mais,  si  A'  est  la  distance  de  l’étoile  à la  Terre,  ses  coordonnées 
rapportées  à la  Terre  ont  pour  expressions 

A'cosp'eosX',  A'eds  P' sin X',  z'=4'sinp'; 

d’ailleurs,  en  prenant  pour  unité  le  demi  grand  axe  de  la  Terre, 
les  coordonnées  du  Soleil  par  rapport  .à  la  Terre  sont  égales  à 

X -RcosQ  et  Y = RsinO; 

OU  a donc  les  équations 

A'  cos  P'  cosX'  = A COS  P cos  X H-  R cos  0 , 

A'  COS  P'  sinX'  = A cos  P sinX  -(-  R sin  Q , 

A'  sin  P'  = A sin  P ; 
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d'où  l’on  déduit  facilement 


X'  — X = — ^ sin(X  — O)  sécp.  ?.o6a65, 

A' 

P'  — P = — ^ cos(X  — O)  sinp.  aoôafiS; 

ou  bien,  en  remarquant  que  le  produit  206265  est  l’expression 

A 

do  la  parallaxe  annuelle  tt, 

l X'  — X= — ttR  sinfX  — O)  sécp, 

(C)  V V.//  r 

( P' — p= — jtRcos(X  — 0)sinp. 

Ces  formules  offrent  une  analogie  parfaite  avec  celles  qui  sont 
relatives  à l’aberration;  mais  à l’inverse  de  ce  qui  se  passe  dans 
ce  dernier  phénomène,  la  parallaxe  en  longitude  est  maximum 
ou  minimum  quand  l’étoile  précède  ou  suit  le  Soleil  de  90°,  et  la 
parallaxe  en  latitude  prend  sa  valeur  maximum  ou  minimum 
quand  la  longitude  de  l’étoile  surpasse  de  t8o°  celle  du  Soleil,  ou 
lui  est  égale. 

Pour  l'ascension  droite  et  la  déclinaison,  on  a les  équations 


A'  cosJ'cosa'  = A cosScosa  ■+■  R cosQ, 

A'  cos3'  sina'  = A cosJ  sina  -H  R sin  0 cos«, 
A'sin5'  = A siniî+  R sin  Q sint, 


et  on  trouve  ensuite,  tout  à fait  comme  pour  l'aberration, 


a'  — a = — TT  R (cosQ  sina  — sinQ  cosc  cosa)  séci, 
S'  — J = — îtR  ( cosr  sina  sin  ^ — sini  cosd  ) sin  Q 
— ttR  cos  O sin^  cosa. 


83.  Expressions  de  l'aberration  diurne,  — Le  mouvement 
diurne  de  la  Terre  autour  de  son  axe  produit,  comme  son  mou- 
vement annuel  autour  du  Soleil,  une  aberration  que  l’un  appelle 
aberration  diurne.  Elle  est  d’ailleurs  moins  importante  que  l’aber- 
ration annuelle,  puis<|ue  la  vitesse  du  mouvement  de  la  Terre  au- 
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tour  de  son  axe  est  bien  plus  petite  que  celle  du  mouvement  an- 
nuel. 

Par  rapport  à trois  axes  rectangulaires  dont  l'un  coïncide  avec 
l’axe  de  rotation,  et  les  deux  autres  sont  dans  le  plan  de  l'équu- 
teur,  de  telle  sorte  que  la  partie  positive  de  l'axe  des  j:  soit  di- 
rigée du  centre  de  la  Terre  à l’équinoxe  du  printemps  et  la  partie 
positive  de  l’axe  des  x vers  le  point  dont  l'ascension  droite  est 
égale  à 90°,  un  lieu  de  la  surface  de  la  Terre,  dont  la  latitude  géo- 
centrique  est  <p',  a pour  coordonnées  (n®  66) 

■r  — P COSç'  COS0, 

= P cosif'  sin0, 
i = psinç'; 

on  a donc 

d.T  , f/0 

— — — pcosv  sin0  — t 
dt  ^ dt 

dy  dS 

dt  ^ dt 

dz 


substituons  ces  valeurs  dans  les  formules  (fz)  du  n"  80  et  negli 
geons  les  secondes  puissances,  nous  obtiendrons  facilement 


a'  — a = - ~ pcosi|/'cos(0  — a)  iécS, 

1 

S'  — S — - — pcosf'  sin^0  — a)  sind. 


Actuellement  désignons  par  T le  nombre  de  jours  sidéraux 
d'une  année  sidérale,  le  mouvement  angulaire  d'un  point  de  la 
Terre  pendant  la  révolution  de  celle-ci  sera  T fois  plus  grand  (|ue 
le  mouvement  angulaire  de  la  Terre  dans  son  orbite, 

f/0 ^ f/M 

dt  f/f 


d'autre  part,  w étant  la  parallaxe  du  Soleil  et  K le  nombre  de  se- 
condes de  temps  que  met  la  lumière  à parcourir  le  demi  grand  axe 
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(le  l’orbite  terrestre,  on  a 


ce  qui  donne 


I O 

-p  = R-  :=KsinTr, 

U « 


K 


(/M 

(It 


T sintr 


3.5  I 


pour  expression  de  la  constante  de  l’aberration  diurne.  En  sub- 
stituant aux  lettres  les  nombres  qu’elles  représentent 

K 20", 442.  «-  = 8", 671,  T=  3661,256, 

on  trouve 

o”,  3t  t 

comme  valeur  numérique  de  cette  constante. 

Pour  plus  de  simplicité,  prenons  la  latitude  f au  lieu  de  la  lati- 
tude corrigée  f',  les  expressions  de  l'aberration  diurne  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison  deviendront 


( a.' — a = o",3t  I CüSçCOs(0  — a)iécS, 

I S' — ^ = o",3i  1 cosf  sin(e  — a)sin^; 

ainsi  quand  l’astre  est  au  méridien  l'aberration  diurne  en  décli- 
naison est  nulle,  tandis  que  l'aberration  en  ascension  droite  y 
atteint  sa  valeur  maximum 

o",  3i  I cosf  séco. 

84.  Orbites  apparentes  des  étoiles  autour  de  leurs  positions 
moyennes.  — Pour  l’aberration  annuelle  des  fixes  en  longitude 
et  latitude,  nous  avons  précédemment  trouvé 

V — — q cos(>  — 0)séc^, 

P'—  P = -t-  7 sin(>  — O)  sin  p, 

où  q désigne  la  constante  30", 44^'-  6eci  posé,  imaginons  le  plan 
tangent  à la  sphère  céleste  mené  par  la  position  moyenne  d’une 
étoile,  et  dans  ce  plan  un  système  de  coordonnées  rectangulaires 
T et  jr,  dont  les  axes  soient  les  intersections  de  ce  plan  tangent 
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avec  les  plans  du  parallèle  et  du  cercle  de  latitude;  les  coordon- 
nées du  lieu  vrai  alfecté  de  l’aberration,  par  rapport  au  lien 
moven,  seront 

x = (X'  — X)cosp  et  y = — p, 

car  {lotir  d’aussi  petites  distances  à l’origine,  le  plan  tangent  peut 
être  considéré  comme  coïncidant  avec  la  surface  de  la  sphère  cé- 
leste; on  en  déduit  facilement 

X'—  7’sin’p  — x'  sin’p. 

C’est  l’équation  d’une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  9 et  ^ sin  p. 
En  raison  de  l’aberration  annuelle  les  étoiles  décriront  donc  au- 
tour de  leurs  lieux  moyens  une  ellipse  dont  le  demi  grand  axe  a 
pour  valeur  2o",44^>>  le  demi  petit  axe  le  maximum  de  l'aber- 
ration en  latitude.  Pour  les  étoiles  situées  dans  le  plan  de  l’éclip  - 
tique,  ce  demi  petit  axe  est  nul  puisque  p = o.  Elles  décrivent 
donc,  dans  le  cours  d’une  année,  une  ligne  droite,  et  parcourent 
sur  l’écliptique  20",  44^i  de  chaque  côté  de  leur  position  moyenne. 
Pour  une  étoile  qui  coïnciderait  avec  le  pôle  de  l’écliptique,  on 
aurait  p = 90°,  et  par  suite  les  deux  axes  seraient  égaux;  dans 
l’espace  d’un  an,  une  pareille  étoile  décrirait  donc  autour  de  sa 
position  moyenne  un  cercle  de  rayon  égal  à 20",  445t- 

En  général,  c’est-à-dire  pour  une  valeur  de  p autre  que  ces 
valeurs  extrêmes,  la  position  que  l’étoile  occupe  à un  instant 
quelconque  sur  l’ellipse  d’aberradon  est  donnée  par  la  construc- 
tion suivante.  Dans  le  plan  de  cette  ellipse  imaginons  un  cercle 
qui  lui  soit  concentrique,  et  dont  le  diamètre  soit  égal  au  grand 
axe;  en  outre,  supposons  qu’un  rayon  de  ce  cercle  le  de';crive  d’un 
mouvement  uniforme  et  coïncide  avec  le  côté  ouest  du  grand  axe 
quand  la  longitude  du  Soleil  est  égale  à celle  de  l'étoile,  et  avec 
le  côté  sud  du  petit  axe  quand  elle  la  surpasse  de  90°.  Traçons  le 
rayon  correspondant  à la  longitude  actuelle  du  Soleil,  et  par  l’ex- 
trémité de  ce  rayon,  menons  une  perpendiculaire  au  grand  axe. 
Je  point  où  cette  droite  coupera  la  circonférence  de  l’ellipse  sera 
la  position  actuelle  de  l’étoile. 

Si  l’étoile  a une  parallaxe  ir,  les  expressions  de  ses  deux  coor- 
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données  rectangulaires  seront,  en  supposant  R constant  et  égal  à 
l'unité, 

x = — qcoi[y.  — O)— 7tsin()> — 01, 

,r  = -l-  7 sin(^  — 0)sinp  — ir  cos(>  — O)  sinp, 
ou,  en  posant  7 = acosA  et  7r  = osinA, 

X = — a cos  (>  — Q — A 
/ = -f-  fl  sin(l  — O — A)sinp. 

L’étoile  décrit  encore  une  ellipse  autour  de  son  lien  moyen,  mais 
le  demi  grand  axe  est  et  le  demi  petit  axe  y'iy'-f-w’  sin^. 

Il  en  est  entièrement  de  même  pour  l’aberration  diurne.  En 
vertu  de  cette  dernière,  les  étoiles  décrivent  dans  nn  Jour  sidéral 
autour  de  leur  position  moyenne  une  ellipse  dont  les  demi-axes 
sont  o",3iicosy  et  o",3i  i cosf  sin^.  Pour  les  étoiles  équa- 
toriales, cette  ellipse  se  réduit  à une  ligne  droite,  tandis  que  pour 
une  étoile  qui  coïnciderait  avec  le  pôle  elle  devient  un  cercle. 

83.  j4berration planétaire.  — Si  l’astre  a un  mouvement  propre, 
comme  le  Soleil,  la  Lune,  les  planètes  et  les  comètes,  ce  que  nous 
avons  dit  de  l’aberration  des  fixes  ne  forme  pas  l'aberration  com- 
plète. En  effet,  le  lieu  de  cet  astre  change  pendant  le  temps  que  la  lu- 
mière emploie  pour  arriver  à la  Terre,  et  par  conséquent  la  direction 
observée  du  rayon  lumineux  ne  correspond  pas  à la  vraie  position 
géocentrique  de  l’astre  au  moment  de  l’observation.  Supposons 
que  le  rayon  lumineux  qui,  au  temps  t,  rencontre  l’objectif  de  la 
lunette  soit  parti  de  la  planète  au  temps  T.  Soient  {/îg.  ’])  P el  p 
les  positions  de  la  planète  dans  l’espace  aux  temps  T et  r,  A la 
position  de  l’objectif  au  temps  'T,  a et  b les  positions  de  l’objectif 
et  du  réticule  au  temps  t,  a'  et  b'  leurs  positions  au  temps  (' 
quand  le  rayon  lumineux  rencontre  le  réticule.  Dès  lors 
AP  est  la  direction  du  lieu  de  la  planète  au  temps  T, 
ap  celle  du  lieu  vrai  au  temps  t, 

ba,  b'  a'  les  directions  des  lieux  apparentsaux  temps  t et  t' , dont 
la  différence  est  infiniment  petite , 
b'  fl  la  direction  de  ce  même  lieu  apparent  débarrassé  de  l’aberra- 
tion des  fixes. 
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Puisque  P,  a et  b'  sont  en  ligne  droite,  on  a 

P«  _ r — T 
iib'  ~ t’  — t 

De  plus,  on  j>eiit  toujours  supposer  (jue  pendant  le  petit  inter- 
valle de  temps  t'  — T le  mouvement  de  la  Terre  est  rectiligne  et 
uniforme;  par  suite,  A,  a et  n'  sont  aussi  sur  une  même  droite, 

Kij.  7. 


'a  \ 


i)' 

et,  en  outre,  Aa  et  aa'  sont  proportionnels  aux  temps  t — T et 
/' — /.  Il  en  résulte  encore  que  AP  est  parallèle  a b'  a'  et  que  par 
conséquent  le  lieu  apparent  de  la  planète  au  temps  t coïncide  avec 
son  lieu  vrai  au  temps  T.  La  différence  r ' — T est  du  reste  le  temps 
que  la  lumière  emploie  pour  arriver  de  la  planète  jusqu’à  l'oeil, 
ou  le  produit  de  la  distance  de  la  planète  [lar  497’,  8,  temps  né- 
cessaire à la  lumière  pour  parcourir  le  demi  grand  axe  de  l’orbite 
terrestre. 

De  là  dérivent  trois  méthodes  qni  permettent  d’obtenir,  à une 
époque  quelconque  t,  le  lieu  vrai  d’une  planète  au  moven  de  son 
lieir  apparent  : 

I.  On  retranche  de  l’époque  observée  le  temps  employé  par  la 
lumière  pour  aller  de  la  planète  à la  Terre;  le  lieu  vrai  correspon- 
dant au  temps  T ainsi  obtenu  est  identique  avec  le  lieu  apparent 
au  temps  t. 
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II.  Avec  la  distance  de  l’astre,  on  calcule  la  réduction  du  temps, 
c'est-à-dire  t — T,  et  à l’aide  du  mouvement  diurne  de  l’astre  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison,  la  réduction  au  temps  T du 
lieu  apparent  observé. 

III.  On  considère  le  lieu  donné  débarrassé  de  l’aberration  des 
fixes  comme  le  lieu  vrai  au  temps  T,  mais  vu  de  la  position  de  la 
Terre  au  temps  t.  On  emploie  cette  dernière  méthode  quand  on 
ne  connaît  pas  la  distance  de  l’astre,  par  exemple  dans  le  calcul 
de  l’orbite  d’une  planète  ou  d’une  comète  nouvellement  décou- 
verte. 

La  lumière  met  497*»  8 pour  venir  du  Soleil  à la  Terre,  et  le 
moyen  mouvement  du  Soleil  en  un  jour  est  de  5g'  8",  ig.  Par  suite, 
d’après  la  règle  II,  l’aberration  du  Soleil  en  longitude,  qui  rend 
toujours  trop  petites  les  longitudes  déduites  de  l’observation,  est 
égale  à 20", 4^;  il  faut  ajouter  que  les  variations  de  la  distance 
et  de  la  vitesse  du  Soleil  produisent  sur  cette  valeur  de  petits 
changements,  qui  dans  l’espace  d’une  année  ne  surpassent  pas 
quelques  dixièmes  de  seconde. 

86.  Démonstration  analytique  des  lois  précédentes.  — Le  pro- 
blème que  nous  venons  de  résoudre,  et  qui  est  en  fait  le  cas  gé- 
néral, peut  se  traiter  aussi  facilement  à l’aide  des  équations  fon- 
damentales du  n°  80.  Il  est  clair,  en  effet,  que  dans  ce  cas,  au  lieu 
de  la  vitesse  absolue  de  la  Terre,  on  ne  doit  employer  que  sa 
vitesse  relative. par  rapport  à l’astre  mobile;  car  cette  vitesse  re- 
lative combinée  avec  celle  de  la  lumière  déterminera  l’angle  que 
doit  faire  la  lunette  avec  la  vraie  direction  des  rayons  lumineux 
venant  successivement  de  l’astre  pour  que  celui-ci,  malgré  son 
mouvement  propre  et  celui  de  la  Terre,  paraisse  toujours  dans 
l’axe  de  la  lunette.  Soient  donc  Ç,  >t,  i;  les  coordonnées  de  l’astre 
par  rapport  au  système  d’axes  considéré  plus  haut,  il  faudra,  dans 
les  équations  fa)  du  n°  80,  substituer 

d.c  dÇ  dy  dr,  dz  dï,  , dr  dy  di 

dt  dt  ' dt  dt'  dt  dt  ~dt'  dt'  dt 

Soit  A la  distance  de  l’astre  à la  Terre;  ses  coordonnées  géo- 

centriques  sont  A cosS  cosa, . . . , et  par  conséquent  ses  coordon- 
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nées  héliocentriques  Ç,  n,  Ç,  ont  pour  valeurs 
/ Ç = A cos  S cos  a -t-  J", 
(/)  J r.  = A COS^  sina  4- , 

I s — ■ A sin  O H—  Z ) 

d’ilù  l'on  déduit  facilement 


1.CS  formules  (a)  se  transforment  donc  dans  les  suivantes 


A da 

di' 

A d9 
dt  " 


mais  - est  le  temps  que  la  lumière  emploie  pour  parcourir  la 
distance  A ; en  désignant  ce  temps  par  t — T,  on  a les  équations 


elles  expriment  que  le  lieu  apparent  est  égal  au  lieu  vrai  au 
temps  T,  et  correspondent  aux  règles  I et  II  du  n“  8ii. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  évidemment  que,  dans  le  cas  ac- 
tuel, l’aberration  peut  encore  s’obtenir  en  ajoutant,  aux  secomls 
membres  des  deux  forraulcs{rt),  les  termes 

- I -^sina cosal  sec o pour  la  première, 

I / , dn  . ^ . dx,  A 

- ( — sind  cos«  H — - sinosinoi  -i costt  pour  la  deuxieme: 

fjL  \di  di  dt  ^ 
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on  a donc,  en  désignant  parDa  et  DJ  l’aberration  des  fixes, 

, ^ I /r/5  . dr,  \ . 

« — a.  — Da  H — sina cosa  1 sec  J, 

ft  \ dt  dt  j 

„ , I /r/ç  ■ . dt).  r/Ç  \ 

J — J = D J H —,  sin  J cosa  H — sin  J sina  -(-  — cos  J • 

fl  \ dt  dt  lit 


Dirrérentions  maintenant  les  équations  (/),  en  considérant  les 
grandeurs  géorentriqiies,  A,  a,  J,  comme  variant  seules,  et  en 
traitant  les  coordonnées  de  la  Terre  comme  des  conslanles;  re- 
présentons par 

remplaçons  dans  les  seconds  membres  des  équations  précédentes 

les  coefficients  de  — par  les  valeurs  ainsi  obtenues,  noirs  aurons 
<* 

“'-Da  = a-^(ÿ),  J'-DJ=J- 

OU 

(Fl  a'-D«_«-(r-T)^J),  J'-DJ  = J-(r-Ti(^): 


(^)  **"*  partielles  de  a et  J,  et 


équations  qui  correspondent  à la  rè(»le  III  du  n°  85;  en  ef/ei 
et 

quand  on  fait  varier  le  lieu  liéliocentriqiie  de  Tastre,  mais  non 
celui  de  la  Terre;  les  seconds  membres  des  deux  cqiialinns  corres- 
pondent donc  au  lien  de  l'ustre  au  temps  T,  vu  de  la  position  que 
la  Terre  occupe  au  temps  /. 

Rrmar^ur  I. — Le  mouvement  elliptique  de  la  Terre  autntir  du  SoloM  et 
ton  mouvement  diurne  de  roiolion  ne  contlilitenl  pat  1c  niouvrmcnl  entier 
dant  Petpacc  d'un  point  de  la  Terre:  le  ^oleil  Itii-mème  te  meut  et  en- 
traîne uvec  lui  la  Terre  ci  tout  le  tyf>t^me  solaire.  Comme  nous  le  verront 
plut  tard,  cet  astre  est  animé  d'un  double  mouvement,  un  mouvement  de 
translation  dant  Tetpace  et  un  mouvement  périodique  cause  pnr  les  al- 
traciiont  des  planètes;  en  effet , celles-ci  ne  te  meuvent  pat  réeliemcni 
dans  des  elliptet  autoor  du  centre  du  Soleil;  mais,  soumit  è leurs  attrac- 
tions réciproques,  une  planétu  et  le  Soleil  dccrivciil  autour  de  leur  contre 
de  graviié,  qui  reste  immobile,  deux  ellipses  dont  les  dimensions  sont 

I.  n 


ydii 


j reprcsenienl  les  dérivées  partielles  dr  a et  d 
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enlrc  elles  tlans  le  rapport  inverse  des  masses  de  ces  deux  corps.  Le  pre- 
mier  do  ces  doux  mouvements  peut  aclnellcmeni  être  icgardc  comme  rec- 
tiligne et  restera  tel  un  trè«>lung  ei>pacc  de  temps ^ ü n'a  donc  d'autre  efTct 
que  de  changer  les  positions  des  astres  d'une  qu.'inlité  constante,  et  par 
suite  il  est  permis  do  n'en  point  tenir  compte.  Qiuni  à rahcrr.’ition  duc 
an  second  mouvement,  tdic  est  si  petite,  qu'on  peut  toujours  la  negliger. 
Soient,  en  eflel,  a et  a'  les  rayons  des  orbites  des  deux  planètes,  orbites 
que  nous  supposerons  circulairiSy  r et  r*  les  temps  do  leur  révolution;  les 

vitesses  angulaires  de  ces  deux  plnnrlos  seront  proportionnelles  à - et 

et  par  conséquent  leurs  vitesses  linéoires  à n t'  et  <ï't,  ou  bien  à et 
cor,  d’après  la  troisième  loi  de  Kepler,  les  carres  des  temps  des  révolutions 
de  deux  planètes  sont  entro  eux  comme  les  cubes  des  grands  axes  de  leurs 
orbites. 

Prenons  pour  unités  le  rayon  do  l’orbilc  terrestre  et  la  masse  du  Soleil  ; 
soient  m et  a la  masse  et  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète,  la 
consl.iittc  do  l'abeiration  <lucau  mouvcoicnt  do  lu  Terre  sera  pour  cette 
planète 


et  celle  do  l'aberration  provenant  du  mouvcnieiU  du  Soleil  autour  du  centre 
de  gravite  commun  à ces  deux  corps  : 

ao",  ^5 

m _ — • 

Ainsi,  pour  Jupiter,  a ■=  5,30,  m z=  — et  les  deux  constantes  ont 

io5o 

pour  valeurs 

8",  97  et  o*,oo8G; 

la  seconde  e^l  donc  bien,  ainsi  que  nous  l'avons  dit,  négligeable  par  rap- 
port à la  première. 

Les  perturbations,  que  les  actions  dos  planètes  produisonl  dans  le  mou- 
vement do  1.1  Terre,  changent  encore  l'aberration,  mais  ces  variations  sont 
aussi  troj»  peliios  pour  qu’il  y ait  lieu  d’en  tenir  compte 

Renuinjue  II.  — (Consulter  sur  l'aberration  : 

Bf.sSEL.  — Tahuho  f\i'f^ionioiUana:y  p.  xvn  et  sniv. 

11f>sel.  — Zeitschiift  fur  Ailranomir,  vol.  VI,  p.  722  e’  suiv. 

WoLFKR.  — Tabulœ  rfductionum^  p.  xiti  Cl  sniv. 

Delvmbre.  — Tiaitc  d'Astronomir,  vol.  III,  ch.  XXX. 

F.  Hailt.  — Préface  du  Cotalof'ue  of  the  Ih  itish  AssocifUion. 

Gafss  — Theoria  molus^  p.  b8  et  ruIv. 

Lk  N'lriugk.  — Annales  de  / Obset%‘atoire  impérial^  vol.  I,  p.  3i8  et  sniv 
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CHAPITRE  IV. 

POSITIONS  MOYENNES  DES  ÉTOILES.  ET  VALEUIIS  LES 
PLUS  PUOBABLES  DES  CONSTANTES  EMPLOYÉES 
DANS  LES  BÉDUCTIONS. 


Le  but  princip.ll  de  l’Astronomie  sphérique  est  la  délerininalion 
des  lieux  des  étoiles  rapporlés  aux  plans  fondaiiienLiux,  et  spé- 
cialement à ré(|uateur,  car  les  longitudes  et  les  latitudes  ne  sont 
jamais  données  par  l’observation  directe,  mais  sont  déduites  par 
le  calcul  de  l’ascension  droite,  de  la  déclinaison  et  de  l'obliquité 
de  récli])tiquc.  Si  les  observations  sont  dirigées  de  manière  ù 
donner  immédiatement  les  lieux  des  étoiles  par  rapport  à l’éqna- 
teur  et  à l'équino.xe  du  printemps,  on  les  ajijielle  di'tcrwinntiims 
absolues.  Au  contraire,  on  appelle  dclerminations  rclulives  celles 
dont  on  ne  déduit  que  des  différences  d'ascension  droite  et  de 
décliniiison  avec  des  étoiles  dont  les  positions  sont  déjà  connues. 

Les  observations  donnent  les  positions  apparentes  des  astres, 
c'est-à-dire  affectées  de  la  réfraction  et  de  l’aberration  (*),  et 
rapportées  ù l’équateur  et  .à  l’équinoxe  vrai  au  moment  de  l’ob- 
servation ; il  faut,  ù l’aide  des  lorrections  étudiées  dans  les  deux 
Chapitres  précédents,  en  conclure  les  positions  moyennes.  Cha- 
cune de  ces  corrections  contient  une  constante  dont  on  trouve  la 
valeur  numérique  par  des  observations  analogues  à celles  qui 
donnent  les  positions  des  étoiles  et  cpie  l’on  détermine  en  même 
temps  que  celles-ci.  Les  valeurs,  données  pour  les  constantes  dans 
les  deux  Cbajtitres  précédents,  résultent  des  déterminations  les 
plus  récentes,  mais  les  observations  futures  y apporteront  encore 


(^)  Et  en  outre  de  la  parallaxe,  pour  le  Soleil,  la  Lune,  les  p'anèles  et 
les  coniéto. 

«7- 
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de  légères  correcliuns;  il  y a donc  lieu  de  monlrer  comment  sVf- 
fecluenl  res  déterminations. 

Les  observations  de  la  position  d’une  même  étoile,  faites  à des 
époques  dilférentes,  devraient,  si  elle  était  invariable,  ne  présenter 
entre  elles  que  des  diflérences  imputables  aux  erreurs  d’observa- 
tions et  à celles  des  valeurs  adoptées  pour  les  constantes.  Riais  la 
comparaison  des  positions  d’une  même  étoile  déterminées  à di- 
verses époques  donne  des  différenres  plus  ou  moins  grandes,  qui 
ne  peuvent  être  expliquén-s  par  des  erreurs  de  ce  genre.  On  les 
a d’abord  allrlbuées  seulement  aux  mouvements  ]>ropres  des 
étoiles;  mais  nous  devons  ajouter,  dès  à |irésent,  que  la  cause  de 
ces  difrérences  n’est  pas  unique  ; chacune  d’elles  doit  être  regardée 
comme  la  somme  de  deux  parties  provenant  de  deux  phéno- 
mènes distincts.  L’une  n’est  soumise  à aucune  loi  générale,  et  con- 
stitue réellement  le  mouvement  propre  de  chaque  étoile;  l’autre, 
au  contraire,  a un  caraclèrc  parallactique,  et  provient  d’un  mou- 
vement de  notre  système  dans  l’espace,  c'est-à-dire  du  mouvement 
propre  du  Soleil  lui-même;  sauf  quelques  exceptions,  on  peut 
considérer  les  mouvements  dus  à cette  derniere  partie  comme  uni- 
formes et  diriges  suivant  un  grand  cercle.  Dans  le  calcul  il  sera 
nécessaire  de  tenir  compte  de  ces  deux  elfets,  quand  on  voudra 
détiuirc  l’une  de  l’autre  les  positions  moyennes  d’une  étoile  cor- 
respondantes à des  époques  différentes. 

On  a montré  dans  les  deu.x  Chapitres  précédents  comment  on 
détermine  les  diverses  corrections  tpi’il  faut  appliquer  aux  lieux 
des  étoiles;  mais  comme  ce  calcul  se  répète  fréquemment,  on  em- 
ploie d’autres  méthodes  plus  expéditises  et  plus  commodes  pour 
la  réduction  des  lieux  apparents  à la  position  moyenne  au  com- 
mencement de  l’année  : nous  allons  les  exposer  immédiatement. 


1.  — De  LA  BÉDt  CTIOX  DES  POSITIONS  MOYENNES  DES  ÉTOILES 
AIX  LIEUX  APPARENTS,  ET  RÉCIPROOliEMENT. 


87.  Rédaction  au  lieu  apparent.  — Quantités  au.riUaires  du 
calcul.  — La  position  moyenne  d’une  étoile  étant  connue  pour 
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le  comnacnceinent  d'une  certaine  année,  comment  obtenir  sa  po- 
sition apparente  pour  un  jour  quelconque  donné  d'une  autr^ 
année?  On  déduit  d'abord  de  la  position  donnée,  la  position 
moyenne  au  commencement  de  la  seconde  année,  en  tenant  compte 
de  la  précession  et  dans  certains  cas  du  mouvement  propre;  puis 
on  ajoute  la  précession  et  le  mouvement  propre  depuis  le  com- 
mencement de  l'année  jusqu'au  Jour  donné,  ainsi  que  la  nutation 
et  l'aberration  correspondantes  à ce  jour.  Pour  faciliter  l’appli- 
cation de  ces  trois  dernières  corrections,  on  a calculé  des  Tables 
qui  ont  pour  argument  le  jour  de  l'année.  Ces  Tables  ont  été 
données  par  Bessel  dans  les  Tabula!  Regiomoptana;  (*). 

Désignons  par  a et  ÿ l'ascension  droite  et  la  déclinaison  moyenne 
d'une  étoile  au  commencement  d'une  certaine  année;  par  a'  et  <î' 
r.'isccnsiun  droite  et  la  déclinaison  apparente  au  temps  t,  compté 
è partir  du  commencement  de  cette  année  et  exprimé  en  parties 
de  l’année;  soient  de  plus  n et  n'  les  mouvements  propres  de  l’é- 
toile en  ascension  droite  et  en  déclinaison  ; on  a,  d’après  les  for- 
mules (D)  du  n"  58,  (B)  et  ( C)  du  n°  ül  et  (A)  du  n°  80  : 

a' — a = {ni  ■+-  n sina  tangd)  t T(1  Pr»cM«loii  ei  muaTtmtni  proirn. 

— ( 1 5',8 1 48  -I-  6",865o  sin  a tang  J ) sin  Q ' 

-H  ( O ,igo2-(-o  ,0835 sin X tang sina  Q , 

— ( I ,i649--t-o  ,5o54sinatang^)sinaO 

+ ( o ,i  173-1-0  ,o5o9sinatangJ)sin(0— P; 

— ( o ,0195-t-o  ,oo85  sina  tangJ)  sin[©-(-Pn  Nuiiiio». 

— 9,223 1 cosa  tang^  cos  Q 

-I-  0,0897  cosa  lang^  COS2  Q 

— o,55o9cosatangiîcos2  0 

— o,oog3cosa  tang^cos(0-H  Pi 

— 20,4451  sina  séciî sin  O J 

• ^ \ Abemiiuci. 

— 20,44^1  cosa  cosf  séc^ COS  0,  j 


(*)  pour  un  p«*til  nombrA  dVioilos,  il  faut  encore  introdiiiro  la  pnral- 
Itfio  ofinucllo,  dont  reiprei»ton  U plus  commode  sera  donnée  plus  loin. 
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fî'  J = T/7  COSOC  + tu' 


Préce»iioti  ei  mouTemeni  propre. 


-H  g*,2î3i  sin  acos  Q i 

— ü , o8()7  sin  a C0S2  Q 
-+■  O , 55og  sin  a cosï  O 
-4-0  ,oo93sinacos(Q  -4-  P) 

— 6 ,865ocosa  sin  Q.  i nd  '■lioa. 

-4- O ,0825  cos  a sin  2 Q I 

— O , 5o54  cosa  sin  2 0 I 

-4- O , o5og  cos  a sin  ( Q — P)  ! 

— o ,oo85cosa.sin(0  -t- P)  ; 

— 20,445' cos  a sin#  sin  O j 

, } Aberrelloo. 

-t-  20,4451  { sinasin  Jcosi  — cos  J sin«)cosQ.  j 


Dans  ces  formules  on  a néglige  les  termes  dépendants  de  2 
et  de  l’anomalie  ((^  — P')  de  la  Lune;  en  raison  de  la  rapidité 
du  mouvement  de  la  Lune,  ils  ont  une  courte  période,  et  par  con- 
séquent il  sera  plus  avantageux  de  les  donner  dans  une  Table 
s]>ériale.  Ces  termes  sont  d'ailleurs  très-petits  et,  à cause  de  la 
brièveté  de  la  période,  disparaissent  en  grande  partie  dans  la 
moyenne  d'un  grand  nombre  d'observations  d’une  étoile;  généra- 
lement, on  n’en  tient  compte  que  pour  les  étoiles  circompolaires. 
Dans  ce  cas,  il  faudra  introduire  aussi  les  termes  qui  contiennent 
les  carrés  de  l’aberration,  de  la  nutation  et  leur  produit;  termes 
donnés  par  les  formules  (E)  du  n“  (il,  (c),  (</)  et  (c)  du  n“  80; 
on  peut  d’ailleurs,  dans  le  cas  oi'i  ils  ont  une  valeur  sensible,  les 
convertir  en  Tables  avec  les  arguments  (^,  Q,  (Q  + Q ) et 

(O-Q)- 

La  conversion  en  Tables  des  expressions  précédentes  se  fait 
comme  il  suit;  on  pose 


6" , 865o  = ni , 
O ,082.5  = ni,, 

O , 5o54  = ni,, 

O , o5og  = ni,, 
O ,oo83  = ni,. 


1 5",  8 148  — nii  =■  h , 

0 , igo2  — mi,  = //,. 

1 , 1642  — mi,  = h„ 
O ,1173  — mi,  = A„ 
O ,0195  — mi,  = h„ 
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et  on  obtient 

a'  — * = [t  — ( sin  Q -I-  /,sin  2 Q — sin  2 Q 

+ /,  sin  ( O — P)  — i,  sin  (O  + P ,'] 

X ( " tang>î  sin  a ) 

— [9",223i  cosQ  — o",o89';  cos 2 Q 

-t- O*, 5509COS2O -+- o",oo93  cos(0  + P)]  tangJ tosa 

— 20",  44  5 ' cos  c cos  0 cos  a séc  lî 

— 20",  445*  sin  O sin  a séc  J 

-|-T(A 

— /i  sin  Q + /il  sin  2 Q — /i,  sin  2 Q 
+ /ijsin(0  — P)  — A,  sin(0  + P), 

et 

i'  — iî  = [t  — isinQ  -+-  I.  sin2Q  — /,sin2  0 

-t-ijsin(0  — P)  — i,sin(0  + P)]ncosa 
H-  [ 9",  223 1 cos  Q — o",  0897  cos  2 Q 

-)-  o",  550900s  2 0 -H  o'jOogS  cos(0  4-  P)]  sin  a 

— 20", 44^'  COSICOS0  (l.ange  coiS  — sina  sinS) 

— 20", 44^1  sin  0 cosa  sin5 

4-  Tft'. 

Faisons  maintenant  les  conventions  suivantes  : 

A =-  T — I sin  Q 4-  I,  sin2  Q — /,  sin2  0 

4-  ijsin  (0  — P)  — I.  sin (0  4-  P), 

B = — 9",223i  cosQ  4-  o'’,o897  cos2Q 

— o",55o9  C0S2  0 — o",  0093  cos(  0 4-  P) , 

C = 20',445i  pose  COS0, 

D = — 20', 4451  sin  O, 

E = — /i  sin  Q 4-  /i,  sin  2 JJ  — Ai  sin 2 © 

4-  Ajsin(0  — P)  — A.  sin(0  4-  P), 

o = 171  4- n sina  tangi,  a'  = ncosa, 

A = cosatangJ,  b' = — sina, 

c — cosaséc^,  e'  = tangicos^  — sinasinJ, 

E/  = sinaséc^,  e/'=  Cüsasin  J, 
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les  grandeurs  a,  b,  c,  d,  a',  b',  d,  d'  dépendent  uniquement  de 
la  position  de  l'étoile  et  de  l'oljliquité  de  l'édiptique,  elles  sont 
données  par  leurs  logarithmes  dans  les  Catalogues  d’étoiles;  a et  a' 
sont  les  nombres  désignés  dans  les  Catalogues  sous  le  nom  de 
précession  annuelle  en  ascension  dtoite  et  en  déclinaison  ; les  gran- 
deurs A,  B,  C,  D ne  dépendent,  au  contraire,  <|ue  de  Q et  Q, 
et  sont  ainsi  de  simples  fonctions  du  leiii|'$,  qui  peuvent  être  ré- 
duites en  Tables,  avec  le  temps  pour  argument. 

Les  valeurs  numéiiipies  données  dans  les  forniules  précédentes 
conviennent  pour  i 800,  et  on  a pour  eette  époque  : 


i = o",  34223, 
/,  = O , oo4  1 o, 
/,=  o , 02.5  19, 

i,  — o , 00254, 

»,  = 0 ,00042, 


A = o",o5‘J2, 
/»,=  o , 0016, 
/»,==  o , oo4l, 
/»,=  o , Oüo5, 
/»,  = o . ouoo. 


d'où  il  résulte  que  la  quantité  E ne  surpasse  jamais  quelques  cen- 
tièmes de  seconde,  et  peut  presque  toujours  être  négligée. 
Qtiehiues  coefficients  des  formules  précédentes  relatives  à a' — a 
et  J' — 0 varient  avec  le  temps  (n“  (il),  il  en  est  de  même  des 


valeurs  de  /n  et  de  /»;  on  a pour 

1900  : 

» = 0",  342  56, 

h = o",  0488, 

»,  :=  0 , oo4  1 0 , 

/»,  = 0 , ooi4. 

»,  = 0 , 02,5  20 , 

/»,=  0 , oo35, 

»,  = 0 , 002  53, 

/»,=  0 , ooo5 , 

î 

0 

0 

0 

0 

/»,  = 0 , 0000. 

Bessel  a donné  dans  les  Tabulœ  Rcginnionttina; , les  valeurs 
des  constantes  A,  B,  C,  D,  E,  pour  toutes  les  années  de  i'5o  à 
iSio.  Mais  comme  il  a employé  pour  les  constantes  de  la  nutation 
et  de  l’aberration  des  valeurs  dilferentes  de  celles  que  nous  avons 
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adoptées,  et  que  les  termes  en  (Q  — P)  et  (©  + P)  ont  été  omis, 
il  faut,  afin  d’établir  la  concordance  avec  nos  formules,  faire  subir 
aux  valeurs  des  constantes  de  Bcssel  les  corrections  suivantes 
(l’unité  est  la  seconde  d’arc)  : 

Pour  ij5o, 

rfA  = — 0,0090 sinj^  -1-0,0001  sin2Q  -I-  o,ooi3  sina© 

-f-  0,009.5  sin  (©  — P)  — o,ooo4sin  (©-l-P), 
r/B= — o,a456cos  Q o,ooi9cos2  Q 

o,o2yocos2©  — o,oog3cos(©  -h  P), 

rfC= — 0, 1^44  •’f*  O ) 

rfD= — 0,1901  sin  ©, 

rfE= — • 0,006  sin  JJ  0,001  sina  JJ. 

Pour  i85o,  la  valeur  de  rf  B devient 

l/B  = — O, 3465  cos  JJ  -+-  0,0019  C0S3  JJ 

-t-  0,0291  UOS2©  — o,oog3  cos(© -t-P). 

Ces  constantes  ont  été  calculées  par  Zech  pour  l’intervalle  de 
i85o  à 1860,  d’après  les  formules  et  les  nombres  de  Bessel,  et 
pour  l’intervalle  de  1860  h i88u,  par  Wolfer  dans  les  Tabula 
reducJionum  observationum  astronomicarum  à l’aide  des  valeurs 
plus  récentes  données  plus  haut.  On  trouve  aussi  ces  constantes 
dans  les  Annuaires  astronomiques. 

88.  Tables  de  Bessel.  — Ces  Tables  contiennent  les  valeurs 
des  quantités  qui,  dans  les  expressions  de  la  réduction  au  jour, 
ne  dépendent  que  du  temps,  c’est-à-dire  A,  B,  C,  D,  r et  E.  Elles 
y sont  données  (A,  B,  C,  D et  t parleurs  logarithmes,  E en  valeur 
absolue)  de  dix  en  dix  jours  sidéraux  d’une  année  tropique  fictive, 
dont  le  commencement  aurait  lieu  au  moment  où  la  longitude 
moyenne  du  Soleil  est  280°,  ou  ce  qui  revient  au  même,  au  mo- 
ment où  son  ascension  droite  moyenne  est  l8'‘4o“‘;  ces  Tables 
conviennent  immédiatement  au  méridien  pour  leipiel,  au  com- 
mencement de  l'année  civile,  le  Soleil  a cette  longitude  moyenne 
280®,  c’est-  à dire  au  méridien  pour  lequel  Vépoque  de  la  /o/igi- 
tude  mojenne  du  Sit\e\\  en  280“;  et  le  jour  désigné  par  janv.  o 
est,  en  suivant  l’usage  astronomique  de  compter  les  jours  à par- 
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tir  de  midi,  celui  dont  le  temps  sidéral  i8‘'4o'°,  marque  le  com- 
mencement de  l'année.  Les  Tables  donnent  donc  les  valeurs  des 
quantités  A,  B,  C,  D,  t et  E,  non  point  au  commencement  des 
jours  sidéraux,  mais  à i8''4o"’  de  chacun  d'eux,  et  par  suite 
au  moment  du  passage  au  méridien  de  toute  étoile  dont  l’as- 
cension droite  est  i8'‘4o“. 

Les  éléments  du  calcid  sont  ; 

t”  Le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  de  l’année  : il  se 
trouve  au  moyen  de  la  formule 


ion 

366,24^201  ’ 

n prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  o è 87,  inclusivement. 

2°  La  longitude  vraie  du  Soleil  : on  la  déduit  de  la  longitude 
moyenne  (n°  ki),  dont  on  obtient  la  valeur  è un  instant  quel- 
conque par  la  relation 


L = 280”  -I- 


36o". 


366,242201 

3"  La  longitude  du  nœud  de  la  Lune;  Bessel  l’obtenait  au 
moyen  de  la  formule 

^ = 33“  1 5' 25", 9 — 19" 20' 29",  53  [t  — 1800) 

— — -, — X 19“  20  29  ,53, 

366 , 242  201  ^ 


où  33"  1 5' 25", 9 est,  d'après  les  Tables  de  Burckardt,  la  valeur  de 
cette  longitude  au  commencement  de  l’année  1 800,  et  1 9"  2o'29",53 
le  moyen  mouvement  du  nœud  de  la  Lune  pendant  une  année 
tropique. 

Ceci  posé,  parmi  les  quantités  A,  B,  C,  D,  les  unes  C et  D ne 
dépendent  que  de  © : on  les  calcule  à part  ; A et  B se  composent 
de  deux  parties,  l’une  dépendant  de  Q,  l'autre  de  Q : on  les  cal- 
cule séparément,  leur  somme  donne  A et  B.  Pour  les  Tables  de 
Bessel,  les  quantités  C et  D ont  été  déterminées  par  Bessel  de  1 760 
à i85o;  A et  B ont  été  calculées  par  Steinheil  et  Knorre,  pour 
l’intervalle  de  1750  à 1800,  et  par  Olufsen,  de  1800  à i85o. 

Les  Tables  des  valeurs  de  A,  B,  C,  O,  t et  E étant  construites, 
on  prendra  dans  les  Catalogues  les  quantités 

O,  *,  c,  rf,  a',  i',  c',  </',  P et  p'. 
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relatives  à l'étoile,  et  on  formera  les  <|uantités 

3t  — A <7  “t“  -i-  Ce  -f-  Dt/  -f-  T fi  E, 

S'  — i = Aii'-h  Bb'-h  Ce' -4-  Dr/'-h  T'/, 

et  on  aura  de  dix  en  dix  jours,  au  moment  du  passage  au  méridien, 
les  réductions  au  jour  en  ascension  droite  et  en  déclinaison. 

Lorsque  l’ascension  droite  de  l’étoile  diffère  de  18'’ 40™,  les 
valeurs  ainsi  trouvées  pour  a' — a et  J' — S ne  correspondent 
pas  au  moment  de  la  cidminalion. 

I"  L’ascension  droite  surpasse  i8**4o"’  : on  devra  pour  obte- 
nir le  moment  du  passage  au  méridien  ajouter  à chacun  des  jours 
de  la  Table  le  temps 
, , 'a  — i8'’4o™ 

(0  ■— 4>r— 

2“  L'ascension  droite  est  moindre  que  i8’‘4o“‘:  dans  ce  cas 
la  culmination,  qui  a lieu  au  jour  où  commence  l’année  civile,  ne 
tombe  pas  le  jour  indiqué  dans  les  Tables  par  janv.  o,  mais  bien 
le  jour  précédent;  par  conséquent,  si  parlant  du  commencement 
du  jour,  jauv.  o,  on  veut  retrouver  le  passage  de  eette  étoile  au 
méridien,  il  faut  à chacune  des  dates  de  la  Table  ajouter 

, J i8'‘4n'" — -(24''  — a) 

W 74-h— 

Ces  deux  expressions  (i)  et  (2)  se  réduisent  à une  seule 
, a -f-  5''  20"’ 

si  l’on  convient  de  supprimer  l’unité,  lorsque  a 18'' 4o"’- 
On  trouve  les  valeurs  de  a',  p.  iG  des  Tabiilœ  Rrgiomontanœ, 
de  centième  en  centième,  c’est-ù-dirc  pour  des  valeurs  de  a variant 

de  14“»  4- 

En  outre,  puisque  le  jour  où  l’ascension  droite  moyenne  du 
Soleil  égale  celle  de  l’étoile,  celle-ci  passe  deux  fois  au  méridien, 
il  faut  ce  jour-là  ajouter  l’unité  à la  date  de  la  Table  ; l’argument 
complet  est  donc 

. + '1 
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OÙ  i = o depuis  le  commencement  de  l’année  jusqu'au  jour  où 
l'ascension  droite  moyenne  du  Soleil  est  égale  à a,  et  i =:  -t-  i,  à 
partir  de  celte  époque. 

La  durée  de  la  révolution  du  Soleil  ne  comprenant  pas  un 
nombre  entier  «le  jours,  les  Tables  de  Besset  conviennent  chaque 
année  à un  méridien  dirférent.  En  d’autres  termes,  les  valeurs 
de  a!  — a et  f — t déduites  des  Tables  ne  correspondent  pas 
à i8''4o‘"  de  chaque  méridien,  et  podr  obtenir  ce  résultat  une 
petite  correction  est  nécessaire.  Soit  K la  différence  exprimée  en 
temps  des  longitudes  de  Paris  et  du  lieu  pour  lequel  la  longitude 
moyenne  du  Soleil  est  280”  au  commencement  de  l'année,  diffé- 
rence que  nous  supposerons  positive  si  le  lieu  est  à l’est  de  Paris; 
soit  en  outre  il  la  différimce,  exprimée  en  temps,  des  longitudes 
de  Paris  et  du  méridien  où  se  font  les  observations,  et  prise  au 
contraire  négativement  si  ce  méridien  est  à l’est  de  Paris:  il  faudra, 
aux  valeurs  de  a'  — a et  — S déduites  des  Tables  pour  la  date 
donnée,  ajouter  les  quantités  dont  varient  les  différences  pour 
l'intervalle  de  K -t-  il.  Si  à la  date  donnée  on  ajoute  ce  nombre 
K + «/,  exprimé  en  parties  du  jour,  on  la  réduit  à l’année  fictive; 
aussi  Bessel  a-t-il  appelé  jour  réduit  la  date  ainsi  corrigée. 

La  quantité  H se  déduit  des  longitudes  géographiques  détermi- 
nées directement,  et  que  l'on  trouve  dans  tous  les  Annuaires  astro- 
nomiques. 

Les  valeurs  de  K s’obtiennent  au  moyen  de  la  formide 

^ L — 280" 

K= , 

P 

où  P est  le  moyen  mouvement  tropique  du  Soleil  en  un  jour,  c’est- 
à-dire  5g‘8",  33,  et  L la  longitude  moyenne  du  Soleil  au  com- 
mencement de  l'année  pour  le  méridien  de  Paris.  On  a pris  dans 
les  Tabli’s  du  Sideil  les  «liflérentes  valeurs  de  L,  ou  la  formide  «jui 
donne  L en  fonction  du  lemps(*),eton  a réduit  en  Tables  les  valeurs 


(*)  La  farmulo  acloplct*  par  Bossel,  déduite  des  ob«crTalioriA  de  Brailloy 
et  de  Beascl»  est  la  suivante 

L = 379°  5 î'  i',86  -t-  o", 000 15 J i8o5.( * — 

I esl  compté  en  annecs  juliennes  à partir  de  1800,  ^ représente  pour  les 
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de  K (voir  Tabulœ  Beginmontanœ , p.  i,  pour  tontes  les  années 
de  i^5o  à i85o,  et  le  Supplément  de  H''nt/er,  pour  les  années 
c«m|)iises  entre  1860  et  1880;  les  valeurs  de  K y sont  données 
en  parties  décimales  du  jour  et  en  heures,  minutes  et  secondes). 

En  résumé,  le  problème  que  nous  avons  ù résoudre  étant  le 
suivant  ; • Trouver  les  positions  d'une  étoile  pour  un  eerlain  nom- 
bre de  jours  successifs,  tous  ceux  d’un  mois,  j>ar  exemple,  » on 
trouvera  dans  les  Tables  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  t et  E pour 
tout  le  mois,  et  à l’aide  des  quantités  a,  b,  c,  d et  p,  a',  b',  d , 
d' et  u'  prises  dans  les  Catalo(;ues,  on  formera  les  sommes 

j a' — a = Kn  -(-B4-I-Cr-|-Drf  -(-'rp  -hE, 

/ d'—  Art'-4-B/'/  + Cc'4-Dr/'-|-Tu', 

en  y ajoutant  ensuite  les  produits  des  différences  suceessives  de 
a' — a et  i' — d,  par  l'argument 

K.  -t-  d -t-  a'  “4“  i t 

on  aura,  de  dix  en  dix  jours  sidérattx,  la  réduction  au  jour  pour 
l’époque  du  passage  de  l’étoile  au  méridien. 

Ou  encore,  comme  l’a  proposé  Bessel,  on  regardera  les  quan- 
tités (3)  comme  se  rapportant  & des  dates  prééédant  celles  des 
Tables  d’un  nombre  de  jours  marqué  par  le  nombre  entier  con- 
tenu dans  la  valeur  de  K,  et  on  interpolera  pour  la  fraction  de 
jour  restante.  On  aura  ainsi,  pour  ces  dates  nouvelles, et  de  dix  en 
dix  jours  sidéraux,  la  réduction  au  jour  pour  l'époque  du  passage 
de  l’étoile  ait  méridien. 

Hemar^ue.  — Quanil  l'annce  e.*'t  liioevlil);  il  faut,  dans  les  moii  de  jan- 
vier et  février,  ajouter  i à rargmiieiit  que  nous  venuns  de  donner. 

E.\emple.  — On  cherche  la  correction  delà  position  moyenne 


annres  du  XIX*  siècle,  le  reste  r de  la  division  par  4 du  nombre  t d'années  ; 
P'Uir  les  années  du  xviii*  siècle  — 4 — On  Irouveru  dans  les  Ae- 

malrs  de  l'Obtervatoire,  vol.  IV,  p.  io3  et  suiv.  la  formule  donnée  par 
M.  Le  Verrier  pour  l.t  lonfjliiide  moyenne  du  Soleil,  et  les  Tables  qui  en 
résultent  pour  cette  longitude. 
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de  Véga  (a  Lyre),  pour  avril  i8t)i  et  pour  le  temps  de  culmina- 
tion à Berlin.  On  a pour  le  conimeucemenl  de  l'année 


a = 278”3'3o",  (Î  = H- 38" 39' 23",  e = 23°  27' 22", 
m=^6",o62,  log/i  = I ,3o2  20, 
et  on  obtient  ainsi 

logo  1 ,47971  I logn'^  0,44889, 

logé  = 7,04973,  log6'=  I ,99589, 
loge  = 1 , 25409 , loge' = I ,981  06, 
logf/ = 0,  loSopn,  logf/' = 2,94233  ; 


en  outre 

logfi  = 1 ,4425,  iog(i'=  1 ,4504- 

De  plus,  on  a,  d’après  les  Tahnltv  mluctinnum  de  Wolfer  : 


toc  A 

logB 

lofiV. 

logD 

logT 

K 

Mars  3i 

7,749Î 

0,5497» 

1 ,2660» 

0,5668» 

1 ,3905 

-i-o,o5 

Avril  10 

7,7653 

0,5279» 

1,2456» 

0,8488» 

1 ,4362 

-e^O,o5 

20 

7,7819 

0,4982» 

1 ,2iogn 

1 ,0089» 

1.4776 

-t-o,o5 

3o 

7,7995 

0,4620» 

1 ,1596» 

1 , 1 155« 

i,5i5{ 

-eo,o5 

et  on  obtient  ensuite,  d’a])ics  les  formules  précédentes  (A), 


«' « 

S'  — 0 

i 

» 

■Mars  3i 

-t-  1 , 2o3 

— >9.85 

Avril  10 

■+-  1 , 54 1 

— 19,09 

20 

-+-  1,871 

— '7,79 

3o 

On  a maintenant 

CC 

pT 

t 

-'5,97 

K = -+-0,124,  a = — o,o3i,  =-I-o,9Çj5; 


en  outre  / = o;  car  pour  ré|)oque  indiquée  l’ascension  droite  du 
Soleil  est  plus  petite  que  celle  de  l'étoile^  l'argument  est  donc 
dans  ce  cas 

Date  -f-  I ,088. 
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On  obtient  ainsi,  pour  les  éjjoqnes  de  culmination  à Berlin, 


Mars  3t 
Avril  lo 
'20 
3o 


i 

-4-  1,23g 
-4  1 ,577 
-t-  1 ,9"6 
-4-  2,21g 


— '9*79 

— '9.09 

— 1 7 , Ü'2 

— *5,70 


En  retranchant  ces  corrections  du  lieu  apparent,  on  obtient  le 
lieu  moyen  au  commencement  de  l’année. 


[{^marque,  — Dans  ses  iVm'  Tables  Jbr  Jiaciliting  the  computation  qf  pre^ 
cession^  aberration  and  nutation^  îlaÜy  u «ionm*  îrt»  valoiirs  «lu  A,  It,  T,  L)  pour 
midi  moyen.  On  trouvera  <lans  la  préTace  <lu  Hritish  Association  Catalogue 
(B  A.  C.  )(p.  37  et  suiv.)  les  modifjcutions  légères  ei  (Puiiluurs  êviftenies 
quVnlrafne  cetto  convention. 

De  plus  Baily  a.  et  sans  iitntu^,  changé  tes  notnitons  de  BeERcl.  On  a cm 
nécessaire  de  prévenir  le  lecteur  de  ce  changemoni  introduit  aussi  dans  les 
publications  anglaises  et  américaines.  Le  Tableau  de  correspondance  est 
le  suivant  : 

BcssgI ..  A,  !i,  C,  I), 

Baily C,  D,  A,  B, 

et  de  môme  pour  les  petites  lettres  a,  &,  c,  d;  en  outre  les  quantités  a\  h\ 
c\  d*  y sont  changées  de  signes,  car  les  corrections  se  rapportent  aux  dis- 
tances polaires. 

M.  Airy  a remplacé  les  nombresde  Bessed  p.ir  d'antres  qui  s'en  dcduise.iit 
facilement  et  qui  présentent  Pavaiitago  d'avoir  toujours  lo  môme  signe. 
Celle  mélhnde  employée  h Poh.servaloire  de  (Jreenwich  repose  sur  les  re- 
marques suivantes.  Les  valeurs  négatives  de  .\,  B,  D,  c'  (nous  conservons 
ici  les  notations  anglaises  pour  Incommodité  du  lecteur)  ne  peuvent  sur- 
passer en  valeur  absolue;  celles  de  C,  n',  b\  </'  ne  peuvent  surpasser 
1,3;  de  plus,  si  nous  ne  eonst<lcrons  que  les  étoiles  durtt  la  distance  polaire 
est  supérieure  à 3**  10',  les  valeurs  négatives  de  c ne  peuvent  surpasserQS 
en  valeur  absolue,  et  celles  de  <r,  A,  d ne  peuvent  surpasser  1, 3 ; par  con> 
séquent  si  nous  posons 

E 
F 
G 

II 


= A H-  35, 
= B -f-  35  , 
— C -4*  t ,2, 
= D-t-35, 


O = <1  -f-  1,3, 

y=i-(-  1,2, 
P = c +u5, 

A = d -1-  1,3, 


r'  = n'-4-  1,2, 
/'=k'-^  1,3, 
g' = «'-♦- 25, 
h'=d’-t-  1,2. 


L = 310  — 1,3  E — 1,3  F — 25  G — 1,3  H, 
/ = 310  — 35  e — 35  y — t,jg  — a5  A, 
/'  = 210  — 3Ô  c'  — ib  J'  — 1,2  c'—  25  A', 
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les  nouvelles  qiianlilcs  seront  toujours  positives,  et  si  nous  subsliiiions 
dans  les  formules 

Afl  -+-B&  -*-Cr  n-Dd, 

Ko* Cc^-i-  I)d'j 

les  valeurs  de  A,  B,...,  a,  tirées  des  équations  précédentes,  nous 

aurons  Ica  expressions  : 

En  ascension  droite  (l'unilé  étant  l.i  seconde  de  temps), 

Ee  — f- F -f-  "4-  HA  -4-  L — / — 3oo,oo i 

En  distance  polaire  (runité  étant  la  seconde  d'arc), 

Ee'-4-  HA' -4-  L — V — 3oo,oo; 

dans  lesquelles  chaque  symbole  représente  une  quantité  positive  en  ascen- 
sion droite  pour  toutes  les  étoiles  distantes  du  pdle  de  plus  de  3®  10'  et  en 
distance  polaire  pour  toutes  les  étoiles.  Les  nombres  d'Airy,  E,  F,  G,  H 
sont  donnés  pour  chaque  jour  de  l'année  dans  le  I^autical  Àlmanae ^ les 
autres,  c, y,  g.  A,  e',...,  sont  donnés  dans  les  Catalogues  où  l'on  emploie 
cette  méthode  de  réduction.  {Cata/ogur  of  2i5(î  siars  formed  from  the  oAicr- 
vations  madr  durîng  twelve  yrars  from  i83G  lo  18.^7  ùt  the  royal  observatotXf 
Gieeiiwich). 

89.  j4utre  méthode  de  calcul  du  lieu  apparent  d'une  étoile.  — 
La  nicthoile  précédente  est  surtout  commode  quand  on  veut  cal- 
culer une  épliéméride  pour  un  long  espace  de  temps  et  qu’on  doit 
réduire  un  grand  nombre  d'observations  de  la  même  étoile.  Si 
l’on  ne  veut  effectuer  la  rcdiictiun  que  pour  un  seul  jour,  il  est 
préférable  d’employer  la  métlic>de  suivante,  dans  laquelle  on  est 
dispensé  du  calcul  pénible  des  constantes  a,  b,  c, . . . . 

Les  termes  de  la  précession  et  de  lu  nutation  sont,  en  effet  : 

En  ascension  droite  : A m -I-  A « sina  tangif  -(-  Beos  * tangi  ■+-  E. 
En  déclinaison  : Ancosz  — B sin  a. 

Posons  donc 

An  — gco%G,  B = g- sin  G,  Am -h 
les  termes  relatifs  .i  l’asrension  droite  deviendront 
/-t-  gsin  (G  -t-  a)  tangif, 
et  ceux  qui  se  rap|>ortent  à la  déclinaison 
g cos  (G  -I-  a}. 
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Dp  plus  , les  termes  »le  l’abcrralion  sont , pour  l'asecnsion 
ilroitc, 

Gros*  séci  -I-  Dsinot  scci, 
et  pour  la  tlédinaison, 

— C sinasiii^  4-  Ucosa  sin  J + C tangi  rosS. 

Par  suite,  si  l’on  pose 

C = Asinll,  D = //cosH,  /=Ctangî, 
ils  deviendront. 

En  ascension  droite  : A sin  ( FI  -f-  *)  séc^, 

En  déclinaison  : A cos  (H  a)  sini  + icosi. 


Les  forniiiles  complètes,  pour  la  réduction  au  lieu  apparent, 
sont,  dès  lors, 

. a' — a ^y-f- g sin  (G  4- a)  tang  J 
I 4- Asin  (H  4- a)  sécJ  4-Tii, 

J <î' — i = gcos  (G  4- 3t)  tang  J 
' 4-  Acos  4-  a}  sind  4-  /cos  J 4-  Tp'. 

Les  grandeurs  /,  g.  A,  /,  G et  H,  ont  été  réduites  en  Tables 
dont  l’argument  est  encore  le  temps,  et  se  trouvent  dans  Ions  les 
Annuaires  astronomiipies  pour  des  intervalles  de  dis  en  dix  ou 
de  cinq  en  cinq  jours,  et  pour  midi  moyen. 

Exemple. — Chercher  la  réduelion  de  Véga  (a  Lyrej  pour  i86i 
avril  lo. 

L’ascension  droite  de  Véga  est  déjà  connue  approximativement  ; 
on  en  conclut  17**  i5'"  pour  temps  moyen  approché  de  sa  cul- 
mination. Or,  d'après  le  Jahrbuch  de  Berlin,  on  a,  pour  celte 
époque, 

/=  4- 26*98,  A = 4-  18" ,98,  G = 344-^3', 
g = 4-  12,20,  / ==  — 7,58,  11  = 247.3. 

G 4-  a = H 4-  a = lG5"6'. 

1.  18 
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cos  (G  -t-  a'i. 

1 , 1 38 1 3 /I 

g 

1 ,o8636 

sin  (G  -t-  a). 

1 ,99586/1 

cos  (H  -4-  a) . 

i,985i5/i 

A...  

1 ,27830 

sin  (H  -t-  a) . 

. .1 ,4<o  i6 

/=  -t-  26", 98 

fsin  (G  + a)langiî  = — 9»^7 
A»in  (H +a) st'c^  = -H  6,25 


T(4  =.  -I-  O , o8 


ÿsin(G-4-a'  . 1,08222/» 

tang^ I ,(^3o4 

Asin  (H  + X . . 0,68846 

cos  J 1 ,89260 

1 0,87967/1 

//cos  (H -I- a) . . 1,26345 

sinJ I ,79564 

/cosi= — 5",92 
ÿcos  (G -(- a)  = — 1,68 
/icos(H-4-  a)sinJ  = — 1 1 ,46 
Tf*'  = + O ,08 


a'  — a =-1-23', 64  O*'  -^  = — 18',98 

= -I-i-,576 

90.  Formules  pour  te  ciilrul  ilc  la  parallaxe  annuelle.  — Les  for- 
mules (A)  et  (B),  pour  la  rciluclion  <iu  lieu  apparent,  ne  contiennent 
ni  l'aberration  diurne,  ni  la  parallaxe  annuelle:  l’expression  de 
l’aluTration  diurne  renfermant  la  latitude,  on  ne  peut  construire  des 
Tables  générales  c|ui  en  donnent  les  différentes  valeurs.  D’ailleurs, 
pour  le  méridien,  l'aberration  diurne  en  déclinaison  est  nulle, 
et,  comme  nous  le  verrons  plus  lard,  l’expression  de  l’aberration 
en  ascension  droite  a la  même  forme  que  la  correction  rendue 
nécessaire  aux  observations  par  l'erreur  de  collimation  de  l’instru- 
ment; il  est  donc  plus  simple  de  réunir  ces  deux  corrections  en 
un  seul  terme. 

Quant  h la  parallaxe,  on  doit  aussi  en  tenir  compte  quand  on 
veut  obtenir  une  très-grande  exactitude  : elle  n'a  été  déterminée 
d'ailleurs  que  pour  un  petit  nombre  d’étoiles.  On  la  calcule  à part 
comme  il  suit.  Nous  avons  trouvé  au  n°  82,  pour  les  formules 
relatives  ù la  parallaxe, 

a!  — a = — ir  (cosO  sin  a — sin  O coi  a)  iéeS, 
i'  — S = — ir  (cost  sina  sind  — sine  cos d)  sin  © 

— ir  cos  0 cosa  sin  3. 
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Posons 

X-  COS  K = — sin  a., 

X sinK  = — cosacosc, 
l cosL  = — cosasin^, 

/ sinL  = -f-  sinasinJcosi  — cosJsini, 

nous  aurons  les  expressions  suivantes  : 

a'  — a = itkco»  (K  + O)  SCC  3, 

S'  — 3 — it  /cos  (L  4-  ©)• 

Il  n'y  oura  lieu  d'appliijiier  ces  correclinns  que  rarement,  quand, 
|»r  exemple,  on  voudra  réduire  les  observations  de  a G;ntHure, 
dont  la  parallaxe  atteint  [iresque  une  seconde  d'arc,  ou  celles  de 
la  Polaire,  i cause  de  la  présence  du  facteur  sécd  dans  l'expres- 
sion de  a'  — a. 


II.  — Déterminatiox  de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison 

DES  ÉTOILES,  ET  DE  L’OBLIQVITÉ  DE  L’ÉCLIPTIOUE. 

91 . Détermination  des  différences  d 'ascension  droite.  — L’obser- 
vation des  teni|)S  des  passages  des  étoiles  au  méridien  d'un  lieu 
donne  immédiatetneot  les  différences  de  leurs  ascensions  droites 
apparentes  exprimées  en  temps.  Ces  observations  exigent  une 
bonne  pendule,  c'est-à-dirc  une  pendule  telle,  que,  pour  des 
temps  pendant  lesquels  des  arcs  égaux  de  l'équateur  traversent  le 
méridien,  elle  batte  toujours  le  meme  nombre  de  secondes  ("),  et 
un  instrument  des  hauteurs  parfaitement  établi  dans  le  plan  du 
méridien,  un  cercle  méridien.  Cet  instrument  consiste  essentiel- 
lement en  un  axe  horizontal  reposant  sur  deux  supports  cl  por- 
tant de  chaque  côté  un  cercle  dont  l'un  au  moins  est  divisé  avec 
soin,  et  en  outre  une  lunette.  Aux  supports  sont  adaptés  des  ver- 
iiiers  ou  des  microscopes  au  moyen  desquels  on  lit  sur  le  cercle 
les  arcs  parcourus  par  la  lunette  dans  tout  mouvement  simultané 
de  la  lunette  et  du  cercle  autour  de  l'axe  horizontal. 


(*)  Il  n>«l  P»  nccessairn  de  connaître  ici  ta  temps  absolu,  puisqu'on 
ne  duil  observer  que  des  différences  de  temps. 

18. 
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Pour  s’assurer  de  la  ré^nlarilé  de  la  marche  de  la  pendule  sans 
avoir  besoin  de  ronnnîire  les  positions  des  étoiles,  on  observe  les 
passages  successifs  de  différentes  étoiles  au  fil  horaire  d’un  réticule 
sittté  dans  le  plan  focal  de  l'objectif,  fil  tju’on  suppose  ici  être 
exactement  dans  le  méridien  (*).  Le  temps  <|ui  sVcoule  entre  deux 
passages  consécutifs  de  la  même  étoile  au  méridien  est  égal  1 
«a.  Aa  représentant  la  variation  en  24*'  de  la  réduc- 

tionau  lieu  apparent.  En  conséquence,  si  les  observations  étaient 
exemptes  d’erreurs,  et  si,  au  moment  de  ces  deux  observations, 
l’instruinent  était  exactement  dans  le  méridien,  condition  que  nous 
supposerons  remplie,  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  les 
deux  passages  d’une  étoile  quelconque,  observé  avec  une  pendule 
parfaitement  réglée,  serait  égal  à 24*"  -t-  Aa;  mais,  en  raison  des 
erreurs  auxquelles  est  soumise  chacune  de  ces  observations,  on 
doit  se  borner  à admettre  que  la  moyenne  des  intervalles  de  temps 
observés  avec  un  certain  nombre  d’étoiles,  diminuée  de  la  moyenne 
de  tous  les  Aa,  est  égale  à 24**. 

Lorsque  l’on  trouve,  pour  celte  moyenne,  un  nombre 
24**  — a différent  de  24'*,  la  pendule  est  imparfaitement  réglée; 
a est  ce  que  nous  appelons  sa  marche,  et  il  y a lieu  de  corriger 
de  son  effet  toutes  les  heures  fournies  par  cet  appareil. 

Supposons  en  premier  lieu  que,  pendant  un  certain  intervalle 
de  temps,  chaque  étoile  donne  des  nombres  24**  — a assez  peu 
différents  les  uns  des  autres  pour  qu'on  puisse  attribuer  ces  écarts 
aux  erreuis  d’observation;  on  regardera  alors  la  marche  de  la 
pendule  comme  constante  pendant  cet  intervalle  de  temps , et  la 
prenant  égale  à la  moyenne  de  toutes  les  valeurs  de  a,  un  aura 
corrigé  les  différences  d’ascension  droite  observées,  en  les  mul- 

...  24  I 

lipliani  par  — ^ - = 

24  — « a 

*“i4 


(*)  L'un  des  file  do  en  réticule  est  établi  parallèlement  au  moiivrmenl 
«liurnn,  Je  Icite  lorte  qu'une  étoile  voisine  de  IVqiialetir  parcniirn  toute  la 
longueur  du  fil  : on  obtient  ce  résultat  au  moyen  d'une  vis  agissant  sur  la 
monture  des  fils  et  à Pnide  de  laqiicdlc  on  fait  tourner  le  rcticide  tout  en- 
tier, jusqu'à  ce  que  Pétoilo  ne  quitte  plut  le  fil  pendant  aun  mouvernerit 
dan»  le  cbamp  de  la  lunette. 
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&lai$,  lorsque  des  observalions  nombreuses  monirent  que  la 
marche  de  la  pendule  croît  nu  décroît  avec  le  temps,  on  suppo- 
sera, ce  qui  est  toujours  permis,  que  l'expression  de  lu  marche 
horaire  au  temps  t est  de  la  forme  a b [t  — T),  a désignant  la 
marche  horaire  au  temps  T.  Multipliant  cette  expression  par  dt  et 
intégrant  entre  les  limites  r et  24  + t,  nous  Iroiiveroris  pour  va- 
leur de  la  marche  de  la  pendule,  dans  l'intervalle  de  deux  culmi- 
nations d'une  étoile  qui  passe  au  méridien  au  temps  /, 

[12  t — T)  = K. 

Pour  chaque  étoile  observée,  on  calcule  le  coefficient  de  b,  et, 
en  remplaçant  a par  la  marche  déduite  de  l'observation  de  chaque 
étoile,  on  aura  un  certain  nombre  d'éi|uations  de  condition  à 
l'aide  desquelles  on  pourra  déterminer  a cl  b par  la  méthode  des 
moindres  carrés.  Kn  définitive,  la  marche  de  la  ptmdule  pendant 
le  temps  t"  — /'  est 

fl  (r*  - /')  + é (r"  - r')  [i  (/'  + t")  - T], 
quantité  dont  il  faudra  corriger  tout  intervalle  de  temps  observé 

Quand  on  possède  déjà  une  série  d'étoiles  dont  les  différences 
en  ascension  droite  sont  exactement  déterminées,  la  différence  du 
lieu  apparent  de  chaque  étoile  et  du  temps  U fourni  par  la  pen- 
dule donne  l’erreur  AÜ  de  la  pendule,  et,  en  f.iisant  abstraction 
des  erreurs  possibjes  d'observation  et  des  erreurs  de  position  des 
étoiles,  cette  différence  doit  être  la  même  pour  toutes  les  étoiles, 
si  la  pendule  est  exactement  réglée  sur  le  temps  sidéral.  Soit  en- 
core fl  la  marche  de  la  pendule  au  temps  T;  chaque  étoile  donnera 
une  équation  de  la  forme 

o=U— o-l-AlH-fl(f-T)-t-ié(r  - T)’, 

et,  à l’aide  d’un  grand  nombre  d'observations,  on  pourra  déter- 
miner AU,  a et  b. 

Pour  observer  les  temps  de  culmination  des  étoiles,  il  est  né- 
cessaire de  disposer  le  cercle  méridien  de  façon  que  le  point 
d’intersection  des  fils  du  réticule  soit  dans  le  méridien  pour 
chaque  position  de  la  lunette  ; ou  plutôt  il  faut,  si  cette  cun- 
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dition  n’est  pas  remplie,  connaître  l'écart  de  l'instrument  hors 
du  méridien  (*).  Supposons  que  la  ligne  qui  joint  le  centre  optique 
de  l'objertif  au  point  d'intersection  de  la  croisée  des  fils,  et  qu'on 
appelle  ligne  de  collimation,  soit  perpendiculaire  à l’axe  des  tou- 
rillons (axe  de  rotation  de  l'instruroent)  ; dans  la  rotation,  cette 
ligne  décrira  un  plan  qui  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  grand 
cercle.  Si,  de  plus.  Taxe  des  tourillons  est  horizontal,  le  plan  de 
ce  grand  cercle  sera  vertical,  et  si,  enfin,  l’axe  est  dirigé  du  point 
est  au  point  ouest  de  l'horizon , la  ligne  de  collimation  se  mou- 
vra dans  le  méridien.  L’installation  de  l'instrument  exige  donc 
trois  rectifications. 

On  peut  toujours,  nous  le  montrerons  plus  tard,  s’assurer  <le 
l’horizontalité  de  l’axe  avec  un  niveau  à bulle  d'air,  et,  au  besoin, 
l’obtenir  en  élevant  ou  en  abaissant  l’un  des  coussinets  au  moyen 
de  vis. 

L’influence  de  l'angle  que  la  ligne  de  collimation  fait  avec  l’axe 
se  corrige  par  l’opération  appelée  retournement.  On  retourne  l’in- 
strument toutentirr  sur  ses  supports,  en  dirigeant  la  lunette,  dans 
chacune  de  ses  positions,  vers  un  objet  éloigné,  ou,  mieux  en- 
core, sur  une  seconde  lunette  {collimateur)  établie  dans  ce  but 
devant  l’instrument,  et  dont  la  ligne  de  collimation  coïncide  avec 
celle  du  cercle  méridien.  Au  foyer  de  cette  lunette  est  disposé 
aussi  un  lélicule  qu’on  verra  dans  la  lunette  du  cercle  méridien 
comme  un  objet  infiniment  éloigné,  puisque  les  rayons  émanés 
du  réticule  sortent  de  l’objectif  du  collimateur  parallèles  entre 
eux.  Si  l'angle  que  la  ligne  de  collimation  fait  avec  l’axe  du  cercle 
méridien  diffère  d’un  angle  droit  de  la  quantité  x,  les  angles  que 
les  axes  des  deux  lunettes  font  entre  eux  dans  les  deux  positions 
du  cercle  méridien  sera  2x,  c'est-à-dire  que  le  réticule  du  collima- 
teur, vu  à travers  la  lunette  du  cercle  méridien,  paraîtra  s’étre 
déplacé  de  l’angle  par  rapport  à l’autre.  On  fera  mouvoir  ce 


(*)  Ln  m^lhodes  complètes  d'élsblisfement  du  cercle  méiidien,  la  dè- 
termlnation  do  te»  erreurs  el  des  eorrreUons  qui  en  résultent  seront  donnée* 
dans  le  second  folume.  ^^ous  voulons  seulement  montrer  Iri  que  eesdeter- 
minalions  sont  possibles  sansquM  soit  ncce^sairo  de  connalire  les  positions 
elles-mêmes  des  étoiles. 
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dernier  de  l’angle  je  au  moyen  d'une  vis  dont  l’axe  est  perpendi- 
culaire à la  lignée  de  visée;  la  ligne  de  collimation  sera  alors-per- 
pendiculaire à l'axe  de  rotation,  et  le  réticule  du  collimateur  con- 
servera dans  les  deux  positions  de  la  lunette  iinesituation  invariable 
par  rapport  au  réticule  de  celle-ci,  ou,  plus  rigoureusement,  il  sera 
dans  les  deux  cas  également  éloigné  du  point  de  croisée  des  fils  du 
réticule  de  la  lunette.  Si  ce  résultat  n’est  pas  encore  exactement 
obtenu,  on  peut  rendre  l'erreur  aussi  petite  que  possible  en  ré- 
pétant l’opération.  Ces  conditions  une  fois  remplies,  la  ligne  de 
collimation  décrit  un  cercle  vertical. 

Reste  à faire  coïncider  l'axe  horizontal  avec  la  ligne  est-ouest; 
dans  ce  but,  on  a recours  à l'observation  des  étoiles,  mais  la  con- 
naissance de  leurs  positions  n’est  pas  nécessaire.  Excepté  pour 
de  très-petites  latitudes,  les  ci rconi polaires,  la  Polaire  par  exem- 
ple, décrivent  un  cercle  entier  au-dessus  de  l'horizon.  Supposons 
maintenant  que  la  lunette  se  meuve  dans  un  cercle  vertic.il  et 
soit,  au  moins  à peu  près,  dans  le  méridien  ; dans  sa  rotation, 
la  ligne  de  visée  cou|>era  le  parallèle  de  l’étoile  en  deux  points, 
c’est-à-dire  que,  chaque  jour,  cette  étoile  pourra  être  vue  deux 
fois  dans  la  lunette.  Observons  les  époijues  de  ces  passages  sur 
la  croisée  des  fils,  d’abord  au-dessus,  puis  au-dessous  du  pôle.  Si 
le  plan  que  décrit  la  lunette  était  le  méridien,  l’intervalle  de  temps 
qui  les  si-jiare  serait  égal  à As,  àa  étant  la  variation 

de  l’ascension  droite  apparente  en  13  heures;  cet  intervalle  est-il, 
au  contraire,  plus  grand  ou  plus  petit  que  13  heures,  la  lunette 
se  meut  à l’est  ou  à l’ouest  du  méridien.  Mais,  puisqu’on  peut 
faire  mouvoir  l’un  des  tourillons  dans  la  direction  du  nord  au 
sud,  on  le  déplacera  jusqu'à  ce  que  l'intervullc  de  temps  qui  sé- 
pare deux  observations  soit  exactement  égal  à 12''  -f-  Ax;  la  lu- 
nette sera  alors  dans  le  méridien,  son  axe  sera  dirigé  de  l’est  à 
l’ouest  (*). 


(*  ) L*élabliMement  parfait  de  Pinatriinienl  eat  trréaUaable  à caaao  de  la 
Tarialion  continue  de  set  erreurs;  aussi  ne cberche-t'On  h Tobtenirque d'une 
façon  approchée;  «l  oti  détermine  ensuite  par  les  méthodes  précédentes,  ou 
par  d'autres  analogues  que  nous  exposerons  dans  le  second  volume,  les 
erreurs  de  Pinslnimenti  et  ces  erreurs  une  fois  connues,  on  en  corrige  les 
passages  observés. 
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On  peut  aussi  comparer  entre  eux  trois  passages  consécutifs 
d'une  même  étoile  au  méridien;  deux  d'entre  eux  sont  p.ar  consé- 
quent d'un  même  cAlé  du  pôle.  Dans  le  cas  où  l'instrument  se 
meut  dans  le  méridien,  ces  intervalles  de  temps  doivent  être 
égaux  ; s’ils  sont  inég.aux,  le  plan  vertical  dans  lequel  se  meut  la 
lunette  est  situé  du  côté  du  méridien  où  l'étoile  est  restée  le  moins 
longtemps. 

L’observation  des  temps  des  passages  des  étoiles,  faite  avec  un 
instrument  ainsi  établi,  donnera  immédiatement  les  différences 
des  ascensions  droites  apparentes.  Pour  obtenir  les  différences 
des  ascensions  droites  moyennes  rapportées  au  commencement 
de  l'année,  il  faut  leur  ajouter  les  réductions  au  lieu  apparent 
prises  en  signe  contraire.  Le  calcul  des  formules  relatives' à ces 
corrections  exige  que  l'on  connaisse  dejù  des  valeurs  approclu'es 
de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison;  on  les  trouve  dans  les 
Catalogues  d'étoiles  construits  antérieurement. 

Si  l’astre  a un  diamètre  apparent,  il  arrive  qti'on  nepeuten  ob- 
server que  l’un  des  bords  ; et  comme  cet  astre  a toujours  un  mou- 
vement propre,  il  faut  calculer  la  durée  du  passage  au  méridien 
de  son  demi  diamètre  (n°  .16)  ; on  augmentera  ou  on  diminuera 
de  cette  durée  le  temps  observé,  suivant  qu’on  aura  observé  le 
bord  qui  précède  le  centre  (i'”’bord),  ou  le  bord  qui  le  suit 
(a*  bord).  Pour  le  Soleil,  dont  on  peut  observer  les  deux  bords, 
il  suffit  de  prendre  la  moyenne  des  deux  observations. 

L’époque  de  culmination  d'une  étoile  peut  être  déterminée  par 
une  autre  méthode;  elle  consiste  à observer  les  instants  où  celte 
étoile  est  à des  bailleurs  égales  de  chaque  côté  du  méridien.  Pour 
ces  observations,  il  faut  un  cercle  des  hauteurs  ; c’est  un  cercle  fixé 
à une  colonne  verticale  mobile  elle-même  autour  de  son  axe,  de 
telle  sorte  que  le  cercle  puisse  être  amené  successivement  dans 
tous  les  plans  verticaux.  Après  avoir  observé  avec  cet  instrument 
les  instants  où  une  étoile  a des  bailleurs  égales  de  part  et  d'autre 
du  méridien,  on  en  prend  la  demi-somme  et  on  a l'epoque  de  la 
culmination  <le  l'ctoile.  Il  est  évidcmiiient  inutile  de  cennaître  la 
bauteiir  de  l'étoile,  et  il  suffit  que,  dans  les  deux  observations, 
la  liinelle  fasse  avec  l'iiori/.on  des  angles  égaux.  Mais  si  ces  deux 
angles  diffèrent  quelque  peu,  il  est  facile  de  calculer  l’erreur  qui 
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en  résulte  pour  IVpotpie  de  la  ciilmin.ition.  Kn  f lïï  t,  si  la  disl.ince 
zénithale  observée  à l'ouest  est  trop  grande  de  ^z,  l’étoile  avait  an 

moment  Je  l'observation  un  angle  horaire  trop  grand  de ^ — : 

cosf  sinA 
As 

il  faut  donc  retrancher  la  quantité^ ; de  la  movenne  des 

coS).sinA 

deux  temps  observés. 

D’ailleurs,  la  réfraction  rend  toujours  nécessaire  une  correc- 
tion de  ce  genre;  en  effet,  bien  que  la  réfraction  moyenne  soit  la 
même  pour  deux  observations  faites  à la  même  hantenr,  les  varia- 
tions survenues  dans  l’état  des  instruments  météorologiques  pen- 
dant l’intervalle  de  deux  observations  produit  dans  les  termes 
correctifs  de  la  réfraction  une  petite  dilférence  dont  l’influence 
peut  être  calculée  à l’aide  des  formules  données  précédemment. 
Pour  le  Soleil,  on  doit  encore  tenir  compte  de  la  variation  de  la 
déclinaison  pendant  l’intervalle  de  ces  observations. 

De  la  formule  donnée  au  n°  53,  et  que  nous  venons  de  rap- 
peler, 

J*  . . , ■ 

— = cosy  sin  A = cosestn/7, 

résultent  plusieurs  enseignements.  Il  est  clair  tout  d’abord  que, 
pour  la  détermination  (|ui  nous  occupe,  il  faudra  de  préférence 
observer  les  étoiles  au  voisinage  du  premier  vertical,  car  c’est 
alors  que  les  distances  zénithales  varient  le  plus  rapidement,  et 
de  plus  choisir  des  étoiles  voisines  de  l’équateur;  en  outre,  cette 
méthode  sera  surtout  avantageuse  pour  un  lieu  de  la  Terre  proche 
de  l’équateur;  car  alors  cosf,  étant  égal  à l’unité,  à une  même 
variation  de  z correspondra  une  variation  minimum  de  t.  La  dé- 
termination des  ascensions  droites  absolues  repose,  comme  nous 
le  verrons  plus  tard,  sur  des  observations  de  passages;  aussi  em- 
ploiera  t-on  avec  avantage  la  méthode  précédente,  quand  on  sera 
placé  en  un  lieu  voisin  de  rei|uaieur. 

92.  Détermination  des  déclinaisons  des  étoiles.  — Au  moment 
de  son  p.issage  au  fd  vertical  du  cercle  méridien,  on  bis,îecle  l’é- 
toile avec  le  fil  horizontal,  et  on  fait  la  lecture  sur  le  cercle  avec  les 
verniers  ou  les  microscopes;  la  différence  des  lectures  faites  dans 
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chaque  cas  donne  la  différence  des  hauteurs  méridiennes  appa- 
rentes (*). 

Si  l’on  connaît  aussi  la  lecture  qui  correspond  au  zénith,  en  la 
retranchant  de  toutes  les  autres  on  obtiendra  les  distances  zéni- 
thales apparentes.  Le  point  du  cercle  qui  correspond  au  zénith 
se  détermine  comme  il  suit  : la  lunette  pointant  sur  le  nadir  et 
un  bain  de  mercure  étant  placé  sous  l'objectif,  on  éclaire  l'ocu- 
laire par  l’extérieur,  de  façon  que  la  lumière  soit  réfléchie  par 
le  mercure;  on  peut  alors  apercevoir  en  même  temps  le  fil  hori- 
zontal sur  le  fond  clair  du  champ,  et  son  image  réfléchie;  on 
fait  ensuite  mouvoir  la  lunette  jusqu’à  ee  que  l’image  réfléchie  du 
fil  coïncide  avec  le  fil  lui-même.  Dans  cette  position,  la  ligne  de 
visée  de  la  lunette  est  exactement  verticale.  On  lit  la  division  cor- 
respondante du  cercle,  on  en  déduit  ensuite  celle  qui  correspond 
au  zénith. 

Les  distances  zénithales  des  étoiles  doivent  être  avant  tout  cor- 
rigées de  la  réfraction,  et  aussi  de  la  parallaxe  quand  on  observe 
le  Soleil,  la  Lune  ou  les  planètes.  Pour  cela  on  ajoute  à la  distance 
zénithale  la  réfraction  calculée  d’après  la  formule  (A)  du  n°  76, 
et  on  en  retranche  psinz,  p désignant  la  parallaxe  horizontale; 
pour  la  Lune,  cependant,  on  calcule  la  parallaxe  au  moyen  des 
formules  rigoureuses.  Si  l'astre  a un  diamètre  apparent,  il  faut, 
après  avoir  corrigé  de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe  la  distance 
zénithale  du  bord  observé,  lui  ajouter  le  demi-diamètre  apparent 
pris  avec  un  signe  convenable.  Lorsqu'on  aura  pu  observer  les 
deux  bords,  on  prendra  la  moyenne  des  deux  distances  zénithales 
corrigées.  Dans  ce  cas,  l'observation  du  bord  supérieur  et  celle 
du  bord  inférieur  se  font  à une  certaine  distance  du  fil  vertical, 
c’est-à-dire  du  méridien;  une  petite  correction  devient  donc  né- 
cessaire, car  le  fil  horizontal  représente  un  grand  cercle  de  la 
sphère  céleste  et  diffère  par  conséquent  du  parallèle  de  l’astre; 
on  y reviendra  dans  le  second  volume.  Avec  les  distances  zéni- 
thales méridiennes  et  la  latitude  du  lieu  d’observation,  on  ob- 


(*)  Noai  donnerons  dans  le  second  rolume  les  corrections  complètes 
qu'il  faut  apporter  4 celle  lecture  pour  éliminer  lea  erreurs  de  PiDstrument 
(erreurs  de  division  et  de  flexion)» 
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lient  les  déclinaisons  d’après  les  rormnles  du  n*  51.  Quant  à la 
latitude,  on  peut  la  déterminer  facilement,  en  observant  les  dis- 
tances zénithales  des  circompolaires  à leurs  culminations  supé- 
rieure et  inférieure.  En  effet,  la  demi-somme  des  distances  zé- 
nithales corrigées  de  la  réfraction  , augmentée  de  | A J,  est 
égale  à la  colalitude  du  lieu  de  l’observation,  ^3  étant  la  varia- 
tion de  la  déclinaison  apparente  pendant  cet  intervalle  de  temps. 
On  peut  encore  obtenir  la  latitude  en  observant,  au  moment  de 
leurs  culminations  supérieure  et  inférieure,  les  circompolaires 
directement  et  par  réflexion  sur  un  bain  de  mercure.  La  demi- 
somme  des  hauteurs  corrigées,  diminuée  de  | A^,  donnera  la  la- 
titude du  lieu  de  l’observation.  Mais,  puisque  les  observations 
directes  et  réfléchies  ne  peuvent  jamais  avoir  lieu  au  même  instant, 
on  fait  habituellement  dans  le  voisinage  du  méridien  plusieurs 
observations  pour  chaque  culmination,  et  l’on  réduit  chacune 
d’elles  au  méridien,  comme  on  le  montrera  dans  le  second  volume 
en  traitant  du  cercle  méridien. 

Quand  le  lieu  d’observation  est  voisin  de  l'équateur,  les  rir- 
cumpolaires  ne  conviennent  point  à la  détermination  de  la  latitude. 
Dans  ce  cas,  au  lieu  de  chercher  directement  la  latitude,  on  dé- 
termine la  hauteur  ou  la  distance  zénithale  de  l’équateur  par  l'ob- 
servation du  Soleil  [voir  n*  93). 

La  latitude  du  lieu  d’observation  étant  connue,  on  déduit  de  la 
distance  zénithale  observée  et  corrigée  de  la  réfraction  la  valeur 
de  la  déclinaison  apparente  de  l’étoile,  et  en  ajnulant  à cette  dé- 
clinaison la  réduction  au  lieu  apparent  prise  avec  un  signe  con- 
traire, on  obtient  la  déclinaison  moyenne  au  commencement  de 
l'année. 


93.  Détermination  de  l’obliquité  de  l'écliptique.  — La  relation 


sinA  lange  = tangD 


montre  que  l’observation  de  la  déclinaison  du  Soleil  donnera  l'o- 
bliquité de  l’écliptique  si  l’ascension  droite  ett  connue,  ou  l’as- 
cension droite  si  l’obliquité  est  déjà  déterminée.  D’un  autre  côté, 
de  l'équation 


cotAe/Â  -t- 


idt 

sinai 


ae/D 

sinaD 


Digitized  by  Google 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


a84 

obteniièen  diflcreniianl  logaritliiniqiieinent  la  rormulepréccdenle, 
il  rt'siilte  que,  pour  la  détermination  de  l'ubliqiiitc  de  l'écliptique, 
les  observations  les  plus  avantageuses  sont  celles  qui  sont  faites  au 
voisinage  des  solstices,  et  qu'au  contraire,  pour  celle  de  l'ascension 
droite  du  Stdcil,  il  faut  de  préférence  faire  les  observations  au  voi- 
sinage des  équinoxes.  Si  l'on  avait  observé  la  déclinaison  du  Soleil 
au  moment  même  où  son  ascension  droite  était  go®  ou  a'jo®,  la 
différence  du  nombre  ainsi  obtenu  et  de  la  latitude  du  Soleil  serait 
égale  à l'obliquité  de  l'éclipti(|ue. 

En  général,  la  déclinaison  du  Soleil  a été  observée  non  point 
aux  solstices  mêmes,  mais  en  leur  voisinage;  cependant,  si  l'on 
connaît  approximativement  la  position  des  équinoxes,  ces  obser- 
vations pourront  servir  à déterminer  l'obliquité  de  l'écliptique; 
on  emfdoicra  dans  ce  but  la  formule  précédente,  ou  mieux  son 
développement  en  série. 

Soit  D'  la  déclinaison  observée,  B la  latitude  du  Soleil;  d'après 
les  formules  données  dans  la  remarque  du  n°  39, 


D =D'  — 


COS  I 

cosü 


serait  la  déclinaison  corrigée  de  l'influence  de  la  latitude  du  Soleil, 
c’est-à-dire  la  déclinaison  qu'on  aurait  obtenue  si,  au  moment  de 
l'observation,  le  centre  de  cet  astre  eût  été  dans  l'écliptique.  Soit 
•r  la  distance  du  Soleil  au  point  solsticial  exprimée  en  ascension 
droite  et  par  conséquent  é-gale  à go"  — A,  ou  aura 


cosx  tangi  = tangD. 

Puisque,  par  hypothèse,  x est  très-petit,  on  peut,  à l’aide  de 
cette  équation,  développer  icn  une  série  rapidement  convergente, 
qu’on  obtient  au  moyen  de  la  loriiiulc  (i8)  du  n°  11, 

( A ) f = D -4-  tan^’  I J sin  7.  D -4-  tang'  { x siii  4 D 4- . . • . 

Cette  formule  permet  de  trouvpr  l'obliquité  de  l'écliptique  à 
l'aide  d'une  observation  de  la  déclinaison  du  Soleil  faite  au  voisi- 
nage du  solstice.  L’aberration,  n’ayant  d'autre  effet  que  de  chan- 
ger la  position  apparente  du  Soleil  dans  l’écliptique,  est  évidem- 
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ment  sans  influence  sur  le  résiillat.  De  même,  la  valeur  de  i variera 
peu  quand  on  réduira  A et  O à un  autre  équinoxe  en  tenant 
compte  de  la  précession.  Mais  si  A et  D sont  afTeclés  de  la  nuta- 
tion, la  valeur  trouvée  pour  t sera  celle  de  l’obliquité  apparente 
de  l'écliptique  alTectéc  de  la  nutation. 

Exemple.  — Au  19  juin  i84^,  on  a observé  à Kœnigsberg  la 
ilcclinaison  du  Soleil;  corrigée  de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe, 
cette  déclinaison  était  + 8",  5^  ; on  a trouvé  à la  même 

époque,  pour  l'ascension  droite,  5''48""5o*,54.  Ainsi,  dans  ce 
cas, 

j:  = o’’  I i"‘9',46  = 2“47’2>”>90i 

et,  puisque  la  latitude  du  Soleil  était  -I-  o",  70,  on  avait 

Déclinaison = -f- •j3°'i6'  7", 87 

Premier  terme  de  la  séiie.. . = -4-  i . 29  ,?.3 

Detixièiuc  terme  de  la  série.  = -(-  o ,04 

I = -+- 23‘’27'37*,  i4 

Cette  valeur  est  l’obliquité  apparente  pour  i843juin  19,  telle 
que  l'aurait  donnée  eette  observation.  Calcidons  maintenant  la  nu- 
tation de  l’obliquité  d'après  les  formules  du  n°61  ; û cete  date 

Q = 272"37',4,  Q=  87“  o',o, 

35o.  17 ,0,  P =280.14,0, 

nous  avons  donc 

Al  = -f-  o",o5, 

et,  par  conséquent,  cette  observation  donnera,  pour  l’obliquité 
moyentie  en  ce  jour, 

23”27'37",09. 

On  serait  arrivé  au  meme  résultat,  mais  par  une  voie  plus  lon- 
gue, en  corrigeant  A et  D de  la  nutation,  comme  on  l’a  montré 
aux  n®*  61  et  63,  et  en  faisant  avec  ces  valeurs  corrigées  les  calculs 
indiqués  par  la  formule  (A).  L;i  nutation  en  longitude  est  égale  è 

-t-  17”»  '®i 
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on  a,  par  conséquent, 

55,  aJ  = o",39, 

et,  par  suite. 

Déclinaison  corrigée. . . = -+-  23“ 26'  :'.48 

Premier  terme = + i . 29  , 67 

Deuxième  terme = -t-  o , o4 

Obliquité  moyenne.. . . = -j-  23*27' 37', 09 

Élimination  des  erreurs.  — Pour  obtenir  un  résultat  indépen- 
dant des  erreurs  accidentelles  d'observation,  on  ol>serTera  aussi 
souvent  que  possible  la  déclinaison  du  Soleil  dans  les  jours  voisins 
du  solstice,  et  on  prendra  pour  valeur  de  l'obliquité,  la  moyenne 
des  Videurs  déduites  de  chacune  de  ces  observations. 

Mais  de  cette  manière  les  erreurs  constantes  dont  peuvent  être 
afi'ectés  x et  D ne  sont  point  éliminées.  Désignons  par  t' l’obliquité 
calculée  avec  les  valeurs  précédentes  de  x et  D,  par  ■ la  valeur 
exacte  de  l'obliiiiiité,  par  dxetdX)  les  erreurs  de  x et  de  D.  Chaque 
observation  donne  une  équation  de  la  forme 

, J *'"2i 

f = t tanexsin  21  rfx  H — : ;raD, 

° sin  2 D 

qu'on  obtient  facilement  au  moyen  de  l'équation  difféientielle 
précédente,  en  y supposant  dx  exprimé  en  temps;  ainsi,  pour 
l'exemple  précédent,  on  a 

t = 23“27'37",  09  + o",  2 1 2 . rfx  -I-  i",ooi  .rfD, 

de  telle  sorte  qu’une  erreur  d’une  seconde  de  temps,  commise  sur 
X,  produit  une  erreur  de  o',2i2  sur  l’obliquité.  Prenons  ensuite 
une  valeur  t,  de  1,  telle  que  « = 1,  -f-  dt,  et  posons  1,  — t'  = n, 
on  déduit  de  chaque  observation  une  équation  de  la  forme 

. I,  . S'"** 

o=xn  -t-dt  — , tanexsin  2 1 d.t ^ tlD. 

' ° sin  2 D 

K11  traitant  ces  équations  par  la  méthode  des  iiiuindres  carrés, 
nous  obtiendrons  les  trois  équations  du  minimum  à l'aide  des- 
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quelles  nous  pourrons  considérer  tU  comme  fonction  dedxet  cfD; 
en  d'autres  termes,  ces  équations  permettraient  de  trouver  la  va- 
riation dt  correspondante  à des  variations  </A  = — dx,  et  D 
des  ascensions  droites  et  des  déclinaisons  du  Soleil  : la  valeur  la 
plus  probable  de  l'oblitiiiité,  déduite  des  observations  d’un  solstice, 
aura  donc  la  forme 

f'  -4-  flrfD  -t-  bdx, 

où  la  valeur  du  coefficient  de  ifD  est  toujours  très-voisine  de 
l’unité. 

S’il  n’existe  pas  d’erreurs  constantes  dans  D et  x,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  D et  dx  sont  nuis,  on  devrait,  avec  les  ob- 
servations faites  à deux  solstices  consecutifs,  trouver  des  valeurs 
de  < ne  différant  entre  elles  que  de  o",  a3,  partie  de  la  variation 
séculaire  qui  correspond  à l'intervalle  des  deux  observations.  Mais 
les  erreurs  accidentelles  commises  sur  chaque  observation  de  la 
distance  zénithale  ou  les  erreurs  accidentelles  de  la  réfraction,  ne 
disparaissent  pas  complètement  de  la  moyenne  des  observations 
faites  aux  environs  d’un  même  solstice;  nous  ne  pourrons  donc 
espérer  obtenir  une  valeur  exacte  de  l’obliquité  pour  une  époque 
déterminée,  qu'en  réduisant  à cette  épo(|ue  tous  les  résultats  ob- 
tenus, comme  nous  venons  do  l’indiquer,  pour  un  grand  nombre 
de  solstices  différents  et  en  prenant  leur  moyenne  : de  plus,  en 
déterminant  ainsi  l’obliquité  moyenne  jioiir  deux  époques  diffé- 
rentes, on  aura  en  même  temps  la  variation  séculaire  de  cette 
quantité. 

Cela  posé,  soit  1,-1-  dt  la  vraie  valeur  de  l'obliquité  moyenne 
à l'époque  -H  X sa  diminution  annuelle,  et  supposons  que 

l’observation  ait  donné  le  nombre  t pour  valeur  de  l’obliquité 
moyenne  au  temps  si  cette  valeur  était  exacte,  on  aurait  l’é- 
quation 

t — i,  + dt  — (Al  -(-  or)  (r  — t,). 

Ainsi,  en  faisant 

I.  — Ai  (r  — t,)  — t = n, 

chaque  observation  de  l’obliquité  moyenne,  faite  à l’époque  d’un 
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solstice,  donnera  une  équation  de  la  forme 

o = //+rft-+-x(r  — t,), 

et,  avec  un  grand  nombre  d'observations  analogues,  on  pourra, 
par  la  métbnde  des  moindres  carrés,  trouver  les  valeurs  les  plus 
probables  de  r/t  et  de  x.  Ressel  a obtenu  ainsi,  par  la  comparai- 
son de  ses  observations  propres  avec  celles  de  Bradley,  la  valeur 
a3"27'54“,8o  pour  rublii|uité  moyenne  de  l’écliptique  en  1800, 
et  o",457  pour  sa  diminution  annuelle.  Peters,  en  comparant 
les  observations  de  Struve  avec  celles  de  Bradley,  a trouvé,  pour 
l’obliquité  moyenne  au  temps  r, 

23”  27'54",  22  — o",  4845  U — 1800) , 

valeur  que  l’on  regarde  généralement  aujourd'hui  comme  plus 
exacte. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  il  y a dans  les  données  des 
observations  des  erreurs  constantes.  Supposons  en  particulier  que 
les  observations  des  déclinaisons  soient  affectées  d’une  erreur  con- 
stante comme,  par  exemple,  si  la  latitude  du  lieu  n’est  connue 
qu’approximativement  : dans  ce  cas,  les  valeurs  de  l'obliquité, 
déterminées  aux  solstices  «l’hiver  et  aux  sfdstices  d’été,  présentent 
entre  elles  une  différence  constanti-.  Or,  soit  «éç  la  correction  de 
la  valeur  adoptée  pour  la  latitude,  1 et  c'  la  valeur  vraie  de 
l’obliquité  et  la  valeur  déduite  des  observations.  Comme  (n”  51  ) 
D = Z -4-  y,  on  aura,  pour  déterminer  «/y,  les  équations 

observations  du  solstice  d’été o«/y , 

observations  du  solstice  d'iiivcr. . . •,  = — «'«fy, 

d'où 

« y — , — “ « 

a -t-  « 

où  c — c,  représente  la  variation  sc'culaire.  Telle  est  la  correc- 
tion de  la  latitude,  en  sup|  osant  que  la  détermination  de  z ne  soit 
affectée  d'aucune  erreur  constante.  Mais  on  peut  en  outre  trou- 
ver ainsi,  par  les  observations  des  distances  zénithales  du  Soleil 
faites  aux  jotirs  des  solstices  d'été  et  d’hiver,  une  valeur  déjà  ap- 
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prochée  de  la  latitude  du  lieu.  Soient,  en  effet,  z'  et  z"  les  dis- 
tances zénithales  observées  et  corrigées  de  la  réfraction,  de  la 
parallaxe  et  de  la  nutation,  et  regardées  comme  négatives  quand 
le  Soleil  passe  au  méridien  au  sud  du  zénith;  on  a évidemment 

; (z'-t-z'v 

9i.  Détermination  des  ascensions  droites  absolues  des  étoiles. 
— L’obliquité  de  l'écliptique  étant  connue,  on  peut  déterminer 
l’ascension  droite  absolue  d’une  étoile,  et,  à l'aide  des  différences 
d’ascension  droite,  les  ascensions  droites  de  toutes  les -étoiles.  On 
choisit  toujours,  dans  ce  but,  une  belle  étoile  que  l’on  puisse 
observer  même  dans  le  jour  et  qui  soit  située  au  voisinage  de 
l’équateur,  comme  Procyon  (z  Petit  Chien)  ou  Altaïr  (a  Aigle), 
Supposons  actuellement  que  l’on  ait  observé  au  méridien  l’étoile 
et  le  Soleil  aux  temps  / et  T de  la  pendule;  la  quantité  t — T, 
corrigée  de  la  marche  de  la  pendule,  est  égale  à la  différence  de 
l’ascension  droite  de  l'étoile  et  de  celle  du  Soleil  à l'époque  de  la 
culmination  de  ce  dernier  astre.  Supposons  de  plus  qu’on  ait 
aussi  observé  la  déclinaison  du  Soleil  au  moment  de  son  passage 
au  méridien,  et  soit  D cette  déclinaison  corrigée  de  la  parallaxe 
et  de  la  latitude  du  Soleil,  on  aura  l’équation 

sin  A tangi  = tang  D , 

et,  par  suite, 

. tang  D „ 

a = arc  sin  — h / — T. 

tangf 

En  toute  rigueur,  le  temps  T doit  en  outre  être  corrigé  de  l’in 

fluence  de  la  latitude  du  Soleil  par  l’addition  du  jictit  terme 

• 

B , . . 

-I r cos.\  seca  Siu  I. 

i5 

Si  la  valeur  i adoptée  pour  l’obliquité  et  hr  déclinaison  I)  don- 
née par  l’observation  sont  erronées,  la  valeur  obtenue  pour  a le 
sera  également,  même  en  faisant  abstraction  des  erreurs  d’ob- 
servation qui  peuvent  avoir  été  commises  sur  l’intervalle  t — T. 

I-  '9 
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Pour  apprécier  rinfluencc  de  ces  erreurs,  un  se  seit  encore  de 
réquation  différentielle  trouvée  au  n"  93 


,lk  = 


?.  tancA  , 

— ^ n I 

Sin2£ 


2 tang  A 
sin  2 ü 


rfD, 


d’après  laquelle  chaque  observation  donne 

, . . tancD  „ 2 tang  A 

(A)  K = arcsin — ^4-r  — T ^ ^ 

langi  sin2( 


dt  • 


2 tang  A 
sin  2 D 


rfD. 


Cette  équation  montre  que  les  meilleures  observations  sont 
celles  qui  sont  faites  au  voisinage  des  équinoxes.  En  effet,  les  coef- 
ficients de  dt  et  r/D  ont  alors  les  plus  petites  valeurs  possibles; 
celui  de  dt  est  nul  et  celui  de  rfD  égal  à cot  i,  c’est-à-dire  à 2,  3. 
De  plus,  il  est  facile  de  combiner  les  observations  de  manière  à 
annuler  les  effets  des  erreurs  constantes  qui  altéreraient  les  valeurs 
de  « et  de  D.  En  effet,  prenons  toujours  pour  l’angle  A celle  des 

valeurs  données  par  l'équation  sin  k—  est  inférieure 

à c)o°,  et  appliquons  la  formule  précédente  à l'ascension  droite  du 
Soleil,  i8o"  — k! , A'  étant  un  angle  aigu;  nous  aurons,  en  dé- 
signant par  t'  et  T'  les  époques  de  culmination  de  l’étoile  et  du 
Soleil , 

„ . tangD'  , 2 tang  A'  , 

a=i8o° — arcsin ht — T -I --dt- 

tange  sin2E 


2 tang  A' 


sin  2D' 


équation  qui,  combinée  avec  la  précédente,  donne 

« = ;[(^-T)  + {t'-T')] 

/ . tangD  . tangD'  „ \ 

-t-  i I arc  sin  ■ — — arc  sin  — — — • i8o“  ) 

\ tangt  tangi  / 


(B) 


/ tang  A _ tang  A'\  _ tang  A — tang  A' 

\sin2D  sinaD'/  sin2« 


Supposons  maintenant  que  A'  = A,  nous  aurons  aussi  D'r=D. 
Ainsi,  en  observant  les  différences  en  ascension  droite  du  Soleil  et 
d’une  étoile  à des  époques  où  les  ascensions  droites  du  Soleil  sont 
supplémentaires,  les  coefficients  de  r/D  et  de  di  dans  l’équation  (B) 
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seront  nuis,  et  par  conséquent  les  erreurs  conslanics  commises 
sur  la  déclinaison  et  sur  robliquilé  n’auront  aucune  influence  sur 
l’ascension  droite  de  l’étoile.  A la  vérité  on  n’atteindra  jamais  ri- 
goureusement ce  résultat,  car  jamais  il  n’arrivera  que  le  Soleil, 
ayant  l’ascension  droite  A à l’un  de  ses  passages  au  méridien,  ait 
exactement  à un,antre  passage  l’ascension  droite  180° — A.  Mais 
A'  étant  seulement  voisin  de  180“ — A,  l’erreur  résiduelle  dépen- 
dant de  rfD  et  derf»  sera  encore  excessivement  petite. 

Ainsi,  pour  déterminer  l’ascension  droite  absolue  d’une  étoile, 
il  faut  observer  les  différences  d’ascension  droite  du  Soleil  et  de 
l’étoile  au  voisinage  des  deux  équinoxes.  Si  la  première  observa- 
tion a été  fuite  après  l’équinoxe  du  printemps,  on  fera  la  seconde 
à la  même  distance  avant  l’équinoxe  d'automne;  réciproque- 
ment, si  la  première  observation  a été  faite  avant  l’équinoxe  du 
printemps,  on  devra  faire  la  seconde  après  l’équinoxe  d’automne 
et  .A  la  même  distance.  Par  la  combinaison  de  deux  pareilles  ob- 
servations, les  erreurs  constantes  de  Det  de  1 disparaissent,  et  il  ne 
reste  dans  le  résultat  que  les  erreurs  accidentelles  commises  dans 
l’observation  du  passage  et  de  la  déclinaison.  Ces  dernières  er- 
reurs ne  peuvent  être  éliminées  que  par  la  multiplicité  des  obser- 
vations; il  faudra  donc  combiner  non  pas  seulement  deux,  mais 
un  nombre  aussi  grand  que  possible  d’observations  faites  avant  et 
après  l’équinoxe  du  printemps,  et  pareillement  avant  et  après 
l'équinoxe  d’automne;  dans  ce  cas  il  ne  sera  même  pas  neces- 
saire de  se  limiter  au  voisinage  immédiat  de  l’équinoxe.  Supposons 
que  a,  soit  une  valeur  approchée  de  a,  de  sorte  que  a = «,  -t-  r/a, 
et  posons 

. tangD  , 

a,  — arc  sin  — {/  — T)  = «, 

tangf  ' 

chaque  observation  donnera  une  équation  de  la  forme 


O = n -I-  r/a 


atangA  , 

— : dt  — 

sin  2t 


2 tangA 
sin  a U 


r/D, 


à la  condition  que  r/D  puisse  être  regardée  comme  constante  pen- 
dant tout  l’intervalle  des  observations.  Traitant  toute?  ces  équations 

'9 
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par  la  méthode  des  moindres  carrés,  nous  trouverons  les  valeurs 
les  plus  probables  de  rfet,  dt  et  </D;  en  d'autres  termes,  à l’aide 
des  écpiations  du  minimum  nous  déterminerons  en  fonction  de 

et  r/  D;  en  les  substituant  dans  l'expression  de  da,  nous  trouve- 
rons la  correction  da  qui,  combinée  avec  les  valeurs  de  dt  et  r/D, 
rend  minimum  la  somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles.  D'ail- 
leurs, si  les  observations  sont  assez  nombreuses  et  convenable- 
ment reparties  entre  les  deux  équinoxes,  les  coefTieicnts  de  dt 
et  dD,  dans  l'équation  finale  relative  à da,  seront  toujours  très- 
pclits. 

Si  les  observations  s'étendent  à une  grande  distance  des  équi- 
noxes, il  peut  arriver  que  rfD  ne  puisse  pas  être  regardée  comme 
ayant  une  valeur  constante  pour  toutes  les  déclinaisons  observées; 
ce  fait  se  piésente  quand,  par  exemple,  les  erreurs  de  division 
du  cercle  qui  sert  aux  observations  dépendent  de  la  distance 
zénithale,  ou  bien  encore  quand  la  constante  de  réfraction  em- 
ployée a besoin  d'une  correction.  Bien  que,  dans  cette  hypothèse, 
avec  des  observations  faites  symétriquement  par  rapport  aux  équi- 
noxes, une  pareille  erreur  n'ait  aucune  influence  sur  le  résultat, 
néanmoins  la  valeur  trouvée  pour  dD,  ou  le  terme  dépendant  de 
dD  dans  l'expression  finale  de  da,  n'aurait  aucun  sens,  ou  du 
moins  ne  se  rapporterait  qu’à  une  valeur  moyenne.  Aussi,  dans 
ce  cas,  on  partage,  d'après  leurs  distances  zénithales,  les  observa- 
tions en  differents  groupes  dans  chacun  desquels  on  puisse  regar- 
der l'erreur  comme  à peu  près  constante,  et  on  traite  chacun 
de  ces  groupes  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Si  la  distance 
zénithale  est  comptée  au  sud  du  zénith,  on  aura 

D = y — Z — p; 

on  pourra  donc  remplacer,  dans  l'équation  précédente,  dD  par 
— f/X'.tangz — p/(z),  où  di-  représente  la  correction  de  la 
constante  de  la  réfraction,  et  p/(z)  la  correction  de  lecture.  Pour 
la  déterniriation  de  ces  inconnues  elles-mêmes,  on  possède,  en 
général,  d'excellentes  méthodes. 

Exf,iipi,k.  — Au  24  mars  i843,  Bessel  a tnmvé  à Koenigsberg, 
pour  la  déclinaison  du  centre  du  Soleil,  corrigée  de  la  réfraction 
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et  de  la  parallaxe, 

D'  = 4-  1“  i5'  27",  24, 

et  pour  difTcrence  des  temps  des  passages  au  méridien  du  Soleil 
et  de  Procyon  (a  Petit  Chien),  corrigée  de  la  marche  de  la  pen- 
dule, 

t — T = 7''  19"  29’,  86. 

La  latitude  du  Soleil  était  alors  -f-o",2i;  par  conséquent,  la 
correction  de  la  déclinaison  était  — o",  19,  et  celle  du  temps  T 
était  nulle.  Il  n’est  pas  nécessaire  de  corriger  de  l'aheii'ution  les 
quantités  D et  T relatives  au  Soleil,  puisque  celle-ci  n’a  d’autre 
résultat  que  de  déplacer  le  Soleil  dans  l'écliptique;  i>our  l’étoile, 
au  contraire,  on  emploiera  la  rormiile  ( A)  du  n°  80;  et  comme 
la  longitude  du  Soleil  est  3°  10'  et  le  lieu  approché  de  l'étoile 
a=z  II  2“  46’,  ^ = 4- 5”  37',  l’aberration  en  ascension  droite  pour 
l'étoile  est  n’,42,  quantité  qu’il  faut  retrancher  du  temps  t , on 
obtient  ainsi 


D = 4- 1°  i5'27",o5,  t — T=  7’' 19™  29’,  44- 

Ces  deux  valeurs  sont  rapportées  à l’équinoxe  apparent  au  temps 
de  l’obsei-s'ation.  Si  l’on  prend  pour  obliquité  moyenne  à cette  date 
23°  27' 35", o5,  il  faudra  y ajouter  la  nutation  pour  trouver  l’obli- 
quité apparente  au  temps  de  l'observation;  mais  ce  jour-là 

Q = 277°i4',  0 = i"i4'.  (C  = 283°56',  P = 280°!  4'; 

un  a donc,  d'après  la  formidc  { A,]  du  n"  Cl . 

A!  = -f-  l",72, 

et,  par  suite, 

I = 23° 27'  36", 77  ; 

. . tangD  , . 

et  comme  A = arc  sin  — - — » on  obtient 
tangj 

A z=2°53'  57",44=  o'*  ii"’35’,83. 
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L’ascension  droite  rapportée  à l'équinoxe  apparent  sera  donc 

a = "'*  3i"’5’,2J. 

Il  faut  ajouter  H-  i*,  lo  pour  la  nutation  en  ascension  droite,  et 
en  retrancher  o’,7i  pour  la  précession  et  le  inous’enient  propre 
depuis  le  commencement  de  l’année  jusqu’au  24  mars  (la  varia- 
tion annuelle  est  3*,  i4^)î  hiit,  si  l’on  calcule  les  coefHcients 
de  rfD  et  de  di,  cette  observation  donnera,  comme  ascension 
droite  moyenne  deProcyon  pour  i843,o, 

a — 7''  3 1 ^ 3‘, 4^  ■+■  O > 153g rfD  — 0,0092  rfr, 

où  dH  et  dt  sont  exprimés  en  secondes  d’arc. 

Le  20  septembre  de  la  même  année,  Bessel  a trouvé  par  {'ob- 
servation 

D'=  -t-  I®  16' 29",  22 , t"  — T'  = — 4*'  i7“5‘,82; 

or,  en  ce  jour  la  latituile  du  Soleil  était  B= — o",56,  et,  par 
suite,  la  correction  de  la  déclinaison  D',  — o',5i,  et  celle  du 
temps  T',  -H  o‘,oi  ; pour  l’étoile,  l’aberration  en  ascension  droite 
était  — O’,  56.  On  avait  donc 

D'=  -t-  i«i6'29",73,  r'  — T'  = — 4'’ i7"5',  27; 

en  outre,  ce  jour-là, 

Q— 267”42',  0 = i78°39',  <£  = i35”4i',  P = 28o"i4'; 

d’où  l’on  conclut 

As  = -t-  o",27, 

l’obliquité  moyenne  en  ce  jour  était  23°27'34”>82,  d’où 
( = 23°  27' 35",  09; 

on  en  déduit 

A = 2“  56' 22",  36  = o''  I i‘“45',49> 
ce  qui  donne  pour  ascension  droite  du  Soleil,  rapportée  à l’équi- 
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noxe  apparent, 


1 1*“48“*  i4'.5i , 


et,  par  consc<]uent, 

O = 7**3i"9’,24; 


1^5 


de  plus,  la  nutation  étant  égale  à + i',ii,  la  précession  et  le 
mouvement  propre  à + 2*,27,  cette  observation  donne,  pour  l’as- 
cension droite  moyenne  de  Procyon  à l'époque  i843,  o, 

a = 7** 3 1'" 5’, 86  — O,  i53grfD  0,0094  dt, 


Pt,  de  la  moyenne  arithmétique  des  deux  déterminations,  on 
déduit 

a = 7*’3i"’4*>66, 

résultat  débarrassé  des  erreurs  constantes  de  D et  de  t ( *]. 

Nous  aurions  pu  obtenir  l'ascension  droite  moyenne  en  retran- 
chant de  D,  T et  f les  réductions  au  lieu  apparent,  et  négligeant 
pour  le  Soleil  les  termes  dépendants  de  l’aberration.  En  se  ser- 
vant de  l’obliquité  moyenne  pour  chaque  jour,  on  aurait  immé- 
diatement trouvé  l’ascension  droite  rapportée  à l’équinoxe  moyen 
du  commencement  de  l’année. 


95.  Déterminations  relatives.  Enifdoi  des  fondamentales.  Obser- 
vation des  zones,  — Dès  que  l’ascension  droite  absolue  d’une  étoile 
est  parfaitement  déterminée,  on  connaît  les  ascensions  droites  de 
toutes  les  étoiles  dont  on  a observé  les  différences  d’ascension 
droite  avec  la  première;  on  peut  alors,  en  y ajoutant  les  déclinai- 
sons, construire  un  catalogue  de  toutes  les  étoiles.  Mais  les  as- 
censions droites  données  dans  les  catalogues  des  différents  obser- 
vateurs peuvent  présenter  entre  elles  une  différence  constante 


(”)  Uani  tes  Tabula  lieÿiomontaïutf  on  trouve  a — Comme 

la  moyenne  arithmétique  s'approche  de  celte  valeur,  les  erreurs  acciden- 
telles commises  dans  les  deux  jours  étaient  presque  é0ales.  Aussi  en  com- 
parant les  déclinaisons  observées  avec  les  Tables  du  Soleil,  on  trouve  pour 
erreurs  de  ces  déclinaisons  -t-  7*, 67  et  -t-  8*,34. 
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causée  par  les  erreurs  commises  dans  la  détermination  de  l’équi- 
noxe. Quant  à cette  différence,  on  la  détermine  en  comparant  un 
grand  nombre  de  positions  d’étoiles  données  dans  les  différents 
catalogues,  après  les  avoir  toutes  réduites  li  la  même  époque.  Des 
différences  analogues  peuvent  se  présenter  dans  les  déclinaisons; 
on  les  trouvera  de  la  même  inanièie.  Mais  les  causes  que  nous 
avons  indiquées  précédemment  peuvent  rendre  ces  erreurs  va- 
riables; il  sera  donc  avantageux  de  comparer  ensemble  les  étoiles 
comprises  dans  des  zones  d’un  certain  nombre  de  degrés,  et 
de  déterminer  séparément  la  différence  propre  à chacune  de  ces 
zones. 

Alin  de  faciliter  la  lecberche  des  positions  relatives  des  étoiles 
ainsi  que  celle  des  planètes  et  des  comètes,  on  a fixé  avec  une 
grande  e.xactitude  les  positions  apparentes  d’un  certain  nombre 
d’étoiles  appelées  fondamentales  ; les  Epliémérides  astronomi(|ues 
contiennent  ces  positions  de  dix  jours  en  dix  jours  pour  l'instant 
de  leur  passage  au  méridien.  Pour  trouver  ensuite  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  d'un  astre  inconnu , on  le  comparera  i 
une  ou  plusieurs  étoiles  fondamentales,  et  on  déterminera,  en  sui- 
vant les  méthodes  indiquées  plus  haut,  leurs  différences  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison.  Si  la  déclinaison  de  l’astre  inconnu 
diffère  peu  de  celle  de  l’étoile,  les  erreurs  instrumentales  auront  à 
peu  près  la  même  influence  sur  les  deux  observations  et  disparaî- 
tront prestjue  entièrement  dans  la  différence. 

Lorsque  l’astre  dont  on  veut  déterminer  la  position  est  très- 
voisin  de  l’étoile,  on  peut,  pour  observer  les  différences  en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison,  employer,  au  lieu  d’un  instru- 
ment méridien,  une  lunette  munie  d’un  micromètre  (instrument 
qui  sera  décrit  dans  le  second  volume).  Cette  méthode  est  très- 
avantageust!,  car  elle  permet  de  répéter  l'observation  aussi  sou- 
vent qu’on  le  veut,  et  dispense  d’attendre  le  passage  de  l’astre  au 
méridien;  il  faut  remarquer,  de  plus,  c|ue,  dans  le  cas  où  il  s’a- 
girait d’un  astre  faible,  l'observation  méridienne  en  serait  impos- 
sible si  ce  passage  avait  lieu  dans  le  jour.  C’est  pourquoi  l’on  em- 
ploie toujours  la  dernière  méthode  quand  on  veut  obtenir  les 
positions  relatives  d'étoiles  très- voisines,  ou  les  positions  des  pla- 
nètes et  des  comètes  nouvelles.  Il  faut  donc  connaître  un  grand 
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Donobre  de  positions  d'étoiles,  afin  d’rn  avoir  en  tontes  circon- 
stances qui  puissent  servir  i des  comparaisons  microroéiriqiies 
avec  l’astre  inconnu.  Dans  ce  but,  et  en  même  temps  dans  le  but 
plus  général  d’arriver  à une  connaissance  plus  approPondie  du 
ciel,  on  a construit  et  on  construit  eRcore  chaque  jour  de  nom- 
breu.T  recueils  d’observations  de  petites  étoiles  jusqu’à  la  g*  et 
10'  grandeur.  Afin  de  pouvoir  observer  le  plus  grand  nombre 
possible  d’étoiles,  et  aussi  pour  faciliter  la  réduction  à leur  posi- 
tion moyenne,  l'astronome  ne  prend  chaque  jour  que  les  étoiles 
comprises  dans  une  zone  peu  étendue  en  déclinaison,  et  note  pour 
chacune  d’elles  l’instant  de  son  passage  et  la  lecture  du  cercle.  Les 
observations  de  ce  genre  sont  appelées  observations  des  zones.  On 
construit  ensuite  des  Tables  spéciales  à chaque  zone,  qui  permet- 
tent de  déduire,  de  la  position  observée  d’une  étoile , sa  position 
moyenne  à une  époque  déterminée;  il  sera  d’ailleurs  très-facile 
de  calculer  ces.Tnblcs  de  nouveau,  si  l’on  vient  û posséder  des  élé- 
ments de  calcul  plus  exacts,  par  exemple  des  positions  d’étoiles 
plus  précises.  Cette  rfiéthode  d’observation  par  zones  offre  donc 
de  grands  avantages. 

temps  observé  t du  passage  de  l'étoile  au  fil  de  l'instrument 
et  la  lecture  z du  cercle  doivent  subir  certaines  corrections  avant 
de  servir  au  calcul  de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
moyennes  de  l'étoile.  A la  valeur  de  t il  faut  ajouter  l’état  de  la 
pendule,  la  déviation  du  fil  hors  du  méridien,  la  réduction  au  lieu 
apparent  avec  un  signe  contraire,  et  la  précession  pour  l’intervalle 
compris  entre  l'observation  et  l’époque.  Dans  la  valeur  de  z on 
doit  introduire  l’erreur  de  collimation  du  cercle,  les  erreurs  de 
flexion  et  de  division,  la  réfraction,  et,  comme  plus  haut,  la  ré- 
duction au  lieu  apparent  avec  un  signe  contraire  et  la  précession. 
On  peut,  en  adoptant  la  marche  suivie  par  Bessel,  effectuer  très- 
commodément  ces  corrections.  On  construit  : 

1“  Une  Table  qui  donne  les  valeurs  b et  d de  ces  corrections 
pour  une  déclinaison  D correspondant  au  milieu  de  la  zone  et  de 
dix  en  dix  minutes  de  temps  pour  toute  l’étendue  de  la  zone  ; 

2”  Une  Table  qui  contient  les  variations  /'  eld'  de  ces  correc- 
tions pour  une  variation  de  100  minutes  dans  la  déclinaison. 

L'ascension  droite  et  la  déclinaison  moyennes  d'une  étoile  pour 


Digilized  by  Google 


398  ASTRONOHIE  SPHÉRIQUE. 

l’époque  assignée  s’oblienilront  alors  par  les  formules 

â(  — t -f-  X'  /■ y 

100 

. 2 

S = 2 -i-  d -h  <i'  y 

100 


OÙ  Z désigne  la  lecture  du  cercle  pour  la  déclinaison  D correspon- 
dante au  milieu  de  la  zone. 

Comment  déterminer  les  quantités  X,  d,  X',  d'? 

Soient  : 

U et  u'  l'état  de  la  pendule  et  sa  marche  horaire, 
e et  c'  la  déviation  du  fil  en  dehors  du  méridien  correspondant 
à la  lecture  Z,  et  sa  variation  pour  100  minutes, 

P la  lecture  correspondante  au  pùle, 

P et  r la  réfraction  et  les  erreurs  de  division  et  de  flexion, 
p'  et  s'  leurs  variations  pour  100  minutes, 

A«  et  A^les  réductions  au  lieu  apparent'; 

supposons  de  plus  que  les  divisions  aillent  en  croissant  dans  le 
même  sens  que  les  déclinaisons,  et  prenons  pour  époque  le  com- 
mencement de  l'année,  nous  aurons 


a = / -t-  « -I-  e -I-  «'  (f  — T)  -t-  e' 


Z-  Z 

100 


Aa, 


S 


Z — P -t-  90"  ^ P P' 


Z — Z 

f- 

100 


100 


D'ailleurs,  les  formules  du  n°  89  donnent 

fs  h . 

&x  = — -t-  sin  (G  -t-  a;  tangD  -t-  sin  (H  a)  séc  D 

[ s sin(G-t-a)  , h . .tangD 

|_t5  cob’ü  i5  cosD  J 1 

A d = g cos  ( G -t-  a ) -t-  A cos  ( H -f-  a)  sin  D -I-  1 cos  D 

« Z 

-t-  [A  cos  (H  -H  a)  cüs  D.  100'  — <sinD.  too']  - 


— Z 


100 
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nous  trouvons  donc 

k — U + e + u'  (t  — T)  — ^ — .^sin(G-(-a)  tangD 
— ^ sin  (H  -t-  a)  séc  D, 


X’  =e'- 


^ sin  (G  + tt) 
i5  cos’D 


loo 


h . , tancD 

-r  sin(fl  4-  a)  — ^too 
i5  ' cüsD 


fl  ~ — P 4-  go“  zf.p  -i-  s — g cos  (G  + a) 

— Acos  (H  4-  a)  sinD  — /cosD, 
d'  — s'  — [A  cos  (H  4-  a)  cosD.  loo'  4-  / sin  D.  loo'j. 


On  détermine  l’clat  de  la  pendule  et  la  collimation  du  cercle  à 
l’aide  d'étoiles  connues  de  la  zone,  ou  au  moyen  d’étoiles  fonda- 
mentales observées  avant  et  après  la  zone.  On  considère  les  erreurs 
instrumentales,  la  collimation  et  la  marche  de  la  pendule  comme 
constantes  pendant  toute  la  durée  de  l’observation  de  la  zone.  De 
plus,  on  construit  des  Tables  contenant  pour  toute  l'étendue  de 
la  zone  les  valeurs  de  / , k' , d,  d' , correspondantes  à des  valeurs 
de  t distantes  de  lo  minutes,  et  on  obtient,  par  interpolation, 
les  valeurs  intermédiaires. 


ni.  — Des  MÉTHODES  employées  pour  déterminer  les  valeurs  les 
PLUS  probables  des  constantes  ULl  SERVE.VT  A LA  RÉDUCTION  DES 
POSITIONS  DBS  ÉTOILES. 

96.  Détermination  de  la  latitude  et  de  la  constante  de  la  réfrac- 
tion par  la  combinaison  des  culminations  inférieure  et  supérieure 
des  circonipotaires.  — Détermination  du  coefficient  de  dilatation 
de  l’air  atmosphérique.  — Nous  avons  montré  au  n“  92  comment 
l’observation  permet  de  trouver  les  distances  zénithales  appa- 
rentes des  étoiles;  on  les  corrigera  ensuite  de  la  réfraction  si  l’on 
veut  avoir  les  distances  zénithales  vraies.  Supposons  qu’on  ait 
observé  la  distance  zénithale  d’une  nrcom|)olaire  à son  passage 
supérieur  et  à son  passage  inférieur,  et  corrigé  le  résultat  de  la 
réfraction  et  des  petites  variations  de  l’aberration,  de  la  nutation 
et  de  la  précession  pendant  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  les 
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(leux  observations,  la  moyenne  arithmétique  des  distances  zéni- 
thales corrigées  sera  égale  au  complément  de  la  latitude,  ou  cola- 
titude du  lieu  d’observation. 

Une  série  d’observations  de  ce  genre  faites  sur  les  étoiles  de- 
vrait, si  les  valeurs  adoptées  pour  les  constantes  de  la  formule  de 
la  réfraction  étaient  exactes,  donner  pour  la  colatitude  des  valeurs 
égales,  ou  des  valeurs  dont  les  différences  resteraient  comprisc>s 
dans  les  limites  des  erreurs  possibles  d’observation  et  des  erreurs 
areidentelles  de  réfraction  (n”  T7).  En  réalité  les  latitudes  trou- 
vées à l'aide  d’étoiles  diverses  présentent  toujours  entre  elles  des 
différences  bien  plus  considérables,  et  par  cela  meme  ces  observa- 
tions permettront  de  corriger  les  constantes  qui  servent  de  base  au 
calcul  des  Tables  de  réfraction. 

Désignons  par  z et  i;  les  distances  zénithales  observées  la 
culmination  supérieure  et  à la  culmination  inférieure;  par  r et  p 
les  réfractions  correspondantes;  et  soit  y la.latitudc  du  lieu,  sup- 
posée boréale,  nous  aurons  les  équations 

S — » = Z ± r, 

1 8o"  — S — y = Ç-4-p, 

où  les  distances  zénithales  sont  n gardées  comme  négatives  lors- 
que l’étoile  est  au  sud  du  zénith,  et  où  nous  prendrons  le  signe 
supérieur  ou  le  signe  inférieur,  suivant  que  l’étoile,  i sa  cul- 
mination supérieure,  est  au  nord  ou  au  sud  du  zénith.  Ces  deux 
équations  donnent 

(a)  go»  — y=:i(i;-t-z-t-p±r). 

Les  distances  zénithales  Ç'  et  z'  d’une  autre  étoile,  observée  aussi 
aux  épo(]ues  de  ses  deux  culminations,  fournissent  une  équation 
analogue 

90»  — ?=  ;{i;'-+-z'-i-p'±r'). 

Ces  deux  équations  nous  permettent  de  trouver  la  valeur  de  ? et 
celle  de  la  constante  qui  entre  comme  facteur  dans  p,  p',  r et  r'; 
mais,  à cause  des  erreurs  d’observation,  ces  valeurs  ne  seront 
qu’approchées.  De  plus,  ainsi  que  le  montre  l’équation  (/)  du 
n°  73,  la  réfraction  n’est  pas  rigoureusement  proportionnelle  à la 
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constante  a;  et,  outre  la  constante  a,  les  formules  de  la  réfraciion 
en  renferment  d'aulrc'S,  dont  il  serait  désirable  de  déterminer  les 
valeurs  par  l’observation.  La  formule  d’Ivory  contient,  en  même 
temps  que  a,  la  constante /qui  dépend  de  la  loi  du  décroissement 
de  la  température  avec  l'élévation  au-dessus  de  la  surface  de  la 
Terre,  et  qui,  n'ayant  d’ailleurs  d'influence  sensible  qu'au  voisi- 
nage de  l’horizon,  peut  être  négligée  ici.  Comme  toutes  les  autres 
formules,  elle  renferme  encore  le  coefficient  de  dilatation  de 
l'air,  qu’il  sera  avantageux  de  déterminer  aussi  par  les  observa- 
tions astronomiques.  En  effet,  ce  coefficient  déjiend  de  l’état 
hygrométrique  de  l'air,  sa  valeur  obtenue  ii  l'aide  d'un  grand 
nombre  de  réfractions  observées,  conviendra  donc  à un  état  hy- 
grométrique moyen  de  l'atmosphère,  et  par  suite  les  réfractions 
calculées  avec  ce  coefficient  auront  des  valeurs  aussi  voisines  que 
possible  de  la  moyenne  d’un  grand  nombre  d'observations,  c’est- 
à-dire  les  valeurs  que  l'on  aurait  obtenues  en  supposan  t à l'at- 
mosphère un  état  hygrométrique  moyen.  Soient  0 la  réfraction 
moyenne,  R'  la  réfraction  vraie,  on  a (n°  76) 


R'=R(B.T)*[i  +e{T-5o)]-'\ 


si  A = I 4-  9,  à = I H-  />,  I = — ; et  T,  = 5o"  F.  On  obtient  donc 

rfR'  , a(t  — 5ol  , 

rfR'  = -—,1a f-:  R Vf, 

da  I -I-  I (t  — 5o) 


rfR'  =«—/.-  f ' : R'i, 

rfot  i-rï(T— 5o) 


en  posant 


a -t- rfot  = » (l  -t-  ^ f -H  </f  = f (l  -f- t). 
Mais  la  formule  (/)  du  n“  73  donne 


r/R 


- J.  = " ^ i.-.iL.  - ♦(■)]• 

L'influence  du  dernier  terme  du  second  membre  de  cette  équation 
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ne  commence  à se  faire  sentir  que  pour  des  distances  zénithales 
supérieures  à 8o°.  Soit  encore 


l’équation  devient 


quant  aux  valeurs  de  j elles  se  tirent  de  la  Table  suivante  : 


A 

J' 

£ 

X 

8o" 

340 

8fi" 

Go,  5 

Kl 

3o5 

87 

43,3 

83 

168 

88 

»9.5 

83 

i35 

89 

'9,0 

84 

106 

89.30' 

'4.8 

85 

83 

Supposons  maintenant  que  les  réfractions  employées  dans  le 

calcul  de  l’équation  (a)  doivent  être  corrigées  de  r/p  et  </r,  et 

• , . ,1  , , (t  — 5o)  • 

désignons  par  m et  « les  deux  valeurs  de - quieor- 

■ I -H  J (t  — 5o) 

respondent  à la  culmination  supérieure  et  à la  culmination  infé- 
rieure; nous  aurons 


i(C-hz)-i-',(p=tr) 

ï [p  ^ — T (W  '• 


Soit  Ÿc  une  valeur  approchée  de  y,  de  sorte  que  y = y,  rfy  ; 
soit  de  plus 

î(S-t-  *)  +î(P±'-)  +T.  — 9o“  = n; 

en  combinant  les  deux  passages  d’une  même  étoile  nous  obtien- 
drons *une  équation  de  condition  qui  aura  la  forme 

(6)  O = /I  -+-  rfy  -+-  1 [^p  ^i-A- ± rj  X — (updz  mr)i. 


Digitized  by  Google 


COEFFICIENT  DE  DILATATION  DE  l’aIR.  3o3 

Les  observations  des  différentes  étoiles  n’ont  pas  le  même 
poids,  car  les  erreurs  accidenlollcs  d'observation  sont  de  plus  en 
plus  grandes  h mesure  fjiie  l’étoile  traverse  le  méridien  plus 
près  de  l’horizon.  L’erreur  probable  d’une  observation  augmente 
donc  en  général  avec  la  distance  zénithale  méridienne  de  l’étoile. 
Si  les  valeurs  de  rff,  k et  i étaient  déjà  connues  et  substituées  dans 
les  équations,  les  quantités  n représenteraient  les  erreurs  réelles 
d’observation,  et  l’on  pourrait,  pour  chaque  étoile,  déterminer 
l'erreur  probable  d’une  observation.  Mais  puisque  ces  valeurs 
sont  inconnues,  la  différence  entre  le  résultat  de  l’observation 
d’une  étoile  et  la  moyenne,  permettra  seule  de  déterminer  cette 
erreur  probable.  Soient  tv  et  iv'  les  erreurs  probables  de  l’obser- 
vation d’un  passage  supérieur  et  d’un  passage  inférieur  d’une 
étoile,  en  divisant  par  -)-  <i  ’’  toutes  les  équations  relatives  à 
cette  étoile,  on  donnera  le  même  poids  aux  équations  relatives  aux 
différentes  étoiles.  On  résoudra  alors  toutes  ces  équations,  et  dans 
le  cas  où  leur  résolution  donnerait,  pour  les  erreurs  probables, 
des  valeurs  sensiblement  différentes,  on  recommencerait  le  calcul. 

Les  étoiles  qui  passent  au  mériilien  au  sud  du  zénith,  peuvent 
aussi  servir  à déterminer  la  correction  i du  coefficient  de  dilata- 
tion de  l’air.  En  effet,  en  conservant  les  notations  déjà  employées, 
et  en  considérant  les  distances  zénithales  comme  positives,  on  a 

y,  — -t-  ^ Z -t-  r -t-  r H ^ k — - 

ou 

(c)  0 = «-t-rf(iî  — y)  4- r ^ X"  — mri, 

si 

/I  = Z -I-  r S,  — y,. 

Multiplions  encore  les  équations  relatives  à chaque  étoile  par  les 
poids  correspondants,  et,  de  toutes  les  équations  relatives  à une 
seule  étoile,  tirons  les  équations  du  minimum,  nous  pourrons 
ensuite  éliminer  les  inconnues  d[S  — y)  et  k,  de  telle  sorte  que 
chaque  étoile  donnera  en  définitive  une  équation  de  la  forme 

(//)  O = N — M(. 
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Toute  circonipolaire  observée  & ses  deux  culminations  fournira 
aussi  une  équation  de  ce  genre,  que  l'on  obtiendra  en  traitant  de 
la  même  manière  les  équations  {b)  relatives  à cette  étoile.  On  a 
donc  ainsi  autant  d'équations  de  la  forme  (</)  qu’il  y a d'étoiles 
observées;  il  est  facile  d'en  déduire  la  valeur  la  plus  probable 
de  / ( * ).  Telle  est  la  méthode  suivie  par  Bessel  pour  déterminer  la 
quantité  i,  et  avec  elle  le  coefficient  de  dilatation  de  l’air  pour 
un  état  hygrométrique  moyen  de  l'atmosphère.  Il  a déduit  de  ses 
observations  faites  à Kœnigsberg  [voir  Bessel,  Aitronomisrhe 
Beobachtungen,  septième  Partie,  p.  x)  la  valeur  0,002024  3 
pour  un  degré  Fahrenheit.  Actuellement  substituons  à / sa  valeur 
la  plus  probable,  dans  les  équations  [b],  ou  plutôt  dans  les 
équations  du  minimum  trouvées  pour  chaque  étoile;  par  la  com- 
binaison de  toutes  les  équations,  nous  obtiendrons  ensuite  les 
valeurs  les  plus  probables  de  dy  et  de  k (*'  ). 

Pour  avoir  égard  aussi  à la  correction  de  la  constante  f,  il 


aurait  fallu  ajouter  dans  </R'  le  terme  df,  ou,  en  posant 

«/ 

r/R’  R’  h 

/ -t-  rf/  = /(  I -+-  // ),  le  terme  / -jj-  h = > dans  lequel  les 

valeurs  de  x se  tirent  de  la  Table  suivante  : 


s 

J- 

Z 

jt 

85° 

338 

88'^ 

59,3 

8C 

190 

89 

29.8 

87 

1 1 1 

89. 3o 

20,  G 

(*)  I.es  variations  de  la  température  ayant  une  inOiience  d'autant  plus 
grande  que  les  rtoilea  sont  plus  basses,  il  conviendra  de  n'employer  dans 
ce  c.vlcul  i|ue  des  étoiles  dont  la  hauteur  méridienne  est  inrérieure  i 60°. 

(*  * ) Les  équations  de  condition  employées  dans  l'exemple  du  n°  25,  sont 
celles  que  l'on  aurait  obtenues  en  supposant  le  même  poids  k toutes  les 
observations  et  en  prenant  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  équations 
relatives  i une  étuile.  Si  la  valeur  de  i est  déjà  corrigée,  la  forme  des 
équations  sera  o = n -1-  dp  -1-  eA.  Bessel  ayant  rapporté  toutes  ces  observa- 
tions au  point  polaire  du  cercle,  et  non  pas  comme  on  l'a  supposé  ici  à son 
point  séniihal,  la  v.vleur  qu'il  a donnée  pour  le  eorlEcient  a est  difTércntc  de 
celle  que  nous  avons  employée. 
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97.  Constantes  de  l'aberration  et  de  la  nutation;  leur  déter- 
mination par  l’observation  de  la  Polaire;  paralla.re  annuelle,  — 
L'aberration,  la  nutation  et  la  parallaxe  annuelle  forment  l’en- 
semble des  termes  périodiques  contenus  dans  l'expression  des 
positions  apparentes  des  étoiles,  termes  dont  il  faudra  déterminer 
les  constantes  par  l’observation  des  positions  apparentes  des  étoiles 
ù différentes  époques.  L’aberration  et  la  parallaxe  ont  une  période 
d’une  année,  et  par  conséquent  peuvent  être  déterminées  par  la 
comparaison  des  lieux  apparents  observés  pendant  le  cours  tl'iine 
année.  Le  terme  principal  de  la  nutation  a une  période  de  i8  ans 
et  219  jours,  temps  de  la  révolution  complète  des  nœuds  de  l'or- 
bite lunaire  sur  l’écliptique  ; on  ne  pourra  donc  trouver  la  con- 
stante de  la  nutation  que  par  la  comparaison  d’un  grand  nombre 
d’observations  de  positions  apparentes  faites  pendant  une  longue 
suite  d'années. 

Les  observations  les  plus  convenables  |>our  la  détermination 
des  constantes  de  l’aberration  et  de  la  nutation  sont  celles  des 
ascensions  droites  de  l’étoile  polaire,  dont  les  positions  apparentes 
éprouvent  de  grandes  variations,  comme  le  prouve  la  présence 
des  facteurs  séc  5 et  tangJ.  Pour  la  meme  raison,  il  y aura  un 
grand  avantage  è appliquer  la  meme  méthode  à la  délerininalion 
de  la  parallaxe  de  l’étoile  polaire.  Posons 

a sin  A = — cos  a cos  (, 
a cos  A = — sin  a, 

et  désignons  par  k la  constante  de  l’aberration,  par  ir  la  paral- 
laxe, et  par  y {À’)  les  termes  <lu  second  ordre;  les  formules  des 
n“*  80  et  82,  relatives  à l’aberration  et  à la  parallaxe  en  ascen- 
sion droite,  donnent 

a'  — a = -f-  sin  ( 0 A)  séc  J 

-t-  Tra  cos(  0 -r-  A)  séc5  -4-  ç ( A’). 

Si  l’on  a fait  un  grand  nombre  d’observations  aux  époipies  où 
sin  (0  -4-  A ) = d:  I , pour  lesquelles  l’aberration  atteint  son  maxi- 
mum, la  comparaison  des  ascensions  droites,  observées  à ces 
I 20 
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deux  époques  et  réduites  à un  meme  équinoxe  moyen,  donne 
une  valeur  approchée  de  X ; on  en  obtiendra  ensuite  une  valeur 
|)lus  exacte  en  déterminant  la  valeur  la  plus  probable  qui  résulte 
d’un  grand  nombre  d’observations.  Appelons  Aa  et  A/  les  erreurs 
de  l’ascension  droite  moyenne  a et  de  la  valeur  adoptée  pour  la 
constante  X-,  en  sorte  que  a -4-  An  et  X -t-  AX-  soient  les  valeurs 
exactes  de  ces  quantités.  Appelons  encore  a,  l'ascension  droite 
apparente  déduite  de  a au  moyen  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
tion supposées  exactes,  et  du  nombre  X adopté  pour  constante 
de  l’aberration,  ascension  droite  dans  laquelle  on  a conservé  les 
termes  qui  dépendent  de  X’  et  du  produit  de  l’aberration  et  de 
la  nutation;  car  ces  termes,  très-petits  par  eux-raémes,  varient 
fort  peu  pour  une  petite  correction  apportée  la  valeur  de  X-. 
Désignons  enfin  |>ar  a'  l’ascension  droite  apparente  observée, 
nous  aurons 

a!  = a,  -f-  A a AX  . « sin(0  -f-  A)  séc  J -t-  Ttn  cos  (Q  -(- A)  séc  d ; 


et  si  l’on  pose 


toute  observation  de  l’ascension  droite  de  la  Polaire  fournira  une 
équation  de  la  forme 


o = /J-f-Aa-f-AX'.rtsin(Q-(-A)sécd-i-rr(i  cos  (©  -4-  A)  sécd. 


La  combinaison  de  toutes  ces  équations  permettra  de  trouver,  par 
la  méthode  des  moindres  carrés,  les  valeurs  les  plus  probables 
de  A a,  AX  et  rr. 

Si  les  observations  sont  réparties  dans  une  longue  période 
d'années,  on  jiourra  déterminer  en  même  temps  la  constante  de 
la  nutation,  c'est-à-dire  le  coefficient  de  cos  Q dans  l’expression 
de  la  nutation  de  l'obliquité.  Désignons  par  Av  la  correction  de  ce 
eoefficient;  il  faudra  ajouter  aux  équations  de  condition  précé- 


dentes le  terme  -| ^ Av  (la  valeur  de  — ^ a été  donnée  au 

rfv  ^ rfv 


n“  62).  L’équation  complète  qui  permet  de  déterminer,  (tardes 
observations  d'ascensions  droites  apjiarentes,  les  constantes  de 
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l’aberration  et  de  la  nutation,  ainsi  que  la  parallaxe  annuelle  de 
la  Polaire,  est  donc 

O = n -f-  A a -h  . O sin  ((^  4-  A ) séc  ^ . 

-r  ira  C0s(O  -I-  A)  séc^  ■+■  Av. 

On  peut  faire  servir  à cette  détermination  les  observations  de 
differents  observatoires;  mais  il  faut  alors  attribuer  à chaque  série 
d'équations  le  poids  qui  lui  correspond,  en  déterminant  les  er- 
reurs probables  des  observations  faites  en  chaque  observatoire. 
La  correction  Aa  peut  n'avoir  pas  non  plus  la  même  valeur  pour 
des  observations  faites  en  deux  observatoires  différents,  puis- 
que entre  les  ascensions  droites  observées  il  peut  y avoir  une  dif- 
férence constante.  Après  avoir  déterminé  cette  différence,  on 
l'ajoutera  aux  observations  de  chaque  observatoire,  ou  bien  on 
éliminera  les  quaqtilés  inconnues  A a,  Aa',...  entre  les  équations 
données  par  les  observations  de  chaque  observatoire. 

Cette  méthode  a été  appliquée  par  Lindenau  (*)  aux  ascensioM 
droites  de  la  Polaire  observées  dans  un  intervalle  de  6o  ans  par 
Bradley,  Maskelyne,  Pond,  Besscl  et  Lindenau  lui-même;  il  a 
trouvé 

A=2o",4486,  7 = 8", 977  07,  ir  = o",i44  4; 

avec  6o3  observations  faites  par  Struve  et  Preuss  à Dorpat,'de 
1822  à i838,  Peters  a obtenu  (**) 

A = 2ü",425  5,  v = 9",236  i,  ir  = o",  1724. 

Quand  on  veut  faire  servir  la  déclinaison  à la  détermination  de 
ces  constantes,  les  observations  de  la  Polaire  sont  encore  très- 
avantageuses  ; car  en  faisant  à chaque  culmination  nn  grand 
nombre  de  pointés  sur  cette  étoile,  on  peut  ponr  ainsi  dire  rendre 
ces  observations  aussi  exactes  qu’on  le  veut. 


( *}  Lixdidai'.  — Comparaiion  de 810 observations  delà  Potaire,  biles  par 
Bradley,  Maskelyne,  Pond,  Bessel  et  Lindenau.  — iahriuth  Jt  Doit,  poar 
1810,  p.  010. 

( * * ) PlTERs.  — Numerus  constans  nutationii. 

20. 
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Posons 

6 sin  B : = -h  sin  X sin  3 cosi  — cosiî  sin  i , 

b cos  B = — cos  ï sin  3. 

% 

L’aberralion  en  dcclinaison  aura  |>our  expression  kb  sin  (Q  + B), 
et  la  parallaxe  7ricus(Q  -I-  B).  Appelons  3,  la  déclinaison  appa- 
rente déduite  de  In  déclinaison  moyenne  à l’aide  de  la  préces- 
sion supposée  exacte,  ties  constantes  X et  v de  l'aberration  et  de 
la  nutation,  et  en  tenant  cuni|jtu  des  petits  termes  qui  dépen- 
dent de  k'  et  du  produit  de  l’aberration  et  de  la  nutation;  ap- 
pelons encore  3“  la  déclinaison  ajiparente  observée,  et  posons 
3,  — S'  = n,  cliai|ue  observation  de  la  déclinaison  fournira  une 
équation  de  la  foi  me 

o “ n -4-  At)  -i-  A X . sin  ((0  -i-  B)  -1-  ît  coS  (Q  -t-  B)  -f-  ~ — Av , 

et  si  les  observations  embrassent  une  jiériode  de  temps  suBisam- 
ment  longue,  on  pourra,  par  la  méiliude  des  moindres  carrés, 
déterminer  les  valeurs  de  \5,  AX,  tt  et  Av  (*}.  C’est  en  faisant 
des  observations  de  ce  genre,  et  en  particulier  en  observant  les 
ilistances  zénitlialcs  méridiennes  que  Bindley  découvrit  l'aberra- 
tion. A partir  de  l’année  il  suivit  à Kcw  l’étoile  y Dragon 

et  22  autres  étoiles  passant  près  du  /.énitli  de  ce  lieu,  et  remar- 
qua une  variation  périodiijue  de  leur  distance  zénithale,  qui  ne 
pouvait  s’expliquer  par  l’effet  de  la  parallaxe,  dont  la  décou- 
verte était  le  but  réel  de  ses  observations.  Il  reconnut  pins  tard 
que  cette  variation  résultait  de  la  combinaison  du  mouvement  de 
la  lumière  et  de  celui  de  la  Terre.  L'instrument  dont  il  se  servait 
pour  ces  observations  était  un  sedetir  züiil/iiil,  c’est-à-dire  un 
secteur  circulaire  d’un  très-grand  rayon,  avec  lequel  il  pouvait 
observer  les  distances  /.énitbales  des  étoiles  d.ms  un  intervalle 


( ' ) Dans  te  cas  où  l'ôluito  possède  un  niotoumriii  pinpre,  on  doit  ajouter 
aux  iMjualiun»  qui  doiincul  raacenvioii  lituiie  cl  la  Aiôclinaiion  dca  termes 
Je  2a  forme  p — f»)  ^ — %)»  où  /;  et  f »oni  le»  ui<  uvemenU  propret 

en  akCcn>ioti  droite  cl  en  di'cUtiai^on  ; oc  d o repic»  ii'.ciil  alors  les  post- 
lions  moyciims  & l'opoque 


Digitized  by  GoogI< 


XfiTHODE  DE  STBUVE. 


309 

de  12”  de  part  et  d'autre  du  zénith.  L’étoile  y Dr.n"on,  étant 
située  prés  ilu  pôle  de  l’écliptique,  était  p.irtienlicrciuent  propre 
à la  détermination  de  la  parallaxe,  et  par  eonséquent  aussi  de 
l’aberration.  En  effet,  pour  le  pôle  de  l'éeliptiqiie  : a =2^0", 
S = 90°  — i,  donc  i = I et  B = — 90“;  par  conséquent  aussi 
le  maximum  et  le  minimum  de  l’aberration  et  de  la  parallaxe  en 
déclinaison  ont  pour  valeurs  dz  i et  dzir. 

C’est  encore  par  des  observations  analogues  faites  à Kew  et  à 
Wanstead  que  Bradley  fut  conduit  à la  découverte  de  la  nutation. 
Ces  observations  s’étendent  du  ig  août  I'J2^  au  3 septembre  i 7 : 
elles  comprennent  donc  une  période  complète  de  la  nutation. 
Busch  (*)  par  la  discussion  de  1949  d’entre  elies  a obtenu 

/=  20",  2116,  v = 9",  23. 

Lundahl  a déduit  de  plus  de  i 200  observations  de  la  décli- 
naison de  la  Polaire  faites  à Dorpat  par  Struve  et  Preiiss, 

X = 2o",55o8,  v=9',2i64.  Tr  = o",i47  3. 

La  valeur  de  la  constante  de  la  nutation  donnée  au  n"  Cl  est 
celle  qu’a  publiée  Peters  dans  son  Mémoire  [Nunirriit  constnns 
nutationis)  ; elle  est  déduite  des  trois  déterminations  précédentes 
faites  par  Peters,  Busch  et  Lundahl,  en  tenant  comjile  de  l’erreur 
probable  de  chaque  résultat. 

Méthode  de  Struer  par  l'obtervation  des  étoiles  dans  te  premier 
vertical.  — La  valeur  de  la  constante  de  l’aberration  donné'c  au 
n”  80  ne  résulte  pas  des  valeurs  précédentes,  mais  elle  a été  ob- 
tenue par  Struve  à l’aide  des  observations  de  passage  de  certaines 
étoiles  dans  le  premier  vertical. 

Si  avec  un  instrument  exactement  installé  dans  le  piaunier  ver- 
tical on  observe  le  temps  du  passage  d’une  étoile  dans  ce  plan, 
l’étoile  étant  d’abord  à l’est,  puis  à l'ouest  (voir  au  n®  26  du  se- 
cond volume),  la  demi-différence  des  temps  observés  sera  égale  à 
l’angle  horaire  de  l’étoile  au  moment  de  son  passage  dans  le  pre- 


(*)  Brduction  of  the  of/s^rviit  ons  madr  hy  Bradlfy^  to  determinr  ihr  ffuan^ 
iities  qf  aberration  and  niitationf  by  Hc&CH  (Olford,  l938)> 
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loier  vertical.  Soit  t cet  angle  horaire,  le  triangle  rectangle  formé 
par  le  zrnilli,  le  pôle  et  l'élnile  donnera  l'équation 

tang  $ = tang  if  cos  t, 

d’où  résulte  la  possibilité  de  déterminer  les  déclinaisons  des 
étoiles  par  des  observations  de  ce  genre.  Prenons  les  logarithmes 
des  deux  membres  et  dilTérentions,  nous  obtiendrons 


d 3 


sin  2 ^ 

— : a© 


sin  2^  tang/.  (fr. 


Ainsi  une  erreur  commise  dans  l'observation  de  / a une  induence 
d’autant  moindre  que  / est  plus  pelit,  c’est-i-dire  qu’au  moment 
de  son  passage  dans  le  premier  vertical,  l’étoile  est  plus  voisine 
du  zénith.  Si  la  distance  zénithale  est  très-petite,  cette  méthode 
donnera  donc  avec  une  grande  exactitude  la  déclinaison  d'une  pa- 
reille étoile.  Chaque  étoile  fournit  une  équation  de  condition  ana- 
logue à celle  que  nous  avons  donnée,  et  les  étoiles  qui  permettront 
la  meilleure  détermination  de  la  constante  sont  évidemment  celles 
<jui  sont  situées  prés  du  pôle  de  l’écliptique.  Telle  a été  la  marche 
«doptée  par  Struve  (*].  Ses  observations  s’étendent  è un  grand 
nombre  d’étoiles,  offrent  la  plus  grande  concordance,. et  la  valeur 
2o",44^'  qu’elles  donnent  pour  la  constante  de  l’aberration  est 
certainement  fort  approchée  de  la  vérité.  Mais  elles  embrassent 
un  intervalle  de  temps  trop  restreint  pour  pouvoir  servir  ,i  la 
détermination  de  la  constante  de  la  nutation;  cependant  la  meme 
méthode  donnerait  avec  un  grand  degré  d’approximation  la  va- 
leur de  celte  constante  ainsi  que  la  parallaxe  de  ces  étoiles. 


Détermination  de  la  constante  de  l'aberration  h l'aide  des 
éclipses  des  satellites  de  Jupiter.  — Comme  on  l’a  vu  au  n“  80, 
la  constante  de  l’aberration  se  déduit  immédiatement  de  la  vi- 
tesse de  la  lumière  et  de  la  vitesse  du  mouvement  de  translation 
de  la  Terre.  Le  moyen  mouvement  sidéral  de  la  Terre  en  un 
jour  est  connu  avec  la  plus  grande  exactitude,  il  est  égal  à 
59' 8",  193. 


(•)  SrittVE.  — Obici-vtUioncs  attronomicaf  vol.  3,  p.  ljuv  (Dofpat). 
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Reste  donc  à trouver  la  vitesse  de  la  lumière.  La  première 
détermination  de  ce  nombre  a été  f.iite  en  i6’]5  à l'Observatoire 
de  faris,  par  l'astronome  danois  Olaf  Rœmer,  à l'aide  des 
éclipses  des  satellites  de  Jupiter.  En  observant  avec  assiduité  ces 
éclipses,  et  en  particulier  celles  du  premier  satellite,  il  reconnut 
que  le  phénomène  était  irrégulier  : l'intervalle  qui  sépare  deux 
immersions  ou  deux  émersions  consécutives  n'est  pas  constant;  .à 
partir  d’une  opposition  de  Jupiter  jusqu'à  la  conjonction  suivante, 
cet  intervalle  est  plus  grand  <(ue  sa  valeur  moyenne  calculée  à l'aide 
d'un  grand  nombre  d'éclipses;  delà  conjonction  à l'opposition,  il 
est  au  contraire  moindre  que  cette  valeur  moyenne.  Rœmer  ex- 
pliqua cette  différence  en  supposant  qu’il  existe  un  rapport  fini 
entre  la  vitesse  de  la  lumière  et  la  vitesse  de  translation  de  la  Terre. 
Dans  cette  hypothèse,  le  temps  qui,  pour  l’observateur,  sépare 
deux  immersions  consécutives  doit  en  effet  augmenter,  si  la  dis- 
tance de  la  Terre  à Jupiter  augmente.  La  somme  de  tous  les 
retards  constatés  depuis  une  opposition  jusqu’à  la  conjonction 
suivante  est  égale  au  temps  nécessaire  à la  lumière  pour  parcou- 
rir le  diamètre  de  l’orbite  terrestre.  Soit  K ce  temps  exprimé  en 
secondes,  A la  distance  du  satellite  de  Jupiter  à la  Terre  expri- 
mée avec  le  demi  grand  axe  de  l’orbite  terrestre  pour  unité  et  T 
l’époque  du  commencement  ou  de  la  fin  d’une  éclipse  donnée  par 
les  Tables;  pour  faire  concorder  ce  temps  avec  le  temps  observé, 
il  faudra  lui  ajouter  le  terme  -t-  KA  qu'on  appelle  équation  de 
la  lumière. 

Soit  donc  T,  l’époque  ainsi  corrigée  de  l'immersion  ou  de 
l’émersion  du  satellite  dans  le  cône  d’ombre  portée  par  Jupiter, 
T'  l’époque  observée.  Chaque  observation  d’éclipse  donnera  une 
équation  de  la  forme 

o = T,  — T'-t-  Af/K. 

Un  grand  nombre  d’observations  de  ce  genre  permettront  de 
trouver  la  valeur  la  plus  probable  de  <JK.  Mais  l’observation  d’une 
immersion  ou  d’une  émersion  est  toujours  incertaine,  car  le  sa- 
tellite ne  perd  que  graduellement  son  éclat,  et  l’erreur  d’obser- 
vation dépend  de  la  puissance  de  la  lunette.  Il  conviendra  donc 
non-seulement  de  ne  combiner  que  les  observations  faites  avec 
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un  môme  inslriiment,  mais  aussi  de  traiter  à part  les  observations 
d’immersion  et  les  observations  d’émersion. 

D’une  première  série  d’observations  Rœmer  avait  coni  lu  22'“ 
pour  valeur  de  K;  une  seronde  série  lui  avait  donné  la  valeur  i4“’. 
Beaucoup  plus  tard  Delambre,  en  discutant,  comme  nous  l’avons 
indiqué,  un  grand  nombre  d'observations  des  satellites  de  Jupi- 
ter faites  pendant  le  xviii'  siècle,  surtout  par  Bradley,  en  tenant 
compte  en  outre  des  perturbations  du  mouvement  de  ces  satel- 
lites, a trouvé  que  la  lumière  met  pour  venir  du  Soleil  à 

la  Terre.  Cette  valeur  donne  20", 255  comme  constante  de  l’aber- 
ration, nombre  trop  faible,  comme  cela  résulte  des  observations 
de  Struve. 

lit^mar^ue,  — Nous  croyons  utile  de  donner  ici  nn  lablcao  des  valeurs 
trouvées  par  les  différents  observateurs  pour  la  constante  de  rabcriaiion, 
c*csl*ài*dire  pour  Parc  dont  le  sinus  est  égul  au  rapport  de  la  vitesse  de 
traiislaliun  de  la  Terre  et  do  la  vitesse  de  la  lumière. 


Obseryations  anciennes. 

Observationa  des  satellites  de  Jupiter,  calculées  par  Delambre...  ao”,755 
Observations  de  Bradley,  calculées  par  Buscb ao*,aia 

Observations  modernes. 

Observations  de  la  Polaire,  calculées  par  Lindenau 2o”,449 

Observations  de  Struve  et  Prouss,  sur  les  variations  de  la  Polaire 

«n  ascension  droite,  calculées  par  Peters ao*,436 

Observations  do  Struve  sur  les  variations  de  la  Polaire  en  déeli« 

liaison,  calculées  par  Lundahl ao*,55t 

Observations  de  Peters  à Pobservatoire  de  Pulkowa  ao",r>o3 


Ainsi  en  prenant  ao'',  S pour  valeur  de  la  constante  de  l’aberration,  Per> 
rcur  sera  moindre  que  ^ de  seconde.  Le  rapport  de  la  vitesse  de  la  Terre 
à celle  de  la  lumière  ostdonc  connu  à près  de  sa  valeur,  et  si  la  vitesse 
de  lo  lumière  peut  être 'déterminée  avec  uno  (grande  approximation,  on  en 
déduira  une  valeur  fort  approchée  des  dimensions  de  Porbite  terrestre  (t>oir 
nO  UO). 

98.  Détermination  des  parallaxes  annuelles  des  étoiles*  — La 
parallaxe  annuelle  d'une  étoile  peut  être  obtenue  par  une  méthode 
difl'erente  de  celle  que  nous  avons  déjà  donnée,  et  qui  consiste  à 
mesurer  les  variations  de  sa  position  par  rapport  à une  étoile 
voisine  dont  la  parallaxe  est  nulle.  Cette  méthode  a sur  la  prccé- 
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dente  cet  avantage  que  les  positions  relatives  de  deux  étoiles  voi- 
sines peuvent  être  déterminées  avec  une  grande  exactitude  au 
moyen  de  mesures  microniétricpies,  et  que  de  petites  corrections 
apportées  aux  positions  de  ces  deux  étoiles  produisant  sur  cha- 
cune d'elles  des  effets  égaux,  de  petites  erreurs  commises  sur  les 
valeurs  des  constantes  employées  ne  peuvent  occasionner  d’er- 
reurs sensibles  sur  les  positions  moyennes  ipii  s'en  déduisent  (*). 
En  réalité,  cette  méthode  ne  donne  que  la  différence  des  paral- 
laxes des  deux  étoiles  considérées.  Mais,  en  général,  il  est  permis 
desiijtposer  que  des  étoiles  très-petites  sont  très-éloignées,  et  que, 
par  suite,  leurs  parallaxes  sont  insensibles;  on  peut  donc  tou- 
jours espérer  que,  si  l’on  a pris  pour  étoiles  de  comparaison  des 
étoiles  faibles,  la  valeur  trouvée  pour  la  parallaxe  s'approchera 
beaucoup  de  la  vérité  {**). 

Chaque  comparaison  de  deux  étoiles,  dont  les  résultats  auront 
été  corrigés  comme  il  est  nécessaire,  donnera  deux  équations  de 
la  forme 

O — n -f-.la-1-rrï  cos(Q  -I-  A)  sécj  p (t  — /,}, 

O = /i'  -I-  Aiî  -t-  7t  4 cos  (O  -t-  B)-l-  9 (f  — ^)> 

où  — a,.  S. — i,  étant  les  différences  de  leurs  coordonnées  au 

* • 

temps  /„  x' — X,  t' — S les  différences  au  temps  f,  on  a posé 

/i  — (a',—  a.)  — (x'  — X),  n'=  (3',—  — — 3), 

et  représenté  par  ^a  et  àS  les  erreurs  des  valeurs  adoptées. 
Ordinairement,  au  lieu  des  dilTcrences  en  ascension  droite  et 


(*)  Quand  les  ëloilea  Boni  trë$-voUin<>B,  il  est  préfiTable  de  ne  pas  cal- 
eoler  separément  la  poiition  moyenne  de  chacune;  d'elles,  mais  d'appliquer 
à la  dilTerencc  leule  des  lieux  apparents,  les  corrections  dues  aux  elTets  de 
U réfraction,  de  l'aberration,  do  la  précessinn  et  de  la  nutation.  Les  for- 
miilea  qu'on  emploie  dans  ce  but  seront  données  aux  paragraphes  VIll  et  IX 
du  second  volume. 

(**)  Au  lieu  de  n'observer  qu'une  seule  étoile  de  comparaison  il  sera  bon 
d'en  observer  deux  dans  des  directions  rectangulaires  par  rapport  h l'étoile, 
ainsi  que  Bessel  l*a  fait  dans  la  recherche  de  la  parallaxe  de  la  6i‘  du  Cygne 
{Àstronomischf  Untf/suchungertf  vol.i,  p.  et  Asti  onomische  Nnehrichten. 

no  401). 
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en  déclinaison  de  deux  étoiles,  on  observe  leur  dislance  et  leur 
angle  de  position,  angle  formé  par  le  cercle  de  déclinaison  de 
Tune  des  étoiles  avec  le  grand  cercle  sur  lequel  elles  sont  situées. 
Soient  : 

a et  j l’ascension  droite  et  la  déclinaison  vraies  de  l'une  des 
étoiles , 

a'  et  y ses  coordonnées  affectées  de  la  parallaxe, 

%"  et  S"  l’aseension  droite  et  la  déclinaison  de  l’étoile  de  com- 
paraison. 

Les  variations  apportées  par  la  parallaxe  dans  les  différences 
en  ascension  droite  et  en  déclinaison  seront  données  par  les  équa- 
tions 

d(a"  — a)  — a — a'  = irR  (cosQsin  a — sin  Q cos  a)  sécS, 
fi{t"  — 9)  = S — S'  = ttR  (cosi  sin  X sin  1^  — sin*  cos  J)  sin  © 
-l-îrRsinJ  COSBCOS0. 

Soient  a et  P la  distance  et  l’angle  de  position  vrais,  on  a 

asinP  — (a"  — a)  cos  à , 
a cosP  — J*  — S\  • 

d’où 

c/A  = sin  P cosi  rf(a"  — a)  + cos  P d[  S"  — i) , 
arfP  = cosPcosid(«‘' — a) — sinPc/(i"  — S). 

Portons,  dans  ces  équations,  les  valeurs  qui  précèdent,  et  po- 
sons : 

m cos  M = sin  a sin  P sin  i cos  a cosP, 

/«  sin  M = { — cosasinP  -l-sinisin  acosP)cos*  — cosi  cos  P sin  * ; 
m'cosM'=  ^ (sina  cosP  — sin  i cos  a sin  P), 

m'sin  M'  = ^ [ — (cosacosP  -t-  sinisinasinP)  cos* 

-I-  cosi  sin  P sin*]. 
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Nous  trouverons  facilement 

</  A = it  R cos  (0  — M ) , 
rfP=rrR/n'ros(0  — M'). 

Parconséquent,si<f  A,  représente  la  correction  de  la  distance  ad- 
mise pour  l'époque  t„  dq  la  correction  de  la  valeur  adoptée  pour 
le  mouvement  propre  dans  la  direction  de  A,  les  distances  et  les 
angles  de  poNtion  mesurés  donneront  les  équations 

o = v -t-rfA,-t-(t  — -t-7rRmcos(Q  — M), 

O = ï'-t-  </P,+  (/  — t,)  dq'  -t-  irR/n'  cos(Q  — M'), 

qu’on  résoudra  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  C’est  ainsi 
que  Bessel  a déterminé  la  première  parallaxe  connue,  celle  de  la 
6i*  du  Cygne,  et  l’a  trouvée  égale  à o",  37. 

Rrmar(fue.  — Outre  les  ouTrigrs  déJA  Indiqués,  consulter  : 

Stscts,  Astronomische  Nachrichten^  n°  486. 

Hcibasd,  Corris  et  Keitu,  Tables  de  nutation  ( Wasbinrton's  Observations, 
TOI.  III). 


99.  Détermination  de  la  précession  Ittnisolairc  à l'aide  des 
positions  moyennes  des  étoiles  à deux  époques  éloignées.  — Nous 
avons  vu,  au  n”  58,  que  les  variations  annuelles  de  l’ascension 
droite  z et  de  la  déclinaison  J d’une  étoile,  dues  à la  précession, 
ont  pour  expressions 


da  rll,  da  dl,  . 

— = — cos  t,  — ~T  ~T  stns,  tangd  sina  = m -f-  « tango sin  z. 


di  dl,  . 

— = — sin  t.cosz  = n cosz, 
tlt  dt 


et  qu’eo  outre  on  obtient  les  variations  de  ces  mêmes  coordon- 
nées relatives  à l’intervalle  /'  — /,  en  multipliant  par  t'  — t les 

valeurs  ^ ^ correspondantes  à l’époque 


valeur  numérique  de  — étant  donnée  par  la  théorie  des  inéga- 
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lités  séculaires  des  planètes,  la  comparaison  avec  les  formules  pre- 
cedentes des  différences  des  ascensions  droites  ou  des  déclinaisons 
d’une  étoile  observée  aux  époques  ret  t'  permettra  de  déterminer 

la  valeur  de  la  précession  lunisolaire  ou  constante  de  l.a  pré- 

cession.  Si  les  étoiles  conservaient  dans  l'espace  des  positions  in- 


variables, elles  donneraient  toutes  pour  la  même  valeur,  va- 
leur qui  serait  d'autant  plus  ex.icte  cpie  les  observations  seraient 
plus  distantes  l'une  de  l’autre;  il  est  bien  évident,  en  effet,  que 
l’influence  des  erreurs  accidentelles  d'observation  deviendrait 
alors  de  moins  en  moins  considérable.  Or,  il  arrive  que  l’on 


trouve  ainsi  pour  ^ des  valeurs  différentes,  et  cela  non-seiilc- 


incnt  avec  des  étoiles  differentes,  mais  aussi  avec  les  ascensions 
droites  et  les  déclinaisons  d'une  meme  étoile;  ces  différences  doi- 
vent être  attribuées  aux  mouvements  propres  des  étoiles;  ils  sont, 
comme  la  précession,  proportionnels  au  temps,  et  par  suite  on  ne 
peut,  dans  le  calcul,  les  en  séparer  : la  difficulté  est  encore  ac- 
crue par  ce  fait,  que  les  mouvements  propres,  en  partie  du  moins, 
suivent  une  certaine  loi  dépendante  de  la  position  de  l'étoile.  On 
ne  peut  donc  éliminer  ces  mouvements  propres  que  par  la  com- 
paraison d'un  très-grand  nombre  d'étoiles  distribuées  dans  toutes 
les  parties  du  ciel,  comparaison  d'où  l'on  devra  exclure  toutes 
celles  qui , par  suite  d'un  mouvement  propre  très-considérable, 
donneraient  une  valeur  de  la  précession  fort  différente  de  la 
moyenne.  Par  ce  grand  nombre  d’observations  on  aura  éliminé 
autant  que  possible  l’influence  des  mouvements  propres  et  com- 
plètement celle  des  erreurs  accidentelles  d’observation.  Puisque 
les  mouvements  propres  sont  proportionnels  au  temps,  l’incer- 
titude que  cause  leur  existence  sur  la  valeur  de  la  précession 
reste  la  même,  quelque  grand  que  soit  l’intervalle  de  temps  cora- 
]iris  entre  les  époques  des  deux  catalogues  servant  de  base  à la 
comparaison  ; on  choisira  donc  des  catalogues  ayant  le  plus  grand 
nombre  possible  d’étoiles  communes,  et  dont  les  époques  soient 
d’ailleurs  assez  distantes  pour  que  l’incertitude  due  aux  erreurs 
d’observation  soit  rendue  suffisamment  petite. 
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Désignons  par: 

m,  el  n,  les  valeurs  de  m et  de  n employées  dans  la  compa- 
raison des  deux  catalogues; 

I,  d et  a',  d'  les  positions  moyennes  t|u’ils  donnent  re-spective- 
ment  pour  une  étoile  aux  lenips  t et  t'; 

Aa  et  Ad  les  différences  constantes  des  deux  catalogues  en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison , 

et  posons 

» ( t'  — r)  = a — a'  -I-  (r'  — ■+■  "t  tangd,  sina,), 

•/  ( /'  — r ) = d — 3'  -h  {t'  — l)  n,  cos  2, , 


chaque  étoHe  donne  deux  équations  de  la  forme 

O = V -t-  -f-  ’l"»  tangd,  sin  a,, 

O = » -f-  P -+-  an,  cos  a,  ; 


en  considérant  donc  les  mouvements  propres  qui  sont  contenus 
dans  V et  v'  comme  de  même  nature  que  les  erreurs  accidentelles 
d’observation,  il  sera  possible,  avec  un  grand  nombre  d’équa- 
tions semblables,  de  trouver,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
les  valeurs  les  plus  probables  des  inconnues.  Cette  hypothèse  se- 
rait conforme  à la  vérité,  si  les  mouvements  propres  des  étoiles 
ne  suivaient  pas  en  partie,  comme  on  l’a  dit  plus  haut,  une  loi 
dépendant  de  la  position  de  l’étoile;  mais  comme,  en  réalité,  il 
est  très- difficile,  sinon  impossible,  d’introduire  dans  les  é(|uations 
précédentes  un  terme  exprimant  cette  loi  (sur  laquelle  nous  re- 
viendrons plus  tard),  il  faut  se  contenter  de  l’hypothèse  précédente, 
en  ayant  soin  toutefois  d’employer  un  très-grand  nombre  d’étoiles 
distribuées  aussi  également  que  possible  dans  toutes  les  parties 
du  ciel.  On  déduira  ainsi  des  ascensions  droites  une  délerminalion 
de  m et  de  n,  des  déclinaisons  une  détermination  de  n ; mais  l’er- 
reur commise  sur  les  ascensions  droites  absolues,  constante  pour 
chaque  catalogue,  se  combinera  avec  dm,,  et,  de  plus,  les  valeurs 

adoptées  pour  les  masses  des  planètes  étant  inexactes,  — ne  sera 
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connu  qu'ajiproxiniativenient,  d’où  résulte  une  nouvelle  erreur 
sur  la  valeur  de  m. 

La  déterminaiion  de  n ou  siii  i„  au  moyen  des  ascensions 

droites,  est  indépendante  d’une  pareille  erreur  constante,  et,  d’un 
autre  côté,  les  déclinaisons  donnent  tout  aussi  bien  n que  l’er- 
reur constante  de  déclinaison.  Mais  comme  on  ne  peut  admettre 
que,  dans  les  deux  catalogues,  cette  erreur  soit  la  même  pour 
toutes  les  déclinaisons,  il  vaut  mieux  grouper  les  étoiles  en  zones 
d’un  certain  nombre  de  degrés,  de  io°  en  déclinaison  par 
exemple,  et  résoudre  séparément  les  équations  relatives  à chacune 
d’elles,  de  manière  à déterminer  la  différence  moyenne  A ^ pour 
chaque  zone  considérée.  Telle  est  la  méthode  suivie  'par  Bessel 
dans  les  Fundamenta  Astronomiœ.  Il  a déterminé  la  valeur  de  la 
dl,  , . 

constante  — à l’aide  de  plus  de  aooo  étoiles  observées  soit  par 

Bradley,  soit  par  Piazzi,  et  réduites,  les  premières  à l’année  i ^55, 
et  les  dernières  à 1800.  Il  a trouvé  ainsi  pour  i^5o  la  valeur 
So",  340  499;  plus  tard,  à l’aide  des  observations  faites  par  lui 
à Kœnigsberg,  il  fut  conduit  à adopter  la  valeur  un  peu  différente 
5o",  3^572  {jistronomische  Nachrichten,  n"  92). 


100.  Mouvements  propres  des  étoiles.  Détermination  du  point 
vers  lequel  est  dirigé  le  mouvement  du  Soleil.  — Si  les  positions 
des  étoiles  observées  à des  époques  différentes  et  réduites  à la 
même  époque  à l’aide  de  la  constante  de  la  précession  que  nous 
venons  de  trouver  présentent  entre  elles  des  différences,  celles-ci 
doivent  être  attribuées  aux  mouvements  propres  des  étoiles.  En 
général , en  restant  dans  les  limites  des  erreurs  possibles  d’obser- 
vation, on  peut  supposer  que  les  mouvements  s’effectuent  suivant 
un  grand  cercle  et  avec  une  vitesse  constante.  Halley,  en  1713, 
découvrit  le  premier  les  mouvements  propres  de  Sirius,  Aldcba- 
ran  et  Arcturus  (*).  Depuis  on  s’est  assuré  qu’un  grand  nombre 
d'étoiles  ont  aussi  un  mouvement  propre,  et  on  doit  supposer  que 


( * ) Cette  dernière  étoile  a un  mouvement  propre  de  1 secon  Jet  en  dc- 
clineison  ; depuis  Hipparque  ta  déclinaison  avait  donc  varié  de  plus  de  i". 
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c'esl  le  cas  général,  quoique  pour  beaucoup  d’étoiles  ces  mouve- 
ments propres  soient,  en  raison  de  leur  extrême  petitesse,  com- 
pris dans  les  erreurs  d’observation  et  ne  soient  pas  encore  déter- 
minés. 

Voici  quelques-uns  de  ces  mouvements  propres  les  plus  consi- 
dérables : 

VmilATlOSS  ÀSSCELIES 
on  aseeoilon  droite.  en  décliulfton. 


6i  Cygne 5,i  s'a 

a Centaure 7,0  0,8 


i83o  (Groombridge). . . 5, 2 5,7 

W.  Herschel  découvrit  le  premier  une  loi  dans  la  direction  des 
mouvements  propres  des  étoiles.  La  comparaison  d’un  grand 
nombre  d’entre  eux  lui  prouva  qu’en  général  les  étoiles  s’éloignent 
d’un  point  du  ciel  voisin  de  l’étoile  X Hercule.  Pour  expliquer  ce 
fait,  il  supposa  que  les  mouvements  propres  des  étoiles  ne  sont,  en 
partie  du  moins,  qu’une  apparence  produite  par  un  mouvement  du 
système  solaire  tout  entier  vers  ce  point  du  ciel,  hypothèse  qui  fut 
confirmée  par  les  recherches  postérieures.  Le  mouvement  propre 
d’une  étoile  résulte  donc  et  de  son  mouvement  propre  particulier 
en  vertu  duquel  elle  se  meut  dans  l’espace  suivant  une  loi  qui  nous 
est  inconnue,  et  d’un  mouvement  apparent  ou  parallactique  ré- 
sultant du  déplacement  du  système  solaire.  Le  premier  de  ces 
deux  mouvements,  ne  s’effectuant  suivant  aucune  loi  déterminée, 
déplacera  les  étoiles  situées  dans  différentes  portions  du  ciel  sui- 
vant les  direbtions  les  plus  diverses  ; le  second,  au  contraire,  le 
mouvement  apparent,  sera  complètement  déterminé  si  l’on  con- 
naît l’ascension  droite  A et  la  déclinaison  D du  point  vers  lequel 
notre  système  solaire  est  entraîné;  il  sera  dès  lors  facile,  en  effet, 
de  calculer  la  direction  dans  laquelle  chaque  étoile  parait  empor- 
tée par  suite  du  déplacement  du  Soleil.  La  comparaison  de  la  di- 
rection ainsi  calculée  avec  la  direction  réellement  observée  nous 
donnera  pour  chaque  étoile  une  équation  de  condition  entre  la 
dilTércncc  de  ces  deux  directions  et  les  variations  de  l’ascension 
droite  A et  de  la  déclinaison  D;  la  paitie  de  cette  différence  qui 
tient  au  mouvement  particulier  de  l’étoile,  ne  suivant  point  une  loi 
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déterminée,  peut  être  traitée  comme  une  erreur  accidentelle  d’ob- 
servation, et  par  suite,  au  moyen  d'un  grand  nombre  de  ces 
équations  de  condition  , on  déterminera  par  la  méthode  des 
moindres  carrés  les  valeurs  les  plus  probables  des  corrections  dK 
et  </D. 

Pour  nous,  ce  mouvement  parallactiqiie  sc  fait  évidemment  sui- 
vant le  grand  cercle  mené  par  l'étoile  et  le  point  vers  lequel  le 
système  solaire  est  emporté;  car,  en  supposant  rectiligne  le  mou- 
vement du  Soleil,  l'étoile  est  toujours  vue  dans  le  plan  que  dé- 
terminent sa  position  et  deux  positions  quelconques  du  Soleil. 
Soient  : 

a le  rapport  qui  existe  entre  le  déplacement,  supposé  recti- 
ligne, du  Soleil  pendant  le  temps  t'  — ret  lu  distance  de  l’étoile 
au  Soleil  ; 

a et  d,  a!  et  5'  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  de  l’é- 
toile aux  temps  r et 

0 le  rapport  des  distances  de  l’étoile  au  Soleil  à ces  deux 
époques  ; 

on  a les  équations 

pcosS'  cosa'  = cosô  cosot  — n cosD  cosA  , 

P cos  J'sin  a'  = cosiî  sin  a — a cosD  sin  A , 
psiniî'  — sino  — n sin  D; 

multiplions  la  première  de  ces  équations  par  cosa'^  la  se'conde 
par  sin  a',  et  ajoutons  les  résultats;  de  même,  ilu  produit  de  la 
première  par  sin  a,  retranchons  le  produit  de  la  seconde  par  cos*, 
et  négligeons  dans  les  deux  cas  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  nous  obtenons 

cos^'  — cosâ  = «cosD sin  (a — A), 

(a'  — a)  cos  5'  =:  a cos  D sin  (a  — A)  ; 

en  combinant  d’une  façon  analogue  la  troisième  des  équations  pri- 
mitives avec  la  dernière  de  celles  que  nous  venons  de  trouver,  nous 
mettons  en  évidence  la  différence  3'  — 3,  et  le  système  définitif 
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que  nous  conserverons  sera 

rosj'  {a' — a)  = «cnsDsin  (a  — A}, 

3'  — S = <i  [cos 3 sin  D — sin3  cosD  cos  (»  — A j ]. 

à.-s  formules  nous  permellenl  de  calculer  n,  on,  si  ■;  est  connu, 
les" différences  a'  — a et  3'  — 3.  D'autre  part,  dans  le  triangle 
formé  par  le  pôle  de  l’équateur,  l’étoile  et  le  point  dont  les  coor- 
données sont  A et  D,  on  a,  en  désignant  par  A lu  distance  de  ce 
point  it  l’étoile  et  par  P l’angle  1\  l'étoile, 

I sin  A sin  P = cosD  sin  f a — A ), 

(R)  . . 

( sin  A cos  P = sin  Dcos3  — cosD  sin3  cos  (a  — A ). 

De  plus,  )>  représentant  l’angle  de  la  direction  du  mouvciuent 
de  l'étoile  avec  son  cercle  de  déclinaison,  on  a 

U*  3t 

tang/.i=: 


on  voit  donc  que 

/)  = i8o®  — P, 

c’est  à-dire  que  l’étoile  se  meut  sur  le  grand  cercle  «pii  joint  sa 
|H)sition  actuelle  au  point  dont  l’ascension  droite  et  la  déclinai- 
son sont  A et  D,  en  s'éloignant  de  ce  dernier. 

D'autre  part,  de  la  troisième  des  formules  (i  t}  du  n°  9 appli- 
«piiie  au  cas  qui  nous  occupe,  on  déduit 


sin' A 

-+-  [sin  3 cos  D — cos 3 sin  D eus  (a  — A)]  r/A  , 


ou  liien 


eus 3 sin  (a  — a) 

(!/>=-{ ' r/D 

sin’ A 


[ sin  3 cosD  — cos3sinDcos  (a  — A )1  dA  ; 

sm’A  ^ I IJ  > 

ai  . 
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par  conséquent,  si  p'  est  la  valeur  que  donne  l'observation  (*) 
pour  l’an(;le‘de  la  dii  crtion  du  mouvement  propre  et  «lu  cercle  de 
déclinaison,  si  p est  la  valeur  obtenue  par  le  calcul  à l'aide  «les 
valeurs  approebées  A et  D,  rbaque  étoile  donnera  une  équation 
de  la  forme 


o—p—p  -+ 


cosiîsin  {u.  — A) 
sin’  A 


/D 


cos  D 
sin’ A 


[sin^  cosD  — cos^ sinD  cos  (a  — A )]«•/  A , 


ou  bien 


O = (p  — p')  sin  A 
cosD 


cosiîsin  (a  — A) 


sin  A 


sin  A 


[sinJcosD — cosiîsinDcos  (a. — A)]i/A; 


et,  en  traitant  par  la  méthode  des  moindres  carrés  les  é«piations 
fournies  par  un  grand  nombre  d'étoiles,  on  trouvera  les  valeurs 
les  plus  probables  de  r/A  et  dD. 

Telle  est  la  méthode  suivie  par  Argelander  pour  déterminer  la 
direction  du  mouvement  du  système  solaire  [Mitronomische  iS'acli- 
richlen,  n°  363).  Bessel  avait,  dans  ses  Fundnmcntn  Astrono- 
mi<e,  trouve  les  mouvements  propres  d’un  grand  nombre  d’étoiles 
par  la  comparaison  des  observations  de  Bradley  et  de  Piazri.  Ar- 
geiander  choisit  dans  toutes  ces  étoiles  celles  qui,  dans  l'inter- 
valle de  45  ans,  de  i-jSS  à 1800,  avaient  un  mouvement  propre 
pluS  grand  que  5",  et  détermina  leurs  mouvements  propres  d'une 
manière  plus  précise  en  comparant  les  anciennes  observations  de 
Bradley  avec  celles  qu'il  fit  lui-ménie  h l'observatoire  d'Abo  (**). 


(')  Les  quantités  doiinies  par  Pobservalion  directe  sont  les  dinercuert 
a' — K et  0'  — d;  l'angle  p'  s'en  déduit  par  la  formule  * 

tang/>  = — -,  coso  . 

0—0 

(*•  ) Ar^/ander,  DLX  Jte//ûrum  Ji-rarum posiitonfs  fned/æ  iufunlr  nnno  l83o. 
Heloinorortie,  i833. 
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Pour  calculer  la  clirerlion  du  inouvcmenl  du  système  solaire,  il 
employa  3go  étoiles  dont  le  mouvement  propre  annuel  surpassait 
o",i . Il  les  partagea  en  trois  groupes,  d’après  la  grandeur  de  leurs 
mouvements  propres,  et  déduisit  isolément  de  cliaeiin  de  ces 
groupes  les  corrections  r/ A et  rfD  des  valeurs  adoptées  pour  A et  l). 
Les  trois  nombres  obtenus  sont  sensiblement  concordants,  et  leur 
moyenne  prise  en  tenant  compte  de  la  précision  de  chacune  de 
ces  déterminations,  donne  les  valeurs  suivantes  pour  les  coor- 
données A et  D,  rapportées  è l’équateur  et  à l'équinoxe  de  i8uo, 

A =:  259”  5 1 ',  8,  D = -1- 32"  2g',i, 

valeurs  qui  s’accordent  très-sensiblement  avec  celles  adoptées  par 
Herscliel.  Lundahl  se  servit,  pour  déterminer  ce  même  point,  de 
i47  étoiles  differentes  des  précédentes,  et,  en  comparant  les 
positions  de  Bradley  à celles  données  par  le  Catalogue  des 
1 1 12  étoiles  de  Pond  pour  i83o,  il  trouva  [Astronomische  Nuch- 
richten,  n”  398) 

A — 252"  "4’>  4>  D = -+-  1 4"  26',  I . 

Une  discussion  de  ces  deux  déterminations  a été  faite  par  Arge- 
lander,  et,  en  ayant  égard  è leurs  erreurs  probables,  il  en  a déduit 

A = 257"  5g',  7,  D = -t- 28°4g'>7- 

Des  recherches  semblables  ont  été  faites  par  Otto  Struve  et 
plus  récemment  par  Galloway.  Struve  compara  ^00  étoiles 
observées  h Dorpat  aux  positions  données  par  le  Catalogue  de 
Bradley,  et  trouva  • 

A = 26i°2i',8,  D = -(- 37"  3(>',o. 

Galloway  se  servit,  dans  ses  recherches,  des  étoiles  australes,  et 
par  la  comparaison  des  observations  faites  par  Johnson  à Sainte- 
Hélène,  et  par  Henderson  au  cap  de  Bonne-Espérance,  avec  celles 
de  Lacaille,  il  obtint 

A = 26o"i',  d = -I- 34°2.3'. 

Le  travail  le  plus  considérable  sur  celte  question  est  celui  de 

21. 
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Maîilli  r,  qui  obtint,  avrc  iin  Irùs-graïul  nombro  d’étoiles  (*), 


■ A = ?,(ji“38',8,  D = -H  3t)"53',<). 

Tonies  res  valeurs  s’acconlent  sensiblement  entre  elles,  et  par 
conséfpient  le  point  vers  lequel  est  emporté  le  système  solaire 
est  ainsi  détf  rminé  avec  autant  d'exactitude  que  le  permet  la  diffi- 
rullé  de  rcl  important  problème. 


101.  f'alviir  absolue  thi  moueement  prn/.rc  du  Soleil.  — Con- 
staule  de  lu  /iivecssion.  — I.a  formule 


tang  P =: 


cos  D sin  (a  — A ) 

siii  ü cos  j — cos  D .sin  5 cos(a  — A) 


où  l’on  emploie  la  moyenne  des  valeurs  trouvées  pour  A et  D, 
permet  de  déduire  des  observations  de  eliaque  étoile  une  direc- 
tion suffis.imment  approchée  de  ce  mouvement  parallactique.  Si 
l’on  rpunaissail  en  outre  pour  chaque  étoile  la  valeur  du  mouve- 
ment annuel  suivant  celle  direction,  on  pourrait,  pour  chacune 
d’elles,  calculer  les  variations  annuelles  en  ascension  droite  et  en 
déclinaison  qui  résidlent  de  ce  mouvement  parallacticpie,  et  les 
ajouter  aux  équations  de  condition  données  dans  le  n”  09  pour 
déterminer  la  constante  de  la  précession.  Ce  mouvemeut  paral- 
laclitpie  dépend  nécessairement  de  la  distance  de  l’étoile  au  Soleil, 
et  si  celle  dernière  était  connue,  il  serait  facile  d’obtenir  la  gran- 
deur absolue  de  ce  mouvement,  pour  une  distance  déterminée.  Kn 
effet,  en  posant 

^ P cos  G = cos 

^ sin  G = sin  S,  cos  (a,  — A), 
les  étpialii/ns  des  deux  numéros  précédents  donnent 


. t « • K.  cos  D . , 

O ==  ï -I-  dm,  -(-  du,  lange,  stn  sin  I »,  — A , 

A coso, 

O = »'  -H  du,  cos  »,  H ÿ sin  (G  — D). 

À 


(")  lin’  r.if^rnheweffungen  drr  Fixstetm  n in  ihrtr  Dieivhung  tum  Gesammt- 
Vtlenif  Mxdlkr;  Oorpal,  iS-Hi. 
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Si  i était  connu,  ers  éqiiiilinns  prrinrllraiont  de  ralridor  la 
j;randriir  K,  c’csI-.N-dirc  le  moiivonicnt  du  Sideil  e\|irinié  en  sp- 
pondes  pour  une  distatuc  égale  à l’unité  adoptée,  et  les  gran- 
deurs dm,  et  tin,  indépendantes  du  mouvement  itarallaetupie  des 
étoiles;  comme  on  ne  connaît'pas  les  distances  des  étoiles,  ce  pro- 
cédé est  inapplicalilo.  O.  Struve  tourna  la  difficulté  en  adoptant 
pour  A les  valeurs  liypntliétiques  données  par  AV.  Struve  danssi's 
Éludes  d’Jslinnomie  sirllnirr.  Cet  astronome  y groupe  les  étoiles 
d’après  leur  éelat  ; et  du  nomlire  des  étoiles  contenues  dans  cha- 
que classe,  ainsi  que  de  leur  plus  ou  moins  grande  condensation, 
il  déduit  les  rapports  des  movennes  distances  ati  Soleil  des  étoiles 
de  tlifférentes  classes  (*).  O.  Struve  compara  les  (d)scrvations  de 
:joo  étoiles  faites  par  AV.  Struve  et  Preuss  à Dorpal  avec  les  ob- 
servations faites  jiarllradley.  Ku  négligeant  d’abord  le  mouvement 
général  du  systènie  solaire,  les  ascensions  droites  et  les  déclinai- 
sonsliii  donnèrent,  pour  les  corrections  de  la  constante  de  la  préces- 
sion, deux  valeurs,  l’une  positive  et  l’autre  nég.itive,  et,  par  suite, 
contradictoires.  Mais  en  tenant  compte  du  mouvement  propre 
du  Soleil,  il  trouva  les  corrections  i",i6  à l’aide  des  ascen- 
sions droites,  et  -t-  o",G(À  à l’aide  des  déclinaisons.  En  ayant  égard 
ensuite  à leurs  erreurs  probables,  il  obtint,  pour  la  valeur  de  l.i 
constante  de  la  préression  en  i 790,  le  nombre  5o",2344<)>  valeur 
plus  glande  de  o",  01 343  que  celle  donnée  par  Bcssel.  Il  en  dé- 
duisit, pour  le  mnnvement  angulaire  annuel  du  Soleil,  vu  è 
angle  droit  et  de  la  distance  des  étoiles  de  première  grandeur, 
-t-  o",  39. 1 avec  les  ascensions  droites,  et  •+•  o",  3.57  avec  les  dé- 
clinaisons. Mais  on  ne  doit  pas  oublier  <pie,  nnig'ré  sa  précision 
apparente,  cette  détermination  de  la  i (instante  de  la  precession  et 
du  mouvement  du  Soleil  rejiose  sur  le  rapport  hyjiothetique  des 


(*)  SiniTo  pionü  |>otir  tiiittr  la  (U»UiiCti  (Puoo  i-loilctlc  prrmièie 
(Ictir  cl  ;iüo|)tc  2«.s  humbres  ÿuiAunU  : 


Pour  la  üivlnncc  d'une  rtotic  de 


a'' 

6*^ 


(trntulcur 

b 


* » / * 
9,^7 
3,;fi 
Ôi'h 
7, RG 
Il  ,3j 
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ilist.inces  moyennes  des  étoiles  de  différentes  grandeurs.  De  plus, 
il  ii'v  a pas  lieu  d’approuver  entièrement  le  choix  des  étoiles 
ipii  servent  de  base  à ce  calcul  : elles  sont  trop  peu  nombreuses, 
et  sont,  pour  la  plupart,  des  étoiles  doubles. 

Si  l’on  veut  tenir  compte  du  mouvement  du  système  solaire 
dans  la  détermination  de  la  constante  de  la  précession,  il  est 
peiit.être  préférable  de  ne  pas  introduire  les  rapports  hypothé- 
tiQues  des  distances  moyennes  des  étoiles  de  différentes  gran- 
deurs, mais  de  grouper  les  étoiles  en  classes  d’après  leurs  grandeurs 
ou  la  grandeur  de  leurs  mouvements  propres,  et  de  déterminer. 


pour  chaque  classe,  une  valeur  du  rapport  ^ et  de  la  correction  de 


la  constante  de  la  précession.  Les  valeurs  de  - trouvées  ainsi  peu- 


vent être  considérées  comme  des  valeurs  moyennes  |)our  ces 
différentes  classes,  et  les  valeurs  de  m et  de  n seront  indépen- 
dantes d’une  portion  au  moins  du  mouvement  parallactiipie, 
d'autant  |>lus  considérable  que  les  rapports  des  distances  des 
étoiles  d’une  même  classe  seront  plus  voisins  de  l’unité  {*). 

Celte  méthode  permet  d’avoir  égard  aux  variations  de  A et  D. 


Lu  effet,  SI  1 on  pose  - -=a, 


on  peut  donner  aux  équations  qui 


précèdent  la  forme 


o 


rliii,  -t-  tiri,  lang  S,  sin  x,  ■ 


cos  D 


cos  S, 

■ (cosD  — sin  Dr/D) 

' ' cos  S, 


cos  (a,  — A ) <■/  A 
O» 


o =v'  -I-  ftfii  cos  a,  — g cos{G  — D)fl  r/D 

-I-  cos  D sin  V,  sin  {a,  — A)  n r/A  -t-  ng  sin(G  — D)  ; 


ces  équations  peuvent  servir  è déterminer  pour  chaque  classe  les 
valeurs  les  plus  probables  de  a,  atlA,  nilD,  dm,  et  dn,.  Dans  le 


(•)  L’aulciir  <lo  col  Ouïraji'  a (Milrepri»  celle  recherclie  <le|uiit  mi  cer- 
l;iln  nombre  d'ann/'es,  ol  n n pu  jusqu'à  préîcnl  U lermincr.  Les  nioiive- 
mcnls  propres  y sont  •léduiU  de  la  comparaison  dca  observations  de 
Bradloy  avec  celles  failc.H  par  Henderson  à Edimbourg.  Les  valeurs  des 
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cas  où  l'on  adopte  les  rapports  des  distances  données  par  Striive, 
la  valeur  de  l'inconnue  a,  déduite  de  ces  éipiatinns,  dans  lescpielles 

on  a multiplié  son  coefficient  par  iloit  être  la  meme  pour  toutes 

les  classes,  [f'oir,  sur  le  même  sujet,  un  travail  d'Airy  dans  le 
volume  XXVllI  des  Mrnioirs  nf  the  Royal  Astronomical  Society.) 


102.  Réduction  de  la  position  de  ta  Polaire  h une  époque  quel- 
conque. — Nous  pourrons  désormais  supposer,  et  cela  sans  erreur 
sensible,  qu'à  quelques  exceptions  près,  les  mouvements  propres 
des  étoiles  s'effectuent  sur  un  grand  cercle,  et  proportion- 
nellement au  temps.  Les  variations  annuelles  qui  en  résultent 
dans  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  d'une  étoile  seraient 
constantes  si  les  plans  auxquels  res  coordonnées  sont  rapportées 
conservaient  la  même  situation  par  rapport  à la  direction  du  mou- 
vement propre  de  l'étoile.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  ces  plans  se 
déplacent;  les  variations  annuelles  rapportées  à ces  mêmes  plans 
sont  donc  variables,  et  il  est  nécessaire  d'en  tenir  compte,  an  moins 
pour  les  étoiles  très-voisines  du  pôle. 

Les  formules  qui  servent  à transformer  les  coordonnées  po- 
laires rapportées  à l'équinoxe  du  temps  t' , en  coordonnées  rap- 
portées à l'équinoxe  du  temps  t,  sont,  d'après  le  n”  59,  ’ 

cos  J'  sin  (*'-(-«'  — *')  = cosi  sin  (a  -l-o  -t-  *), 
cos  J*  cos(ï'  -4-  o'  — *’)  = cos3  cos(a-t-fl  -t-i)  COS0  — sin  5 sin  e,  • 
sini'  = cosS  cos(a  -(-  <i  -)-  s)  sin©  -+-  sin  jcos©. 


où  a et  a'  désignent  la  préerssion  planétaire  pour  les  temps  t et  t'. 


mouvomenls  parallacliqucs  annuels  des  éloilca  de  dilTereales  grandeurs  sont 
les  tiiivanlos  : 

Pour  3a  étoiles  de  grandeur  3-4 o",o68985  ± o,oio  964 

>75  > 4 (>',069715  ± o,oo6584 

• 71  s 4'^ o',0|6 81 1 ± 0,0069^5 

s 284  •>  à o',oago'|3  ± 0,002  446 


On  a esclu  do  celio  recherche  les  étoiles  dont  le  mouvement  propre  ex> 
cède  o',3. 
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et  Z,  I et  6 des  i|tianlitps  niixiliaircs  obtenues  à l'aide  des  for* 
mules(A)  du  n°  59.  F.n  raison  de  la  petitesse  des  mouvements 
propres  on  peut  négliger  leurs  carrés  et  leurs  produits,  et  en  se 
rappelant  que  les  formules  précédentes  sont  déduites  d'un  triangle 
sphérique  ayant  pour  côtés  90" — S',  90"  — 3 et  0,  et  pour 
angles  a + a z,  180°  — a'  — + z'  et  c,  on  obtient,  d'après 

la  première  et  la  troisième  des  formules  (1  1)  du  n"  9, 

à3'  ::=y&3  COSC  — Aa  sin0  sin  (a'  -h  fl'  — z'), 
cos  J’  A a'  = Ai  sin  f -t-  A a cosi  cosri 


en  remplaçant  sine  et  cosc  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
autres  élémeiils  du  triangle,  on  aura 


I Aa'  = Aa[cos0  -t-  sin0  lang  J'  cos  (a'  -f-  «'  — z')  ] 

1 Ai.  siti{  a'  -h  II'  — z') 

I -t-  sin0  — , 

j cos  i cos  i 

j Ai'  = — A a sin  O sin  ( a'  -t-  fi'  — z'  ) 

I r ■ 

I -+-  iCOsi’  |cos0  + sin0  langi'  cos  (a'  -h  «'  — 

coso  '• 


)]'. 


et  de  même 


(*: 


Aa  = Aa'  [cos0  — sin0  langi cos(  a a -+-  z)] 
Ai'  . sin  (a  4-  o z) 

— «"W  ® 'cüs’i  ’ 

I A i = A a'  sin  0 sin  (a  yt-  « -H  z) 

Ai 


cosi[cos0  — sin  0 tang  i cos  (a  + n 4-  z)]. 


Exkuple.  — L’ascension  droite  et  la  déclinaison  moyennes  de 
la  Polaire  au  commencement  de  rj55  étaient 

a=  io"fi5'44".9';5,  i = -t-87''59'4i",i2; 

en  y ajoutant  la  précession,  on  trouve,  pour  la  position  de  la  Po- 
laire au  commencement  de  i85o, 

a'  = !(>'’  i2'.5Ü",9I7,  i'  = -i-  88"  3o' 34", 680. 
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D'après  les  Tttbulte  Rrgiomnntnnæ  île  Bcssel,  les  eonrilonnées  de 
la  Polaire,  à la  même  époque,  étaient 

a'  = i6“  i5'  i9'',53o,  5'  — + 88“3o'34",8<)8. 

I.a  tlifférence  entre  ces  deux  valeurs  provient  dti  mouvement 
propre  de  la  Polaire  ; on  en  coitelut  tpie,  dans  l'intervalle  de  t ^55 
à t85ii,  il  a pour  valeur 

-t-  2'22",6i3  en  ascension  droite, 

+ O ,218  en  déclinaison. 

Rapportées  à l’équateur  de  i85o,  les  variations  annitclies  de  l'as- 
cension droite  et  de  la  déclinaison  de  la  Polaire  dites  à son  mou- 
vement propre  sont  donc 

A a'  = -t-  1 ",  5o  I 1 8g,  A }'  = -I-  o",  002  2g5. 

Si  maintenant  on  veut  olilenir  le  moitvement  propre  de  la  Po- 
laire rapporté,  par  exemple,  à l'équateur  de  i^55,  on  emploiera  . 
les  formule»  (é),  et  l'on  trouvi  ra 

0 = o°3t'  45",  600,  = ti"32'  g",53o, 

d'où 

Aa  = -4- t",  1 o83G,  Aô  = -t- o", oo5oG3. 

f'nriabilité  de  ctrlnins  mnui'cments  propres.  — Cnmpngnon 
de  Sirius.  — Pour  les  étoiles  voisines  du  pèle,  les  variations 
du  mouvement  propre  annuel  en  ascension  droite  et  en  déclinai- 
son s'exfdiqitcnt  par  les  déplacements  des  plans  fondamen- 
taux. Mais  il  est  d'autres  étoiles,  comme  Sirius,  Procyon,  dont 
les  distances  polaires  sont  considérables,  et  cependant  dont 
les  observations  faites  à des  époques  éloignées  présentent,  après, 
correction  du  mouvement  parallactique,  des  différences  cotisidé- 
rables  (|tii  ne  peuvent  être  attribuées  aux  erreurs  d’observation. 
Cette  erreur  résiduelle,  ce  résidu,  Bessel  l’a  remarqué  le  premier 
sur  Sirius  et  sur  Procyon,  et  l’a  attribué  dans  chaque  cas  à l'at- 
traction d'un  corps  invisible  et  de  masse  considérable  place  dans 
le  voisinage  de  l’étoile.  Basant  ses  reclicrclies  sur  cette  hypothèse, 
Peters  à Altona  a déterminé  au  moyen  des  écarts  en  ascension 
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droite  de  Sirius  l’orbite  de  cette  étoile  autour  de  son  compagnon, 
et  a exprimé  par  la  fornuile  suivante  la  correction  qu’il  faut  .ap- 
porter à l’ascension  droite  de  Sirius  : 

tj  — o'.  Il’)  -t-  o’,ooo5o(t  — 1800)  -(-  o‘,i7i  sin  («  -j-  77"44’  )> 

l’angle  u est  donné  par  l’éipiation 

M = 7", i865  {t  — 1791 ,43i)  = « — 0,7994  sin  u, 

7“,i865  élanl  le  moyen  mouvement  de  Sirius  autour  du  centre 
de  gravité  du  système. 

D'u'près  les  recherches  de  Safford  à Gimbridge,  les  déclinaisons 
de  Sirius  ont  aussi  une  variation  périodique,  et  l’on  doit,  pour  en 
tenir  compte,  appliquer  aux  déclinaisons  observées  la  correction 

<7'  = -h  o",56  -t-  o",o202  (/  — 1800)  -f- 1",47  sin  u -t-  o"5i  cosi/, 

dans  laquelle  n a la  même  signification  que  dans  l'équation  pré- 
cédente (*;. 


(*;  A.  C'nrke  drcoiivrit  en  1861,  à Chicsf;o,  ce  compagnon  obscur  de 
Sirius,  à une  distance  de  celte  lûoile  de  8”  entiron. 

Consulter  sur  le  mouvement  propre  de  Sirius  : Notices  asironomiijurs  de 
Brunnow,  n°  28. 


I 
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CHAPITRE  V. 

DÉTERMINATION  DE  LA  POSITION  DES  GRANDS  CERCLES  FIXES 
DE  LA  SPHÈRE  PAR  RAPPORT  A L’HORIZON  D’CN  LIEU. 


Nous  avons  déji  montré  (n“’  91  et  92)  comment,  au  moyen 
(l’un  instrument  méridien  parfaitement  stable,  on  peut  détermi- 
ner, par  rapport  à l'horizon,  les  positions  des  grands  cercles  fixes 
de  la  sphère  céleste.  En  effet,  si  la  ligne  de  collimation  de  l'in- 
strument décrit  un  grand  cercle  vertical,  il  sera  facile,  au  moyen 
de  l’observation  des  deux  culminations  d’une  circompolaire,  d'ame- 
ner cette  ligne  de  collimation  à décrire  le  méridien,  et  de  déter- 
miner ainsi  le  plan  vertical  qui  contient  le  pôle  de  l’équateur.  On 
reconnaît  que  ce  résultat  est  obtenu,  lorsque  l’intervalle  de  temps 
compris  entre  les  deux  observations  est  de  -I- Aa,  A a étant 

la  variation  de  l’ascension  droite  apparente  pendant  cet  inter- 
valle de  1 2*'. 

L'instrument  étant  ainsi  dans  le  méridien,  l’observation  des  dis- 
tances zénithales  d’une  étoile  à ses  deux  culminations  donnera  la 
latitude,  car  son  complément  est  égal  à la  moyenne  arithmétique 
des  deux  distances  zénithales  corrigée  de  la  réfraction  et  aug- 
mentée de  lu  demi-variation  — de  la  déclinaison  apparente  dans 

l’intervalle  des  observations.  De  plus,  la  délennination  de  l’heure 
du  passage  au  méridien  d’une  étoile  dont  l’,sscension  droite  est 
connue,  donne  l’angle  horaire  à cet  instant  de  l’équinoxe  du  prin- 
temps, ou  le  temps  sidéral  ; et  si,  au  meme  instant,  on  fait  dans 
un  autre  lieu  une  détermination  semblable,  la  différence  des  deux 
temps  observés  sera  égale  à la  différente  d(»  angles  horaires  de 
l’équinoxe  du  printemps  aux  deux  lieux,  ou  à la  différence  de 
leurs  longitudes  géographiques.  Il  s’agit  maintenant  de  connaître 
les  méthodes  qui  permettent  de  s’assurer  de  la  simultanéité  d<s 
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deux  observations,  ou  au  moins  <lc  déterminer  la  diffori  nre  des 
époques  d'observation  aux  deux  lieux. 

Ia?s  méthodes  les  plus  simples  et  les  plus  exactes  reposent  sur 
l’emploi  d'un  instruuieiit  des  hauteurs  établi  il’une  façon  stable 
dans  le  méridien;  mais  on  peut  enrore  déterminer  la  position  du 
zénith  par  rapport  au  pôle  et  celle  de  l’é-quinoxc  du  printemps, 
en  observant  hors  du  méridien  les  coordonnées  rapporté-es  à l'ho- 
rizon d’étoiles  connues  ; celte  marche  donne  lieu  à un  grand 
nombre  de  procédés  (jui  permettent  aux  voyageurs  et  aux  ma- 
rins de  faire  ces  déterminations  avec  plus  ou, moins  d’avantages, 
suivant  les  circonstances,  et  qu’on  peut  d’ailleurs  suivre  toutes  les 
fois  cpie  l’on  mamjue  des  moyens  nécessaires  à l’cmiiloi  des  mé- 
thodes indiquées  précé'demmcnt. 

Pour  exprimer  les  relations  (|ui  existent  entre  la  hauteur  i t 
l’azimut  d’une  étoile,  son  ascension  dioite  et  sa  déclinaison,  le 
temps  sidéral  et  la  latitude  du  lieu  d’observation  , nous  avons 
trouvé  les  formules  suivantes  : 

sin/r  =:  sin  y sin  J -+■  cos  y cos  J cos  (0  — a), 

cos  O)  tangJ  . , , 

cot  A == ^ ^ — 4-  sin®  cot  (0  — o). 

sin(0  — a) 

Ces  éejuations  montrent  que,  par  l’observation  de  la  hauteur 
ou  de  razimiil  d’une  étoile  connue,  on  peut  déterminer  le  temps 
si  la  latitude  est  connue,  ou  la  latitude  si  le  temps  est  connu. 
Par  conséquent,  on  aura  la  latitude  et  le  temps  sidéral  en  combi- 
nant deux  observations  de  hauteur  ou  d'azimut  de  la  même 
étoile,  ou  bien  les  observations  de  <leux  étoiles  connues. 

On  devra,  dans  toutes  ces  déterminations,  corriger  les  obser- 
vations de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe  diurne  (si  l’astre  ob- 
servé n’est  pas  une  étoile  fixe),  et,  dans  le  calcul,  employer  les 
positions  apparentes.  1,’instrument  dont  on  se  sert  pour  ces 
observations  est  un  altazimiit  installé  de  telle  sorte  que  la  ligne  de 
collimation  de  la  lunette  décrive  un  cercle  vertical  ]>endant  le 
mouvement  de  rotation,  [foir  n"  12  du  second  volume.)  On  peut 
aussi,  dans  le  cas  où  l’on  n’observe  que  les  bauteurs,  se  servir 
d’un  instrument  de  réflexion  avec  lequel  on  mesure  l’angle  com- 
pris entre  l'étoile  et  son  image  donnée  par  un  horizon  artificiel. 
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c’cst-;<-dire  le  ilnoble  de  sa  liaulciir.  Dans  le  cas  c.ù  l’on  emploie 
un  altazimiit,  on  peut,  comme  avec  un  instrument  méridien, 
déterminer  le  point  zénillial  du  cercle  au  moTen  d’un  horizon 
ai'tificiel,  ou  bien  encore  observer  l’étoile  dans  une  première 
|K)sition  de  l’instrument  , et  recommencer  l’observation  aprt's 
avoir  fait  tourner  celui-ci  de  180"  autour  d’un  axe  vertical. 

Soient  Ç et  5'  les  lectures  faites  aux  deux  époques  « et  0',  — 

(t  0 

Z 

et  les  dérivfts  <le  la  distance  zénithale  (n"  o3)  correspondantes 

■à  l’époque  0,  = Z la  lecture  correspondante  au  zénith  ; 

nous  aurons,  pour  les  lectures  réduite^  à la  moyenne  des  temps, 
eu  supposant  que  dans  h première  position  Uu  cercle  les  lectures 
croissent  dans  le  même  sens  que  les  distanres  zénithales, 


,,  + Z_i;  + ^f0,-0)  (0  _ 0,)., 


Z - Z.  _ î'  + A (0'  - 0.)  + ; («'  _ e.)>. 


La  distance  zénithale  correspondante  à la  moyenne  des  temps 
a donc  pour  valeur 

z.  = i(!;-i;')-i^(0'-0)’. 


si  l’étoile  a été  observée  directement  et  par  réflexion,  le  pre- 
mier membre  de  la  seconde  équation  doit  s’écrire  180“  — z,  -I-  Z, 
en  conservant  la  même  convention  pour  le  sens  dans  lerpicl  crois- 
sent les  lectures,  et  celle  seconde  équation  devient 

= (e'-e)’  l*'- 


( * ) Nous  supposons  ici  qiio  c'en  le  même  point  «lu  cercle  qui  corrcipr>ntl 
au  sênilh  daus  les  deux  positions  tic  rinslrumcni.  Hotir  s'cri  assurer,  on 
adapte  au  cercle  un  nîvoati  dont  la  bulle  se  déplace  quand  une  ligne  li\e 
du  cercle  change  d'inclinaUon  par  rapport  à lu  verticale,  (.'e  niveau  tn>> 
«liqiiA  «lonc  la  vatiaiion  du  point  rcnithal  et  donne  on  même  temps  lu 
moyen  de  la  mesurer.  ( Voir  13  du  second  Tolume.) 
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Pour  observer  avec  cel  instrument  l'aximut  d'un  astre,  il  faut 
encore  déterminer  le  point  du  cercle  horizontal  fjui  correspond  au 
méridien  ou  le  zéro  des  azimuts;  noos  donnerons  plus  tard  les 
méthodes  qui  permettent  d’effectuer  cette  détermination,  et  sup- 
poserons actuellement  que  ce  point  est  connu.  Soient  L,  et  L les 
lectures  du  cercle  qui  correspondent  au  méridien  et  >\  Tazimut  A, 
on  aura 

A = ±:  (L  — L,  , 

suivant  que  les  lectures  croissent  ou  décroissent  flans  le  sens  des 
azimuts. 


I.  — Détermination  m méridien  01:  d'un  azimut  absolu. 


103.  Méthode  des  plus  grandes  hauteurs.  — La  méthode  la 
plus  simple  pour  trouver  la  direction  du  méridien  est  fondée  sur 
l'observation  de  l'instant  où  un  astre  atteint  sa  plus  grande  hau- 
teur au-dessus  de  l'horizon;  avec  un  instrument  des  hauteurs 
on  observe  le  Soleil,  par  exemple,  et  on  admet  que  cet  astre  est 
dans  le  méridien  aussitôt  que  sa  hauteur  cesse  de  varier.  Cette 
méthode  est  employée  en  mer  pour  trouver  approximativement 
l’instant  du  midi  vrai;  elle  est  nécessairement  très-incertaine,  car 
au  méridien  la  hauteur  de  l'astre  atteint  son  maximum,  et,  par 
suite,  n’éprouve  que  de  petites  variations  avant  et  après  la  cul- 
mination. 


Méthode  des  digressions  de  ta  Polaire.  — Une  autre  méthode 
repose  sur  l'observation  des  plus  grandes  digressions.  Nous  avons 
vu  (n"  .')5)  que  l’angle  horaire  de  plus  grande  digression  d’une 
circompolaire  était  donné  par  l’équation 


tanc  f 

cost  = ^ ou 

tangd 


lang’ 


t' sin  (J  — If) 

2 ~ sin  (lî  H-  f )’ 


et  qu’à  cette  époque  le  mouvement  de  l’étoile  était  perpendicu- 
laire à l’horizon;  le  mouvement  en  azimut  est  donc  nul,  puisque 
le  cercle  vertical  est  tangent  au  parallèle  de  l’étoile.  Or  si,  avec 
Un  instrument  azimiital  dont  la  ligne  de  collimation  décrit  un 


Digitized  by  Google 


DfiTKRMINATlON  DU  MËRIDIEX. 


335 

cercle  vertical,  on  veut  suivre  une  semblahlc  étoile,  il  faudra  en 
général,  pour  conserver  l’étoile  sous  la  croisée  des  fils  du  réticule, 
déplacer  la  lunette  sur  son  cercle  vertical  et  faire  tourner  celui-ci 
par  rapport  au  cercle  azimutal,  tandis  qu'à  l'époque  de  la  plus 
grande  digression  il  suffira  d’un  déplacement  vertical  de  la  lunette. 
Aussitôt  que  ce  résultat  est  atteint,  on  lit  sur  le  cercle  azimutal  la 
position  de  l’instrument,  puis  on  recommence  la  meme  opération 
de  l’autre  côté  du  méridien,  et  si  a et  a'  désignent  les  deux  lec- 
tures, ^ donnera  le  point  du  cercle  qui  correspond  au  mé- 
ridien. Il  convient,  pour  appliquer  cette  méthode,  de  choisir  l’é- 
toile polaire  à cause  de  son  éclat,  et  aussi  parce  qu’en  raison  de 
la  lenteur  de  son  mouvement  elle  reste  plus  longtemps  à sa  plus 
grande^digression. 

Méthode  des  hauteurs  correspondantes.  — A des  angles  ho- 
raires égaux  de  part  et  d’autre  du  méridien  correspondent  aussi 
des  hauteurs  égales;  il  en  résulte  que  si,  à des  époques  différentes, 
on  a observé  une  étoile  à la  même  hauteur,  on  a,  par  là  même, 
déterminé  deux  cercles  verticaux  également  distants  du  méridien. 
Ainsi,  après  avoir  fait  coïncider  l’image  d’une  étoile  avec  la  croi- 
sée des  fils  du  réticule  d'un  instrument  azimutal  et  lu  la  position 
correspondante  du  cercle  azimutal,  on  attendra  qu’apres  sa  cul- 
mination l’étoile  vienne  encore  coïncider  avec  la  croisée  des  fils 
de  la  lunette  dont  la  hauteur  n’a  pas  varié;  on  fera  de  nouveau  la 
lecture  sur  le  cercle  azimutal,  et  lu  moyenne  arithmétique  des 
deux  lectures  donnera  le  point  du  cercle  qui  l'orrespond  au  mé- 
ridien. 

Si,  dans  ces  observations,  on  emploie  le  Soleil  dont  la  décli- 
naison varie  dans  l’intervalle  des  deux  observations,  il  faudra  faire 
subir  une  petite  correction  à la  direction  trouvée  pour  le  méri- 
dien. En  effet,  différentions  l'équation 

sind  siny  sinô  — cosy  cos/t  cosA 

en  n’y  considérant  comme  variables  que  A et  i,  nous  aurons 

cosS  dS  dS 

«A  = ; — r-^  = : — • 

cosf  cos/i  sin  A cosysinr 
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Ainsi  Ai$  (lcsi(;nant  la  variation  de  ia  déclinaison  pendant  l’inter- 
valle des  deux  observations,  et  les  divisions  croissant  dans  le  nu-nie 
sens  que  les  azimuts,  il  faudra  de  la  moyenne  arithmétique  des 
lectures  retrancher  la  quantité 

A 5 cos  S Ad 

3 cosy  cos/t  sin  A acosfsinr 

Méthode  des  ctilminntions  d'une  cireompolnire.  — La  quatrième 
méthode  est  identique  avec  celle  qui  a été  donnée  au  n°  91  pour 
l'installation  exacte  d'un  instrument  méridien.  On  observe  les 
époques  où  une  circumpolaire  a le  meme  azimut  au-dessus  et  au- 
dessous  du  pôle;  le  plan  dans  lequel  se  meut  l'instrument  coïn- 
cidera avec  le  méridien  si  l'intervalle  compris  entre  les  deux  ob- 
servations est  égalà  lah-oü-  Axétantia  variation  dejJ'ascen- 

sion  droite  apparente  pendant  l'intervalle  des  observations.  Si  cette 
condition  n'est  pas  réalisée,  on  trouvera  la  valeur  de  l'azimut  de  la 
manière  suivante.  L'azimut  étant  compté  i>  partir  du  point  nord, 
et  non  plus  du  point  sud,  la  première  obseivation  donne 

cos  A sinA  = coîd  sinr, 

cos/(  cüsA  = sin  J cosy  — cosd  siny  cosr. 


(t  la  seconde,  faite  au-dessous  du  pôle, 
cosA'siriA  = cos^sin/', 
cos/i'  cos  A — sini  cosy  — cos  J siny  cos/'; 


.ajoutons  la  première  et  la  troisième  de  ces  é(|uations,  retranchous 
lu  seconde  de  la  (|uatrième,  et  divisons  les  résultats  membre  a 
membre,  nous  aurons 


tang  A = rot  j (/'  — /' 


tang  ï (A  -t-  A')  tang  | (A  — A' 


Si  /' — / dilfére  peu  de  ta*'  *''',  qo" — {•  (/' — /),  et^r.ir  suite  A, 
sera  un  petit  angle,  et  comme  -J  (A  -t-  A'  ) et  | (A  — A')  sont  alors 
presrpie  égaux  respectivement  à y et  go"  — i,  l'éipialion  précé- 
dente peut  s’écrire 

cosftangd 
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104.  Détermination  de  la  direction  du  méridien  ou  île  l’azimut 
d'un  astre  quand  on  connatt  le  temps  et  la  lalituds  du  lieu.  — Ces 
méthodes  ne  supposent  pas  que  le  temps  et  la  latitude  du  lieu  soient 
connues,  ou  du  moins  n’en  exigent  qu'une  connaissance  appro- 
chée. Mais  si  Ton  possède  leurs  valeurs  exactes,  chaque  obser- 
vation faite  avec  un  cercle  aziiiiutal  permet  de  trouver  le  |>oint 
méridien  du  cercle;  il  suffit  de  comparer  la  lecture  du  cercle  avec 
l’azimut  déduit  des  équations 

!cos4  sin  a = -t-  cos  J sin  r, 
cos/i  cosA  = — sinj  cosq  stn  q cosf  cost. 

Si  l’on  fait  une  série  d’observations  de  ce  genre,  il  n’est  pas 
* nécessaire  de  calculer  ainsi  l’azimut  correspondant  à chaque  obser- 
vation, maison  peut  opérer  plus  brièvement.  Soient  0,  0', 

•les  époques  des  n observations,  0,  leur  moyenne  arithuiétiqm', 
A«  l’aziinut  correspondant  à l'époque  0,;  on  a 

rfA  rf’A 

A = A.-H  — (0-0.)  -f-;  — (0-0,)>, 

A'-A.-h  ~{0'-0.)H-;  -^(0-0.)’, 


et,  puisque 

0 — 0.  -t-  0’  — 0,  *4- . . . O , 
on  obtient,  en  ajoutant  toutes  ces  équations, 


A -t-A'-l-A'-l- ...  1 (/‘A 


A -I-  A'-l-  A"-t-,  . _ ^ rf»A 
n n do 


Il  sin’  ;(0  — 0,). 


On  a remplacé  les  quantités  j (0  — 0,)’  par  les  quantités 
2 sin’ y (0  — 0,',  qui  en  diflèrent  très-peu.  On  trouve  dans  tons 
les  Recueils  de  Tables  astronomi(|ues,  dans  celui  de  Warnstorff 
par  exemple,  des  Tables  commodes  qui  donnent,  avec  l’argu- 

I.  22 
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nient  t expi'imé  en  temps,  la  valeur  de  2 sin’ - exprimée  en  sc- 
eoiul«  s d'arc.  D’après  le  n°  .'i3,  on  a encore 


~dO 


cos®  sin  A, 

‘ — (cos/;,sino  -+- 2 coso eos A,). 

cosVi,  70/ 


Par  consi'qiicnt,  si  à la  moyenne  nrillimélii|ue  de'loules  les 
lectures  on  ajoute  la  i|uantité 


cosçsinA,  , . A , , ï2sin=J(6)  — ©,) 

— r — (cos/t,  sina -4-  2 cos»  cos A„) — . 

cos'/i,  ‘ T «I  n ■ 


on  obtient  une  valeur  A,  tpic  l’on  devra  comparer  à l’aximut  donne 
par  les  formules  (17),  pour  répoi|ue  / = 0,  — x. 

La  différentiation  des  cijiiations  («),  ou  la  dernière  des  équa- 
tions différentielles  du  n"  36,  donne  ’ 


rfA 


cos  S cos /> 
cos/l 


<lt  — tang/i  sinA</y- 


sin  P 
cos/i 


>IS, 


relation  d’où  il  résulte  que  les  meilleures  déterminations  du  mé- 
ridien, faites  d'ajirès  cette  méthode,  seront  données  par  l’observa- 
tion de  la  Polaire  h l’époque  de  sa  plus  grande  digression,  car 
.alors  P est  égal  à t)o",  et  sauf  pour  les  fortes  latitudes  A est  voi- 
sin de  180”;  de  telle  sorte  (|u’iine  erreur  commise  sur  la  valeur 
du  temps  n’aura  aucune  influence  sur  l’azimut  obtenu,  et  iju’une 
erreur  commise  sur  la  latitude  aura  sur  celte  meme  quantité  une 
influence  irès  faiblej  le  point  méridien  du  cercle  sera  donc  ob- 
tenu ainsi  avec  une  grande  exactitude. 

Ce  point  une  lois  déterminé,  la  différence  des  doux  lectures  qui 
sur  le  cercle  correspondent  à ce  point  et  à un  objet  quelconque 
céleste  ou  terrestre  donnera  immédiatement  razimut  de  cet  ob- 

j«n- 


(")  Four  \ets  objets  terrestres,  et  dans  le  cas  où  In  lunette  est  fiTée  à 
IVstrémitt*  d'un  ai<*,  il  faui  faire  subir  à celte  dilTorence  une  petite  correc' 
lion.  (Voir  le  n**  12  du  second  volume.) 
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105.  Détermination  de  l’azimut  d'un  objet  terrestre  par  V ob- 
servation de  sa  distance  à un  astre,  ■ — On  penl  encore,  mais  avec 
moins  d’exaclitude  il  est  vrai,  et  à la  condition  <le  connaître  le 
temps  et  la  latitude,  déterminer  l'azimut  d’un  objet  terrestre  de  la 
façon  suivante  : au  moyen  d'un  instrument  de  réflexion  on  me- 
sure sa  distance  à un  astre  quelconque,  et  en  même  temps  on 
observe  sa  hauteur  au-dessus  de  l’horizon. 

En  effet,  la  connaissance  de  l’anole  horaire  de  l’étoile  à l’époque 
de  l’observation  de  la  distance  permet,  comme  nous  l'avons  vu 
au  n"  35,  d’obtenir  la  hauteur  h et  l'azimut  a de  l’astre;  et,  de 
plus,  le  trian;;le  formé  par  le  zénith  et  les  positions  apparentes 
de  l’astre  et  de  l’objet,  donne  l'é(piatinn 


{a)  cosA  = sin/;  sin  H -t-  cosA  cosH  cos(z/  — A) , 


où  H et  A représentent  lu  hauteur  et  l’azimut  de  l'objet,  et  A la 
distance  observée  {*).  On  trouve  ensuite  a — A par  la  formule 


(A) 


cos  (a  — A ) 


cos  A — sin/(  sin  H 
cos  A eus  11 


qui  donne  l’azimut  A,  puisque  a est  connu. 

L’équation  (A)  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  commode 
pour  le  calcul  logarithmique.  On  a en  effet 


et 


d’où 


I ■+■  cos (rt  — A)  = 


I — cos  {a  — A ) = 


cos  {H  A)  4-  cos  A 
cos  A eus  H ’ 

cos  (H  — A ) — cos  A 
eus  A cos  H 


tang’  j(a  — A)  = 


sin  |[A  — H -I-  A)  sin  j(H  — A -t-  A) 
cos  J-  (A  H H-  A)  cos  -4-  A — A}’ 


( *)  Dans  celte  formule  h 110  représente  pas  réellement  la  hauteur  calculée, 
mais  cette  hauteur  à laquelle  on  a ajouté  la  rcfraclion,  et  dont  on  a retranché 
la  parnilaie  si  Tastrê  est  le  Soleil.  De  même  H représente  la  hauteur  ob» 
servéü  atîectée  de  la  réfraction;  de  la  sorte  ces  qunnUtés  A cl  H peiireni 
entrer  dans  les  formules  en  même  temps  que  la  distance  mesurée  d. 

33t. 
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OU 

(B) 


tang’  ; (rt  — A) 


sin  (S  H)  sin  (S  — A) 
eus  S cos  (S  — 4) 


en  posant 


2 S = 4 + H -f-  //. 


Si  l’objet  est  à l’horizon,  H = o,  et  on  a simplement 

tang’;(n  — A)  = tang  i(4  + A)lang-;{4  — h). 

La  dilTérentialion  de  l’équation  la),  faite  en  y considérant  a — k 
et  4 comme  variables,  <lonne 


d(a  — A)  = 


sin  A 

cos  A cos  U sin  (a  — A 


dk. 


et,  d’après  le  n"  36, 


. cosiîcosw  , 

da  = — î-  dt. 

cos  A 


Celle  équation  montre  que,  pour  diminuer  l’influence  que  peut 
avoir  sur  A une  erreur  commise  dans  l’observation  du  temps  et 
dans  la  mesure  de  la  distance,  il  faut  prendre  l’astre  au  voisinage 
de  l’horizon,  car  s’il  était  près  du  zénith  le  dénominateur  cosA 
serait  très-petit. 

Rkmaeque.  — Quand,  à deux  époques  différentes,  on  a me- 
suré la  distance  d’un  astre  à un  objet  terrestre,  il  est  facile  de  cal- 
culer l’angle  horaire  et  la  déclinaison  de  cet  objet,  et,  par  suite 
aussi,  son  azimut  et  sa  hauteur. 

Soient,  en  effet,  T et  D,  / et  ^ l’angle  horaire  et  la  déclinaison 
de  l’objet  et  de  l’astre,  et  > le  temps  écoulé  entre  les  deux  obser- 
vations (dans  le  cas  du  Soleil  \ doit  être  exprimé  en  temps  vrai); 
les  deux  triangles  formés  par  le  pôle,  l'objet  et  les  deux  positions 
de  l’astre  donneront  les  relations 

cos  A = sin  J sin  D -t-  cosiî  cos  D cos  (f  — T) , 
cos  A'  = sin  (î  sin  D -+-  cosÆ  cosD  cos  (z  — T -f- 1). 

Au  moyen  d’une  méthode  de  calcul  que  nous  donnerons  au 
n"  116,  on  déduira  D et  t — T de  ces  deux  é<|uatiuns;  ces  va- 
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leurs  obtenues,  on  calculera  l'angle  horaire  f de  l’astre  pour  l’é- 
poque de  la  première  observation,  ce  qui  fera  connaître  T,  puis, 
avec  T et  D,  on  aura  facilement  A et  H [voir  n"  35)- 


II.  — DÉTBRMINATtON  DU  TEMPS  OU  DE  I.A  LATITUDE  A l’aIDE  d’UNF. 
SEULE  OBSERVATION  DE  HAUTEUR. 


106.  Détermination  du  temfis  par  l'observation  de  In  hauteur 
d'une  étoile.  — L’observation  de  la  hauteur  d’une  étoile  connue, 
en  un  lieu  dont  la  latitude  est  connue,  donne  immédiatement  l’angle 
horaire  au  moyen  de  l’équation 

sinA  — sinosin  j 

cos/ = — • 

cosf  cos  4 

Le  procédé  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  le  numéro  pré- 
cédent peut  encore  être  employé  pour  rendre  cette  équation  cal- 
culable par  logarithmes-,  en  introduisant  les  distances  zénithales 
au  lieu  des  hauteurs,  et  posant 


on  obtiendra 


2 S — Z -i-  y “t-  S , 


(A) 


tang’i/ 


sin  {S  — ç)  sin(S  — J)  _ 
cas  S cos  {S  — z)  ’ 


comme  cette  équation  ne  détermine  pas  le  signe  de  /,  il  faut  sa- 
voir de  quel  côté  du  méridien  l’observation  a été  faite  et  prendre 
/ positif  ou  négatif,  suivant  qu’elle  a eu  lieu  à l'ouest  ou  H l'est. 

Si  a est  l’ascension  droite  de  l'astre  observé,  le  temps  sidéral  0 
de  l'observation  est  toujours  égal  à / -(-  a;  dans  le  cas  où  l’on  a 
observé  le  Soleil,  l'angle  horaire  calculé  représente  le  temps  so- 
laire vrai. 

Exemple.  — Le  2g  octobre  1822,  le  D''  Westphal  a observé, 
à Abutidsch,  en  Égypte,  pour  hauteur  du  bord  inférieur  du 
Soleil , 

A = 33’42'i8",'; 

au  moment  où  le  chronomètre  marquait  20**  16" 20*.  Quel  était  le 
temps  correspondant?  On  doit  d'abord  corriger  cette  hauteur  de 
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la  irfrartion  et  de  la  p.irallaxe;  mais,  puisque  les  instruments 
météorologiques  n’ont  pas  été  observes,  on  ne  peut  se  serv  ir  que 
de  la  réfrartion  moyenne,  dont  la  valeur,  donnée  par  les  Tables, 
est  i'26",4-  On  la  retranchera  de  la  hauteur  observée,  on  y 
ajoutera  la  parallaxe  de  hauteur  (>",9  et  le  demi-diamètre  du 
Soleil  i(>'8",7,  et  on  aura,  pour  la  hauteur  réduite  du  rentre  de 
cet  astre, 

/i  = 33"57'7",9. 

La  latitude  d’Abutidsrh  est  27"5'o",  et  la  déclinaison  du  So- 
leil était  ce  joiir-h'i 

- i3"38’ii",i; 


le  calcul  est  ilonc  le  suivant  : 


S = -1-  34“44’  5o",  5 

séc  S : 

. 0,0853009 

s - = -t-  48.23.  1 ,6 

sin(S  — 0').. 

I .8738752 

s — y - -f-  7.39.  So  , 5 

sin  ^S  — ?)  ■ . 

1 , 1 2.5  o385 

s — : — — 21.18.  I ,6 

séc  ( S — z).  . 

0,0307293 

' 

• >.1147439 



. 1,5573719 

= - 

i9"5o'  37",  98, 

t — — 

39.41.15  ,9(1, 

2*’  SS""  .|5‘,  08. 

Le  tenqis  solaire  vrai  à l'instant  de  l’observation  était  donc 
égal  à ?. i**  21'”  t4‘>9,  Pf|  puisque  l’équation  du  temps  était 
— 16'"  8*,  7,  on  avait  pour  le  temps  moyen  2i’'5"'6*,2.  Le  chro- 
nomètre retardait  donc  de  temps  moyen;  en 

d’autres  termes,  il  fallait,  pour  avoir  le  tenijis  moyen,  ajouter 
-f-  48'" 48’,  2 à l’heure  qu’il  marquait. 

Remarque  I.  — La  déclinaison  du  Soleil  et  l’équation  du  temps 
varient  it  chaque  instant;  il  faudrait  donc,  en  toute  rigueur,  con- 
naître déjà  le  temps  pour  pouvoir  employer  dans  le  calcul  de  t 
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la  déclinaison  el  l’éqiialion  dn  temps  qui  correspondent  réelle- 
ment à l'instant  de  l’observation  j mais,  dans  la  pratique,. on  pren- 
dra d'abord  une  valeur  approchée  de  la  déclinaison  du  S<»leil, 
qui  permettra  une  détermination  approrbéc  du  temps;  h l'aide 
des  Épbémérides  et  par"  inlerpolalion,  on  obtiendra  une  nouvelle 
valeur  de  la  déclinaison  plus  approchée  que  la  première,  avec  la- 
quelle on  recommencera  le  calcul. 

Rkmabqub  II.  — Le  nombre  qu’il  faut  .ajouter  à l’heure  donnée 
par  la  pendule  à un  instant,  pour  obtenir  l’heure  exacte  au  même 
instant,  s’appelle  Vetat  de  la  pendule.  L'état  est  positif  ou  négatif, 
suivant  que  la  pendule  est  en  retard  ou  en  avance  sur  le  temps 
exact.  Si  la  pendule  était  parfaitement  réglée,  l’état  serait  le 
même  à deux  époques  différentes  / et  f-(-  0 : en  d’autres  termes, 
l’heure  donnée  par  la  pendule  au  temps  /-(-  0,  augmentée  de  l’état 
au  temps  t,  serait  égale  à l’heure  exacte.  Mais,  pour  avoir  cette 
dernière,  il  faut  en  général  à l’heure  corrigée  comme  nous  venons 
de  le  dire,  ajouter  encore  un  nouveau  nombre  qui  représente  la 
quantité  dont  la  pendidc  a marché  jiar  ra|>port  au  temps  exact,  et 
qu'on  appelle  la  marche  de  la  pendule.  Elle  est  égale  à la  différence 
des  états  à ces  deux  é|)ot[ues,  différence  qu’il  faut  affecter  d u signe -t- 
si  la  pendule  retarde,  et  du  signe  — si  elle  avance.  Pendant  un 
court  intervalle  de  temps,  on  pourra  d’ailleurs  supposer  que  cette 
marche  varie  d’une  manière  uniforme;  ainsi,  si  deux  observa- 
tions sont  distantes  de  24'’  — t,  et  si  est  la  marche  de  la  pen- 
dule pendant  cet  intervalle,  la  marche  en  24**  sera  donnée  par 
l’expression 

24 Il  ^'1 
24 — t / 

Equations  difféicntielles  relatives  au  problème  précédent.  — En 
dilféreutiant  l'équation  primitive 

sin/i  = sin^  sinil -I- cosf  cos<7  cosr, 
on  obtient,  comme  on  l’a  vu  au  n°  31), 

dh  — — cos  ,Kdq  — cos  J sin/j  rfr, 
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. fit  ~ — : dh do  ^ 

cosipsinA  cosstangA 

puisque 

cosS  s\n/j  = cos^siiiA. 

Les  coerficients  de  dh  et  de  dtf  seront  d'autant  plus  petits  que  l.a 
valeur  de  A se  rapprochera  davantage  de  ±90".  Dans  ce  cas  li- 
mite, l.a  valeur  de  la  tangente  est  infinie,  et  par  eonsé(|ucnt  une 
erreur  commise  sur  la  latitude  n’a  aueune  influence  sur  la  déter- 
mination du  temps.  De  plus,  sinA  étant  alors  maximum,  le  coef- 
licicnt  lie  dh  est  minimum,  et,  par  suite,  une  erreur  commise  sur 
la  hauteur  aura  sur  la  détermination  du  temps  la  plus  petite  in- 
fluence possible.  Ainsi,  pour  déterminer  le  temps  par  des  obser- 
vations de  hauteurs,  il  sera  toujours  bon  de  les  faire  aussi  prés 
que  possible  du  premier  vertical. 

Puisque  le  coefficient  de  ilh  peut  encore  être  exprimé  par 

, on  voit  que,  pour  déterminer  le  temps  par  des 

cososm/y 

observations  de  hauteurs,  on  devra  se  garder  de  prendre  des 
étoiles  dont  la  déclinaison  soit  grande,  et  qu’il  y aura  tout  avan- 
tage à observer  des  étoiles  équatoriales. 

Calculons  les  valeurs  numériques  des  dérivées  dans  l'exemple 
précédent;  tout  d'abord  la  formule 


donne 

nous  en  concluons 


roso  sin  t 

sin  A = — 

cos  A 


A = - 48"a5',8; 


dt  — ->r  I , 5o  I 3 rf/l  -I-  o ,9966  rfy  , 
ou,  en  exprimant  dt  en  secondes  de  temps, 

rfr  = -I-  0 , 1 00 1 rf/i  -4-  0 , 0664  rfy. 

Ainsi  une  erreur  d'une  seconde  d'arc  commise  sur  la  hauteur 
donne  une  erreur  de  o’,  10  sur  le  temps;  la  même  erretir  commise 
sur  la  latitude  ne  produit  sur  le  temps  qu'une  erreur  de  o'.oy. 
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L’équation  dilTérenlielle  montre  encore  que  la  cléterminalion 
du  temps  par  l’observation  des  hauteurs  devient  de  plus  en  plus 
incertaine  à mesure  que  cosç  diminue,  c’est-à-dire  à mesure  que 
la  latitude  augntente.’  Près  du  pôle,  cette  méthode  serait  tout  à 
fait  inapplicable. 


107.  ytrthode  de  calcul  dans  le  cas  où  l'on  a observé  plusieurs 
hauteurs  d’une  même  étoile  (*).  — Si  l'on  a observé  successive- 
ment plusieurs  hauteurs  ou  plusieurs  distances  zénithales,  il  n’est 
pas  nécessaire  de  calculer  l'état  de  la  pcndtde  pour  chaque  obser- 
vation, à moins  que  l’on  ne  veuille  s’assurer  de  la  concordance 
des  diverses  observations;  mais  on  peut,  pour  obtenir  cet  état, 
employer  la  moyenne  de  toutes  les  distances  zénithales  observées. 
Comme  les  distances  zénithales  ne  croissent  point  proportionnel- 
lement au  temps,  il  faut  à leur  moyenne  arithmétique  appliquer 
une  correction  (comme  on  l’a  fait  au  n°  104  |K>ur  les  azimuts), 
afin  d'obtenir  ensuite,  à l’aide  de  cette  distance  zénithale  corri- 
gée, l’angle  horaire  correspondant  à la  moyenne  arithmétique  des 
temps;  ou,  plus  simplement,  appliquer  une  correction  à l’angle 
horaire  calculé  à f'aide  de  la  moyenne  arithmétique  des  distances 
zénithales,  pour  le  faire  correspondre  à la  moyenne  arithmétique 
des  temps. 

Soient  T,  t',  t",  . . . les  temps  des  n observations,  T leur 
moyenne  arithmétique,  et  Z lu  distance  zénithale  corri>spondante  ; 
on  n 


d(‘ 


dZ 


d'Z 


(r'-T)'’ 


où  t est  l’angle  horaire  correspondant  au  temps  T;  comme 
T — T-I-t'  — ï-f-T"  — T-t-...  = o, 


(*)  Celle  méthode,  due  ii  Sold:<cii,  Jakrhuch  B«'rlin  pour  1818,  a été 
souvent  appliquée  par  PnsâAifT,  Nom^elle  deteription  ffcomrtnque  de  Im 
Francef  vol.  I,  p.  96  et  suiv. 


Digitized  by  Google 


346  ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE, 

on  obtient,  en  njoiilant  les  équations  précédentes, 


I 4-  a'  + r" + — _ . ^ — T)’  L"*- • 

n ' ilf  n 

a -I-  -t-  s" -f- . . . r/'Z  2 % sin’  j-  — T) 

n €l0  n 


En  remplaçant 
lient  enfin 


d-7. 

ÙV 


par  l’expression  trouvée  au  n"  53,  on  ob- 


„ a 4- a 4- a 4-.  . . cos^cos®  Ï2sin’i(r  — T) 

Z = : — cos  A COS/3 

n sin  Z n 


Avec  cette  moyenne  aritlunétique  des  distances  zénithales  cor- 
rigée, on  calculera  l’angle  horaire,  et  par  suite  le  tem|>s  qui, 
comparé  au  temps  T,  donne  l’etat  delà  pendule.  Si,  au  contraire, 
on  U calcidé  l'angle  horaire  avec  la  moyenne  arithmétique  di>s 
distances  zénithales  non  corrigée,  on  ajoutera  à l'angle  horaire 
trouvé  la  correction 


(it  cosj coso  ï9.stn'i(T  — T) 

— ^ - — - cos  A cos/3  — > 

i/z  sinZ  II 


valeur  qui,  si  on  l’exprime  en  secondes  de  tctnps,  et  si  l’on  y 
remplace  — par  sa  valeur  {n“53),  deviendra 

, , cos/zeosA  sin’  |{T  — T) 

(a)  - — — ^ — , 

i5sinr  II 


A et  P étant  donnés  par  les  foi  mules 


sin  r , sin  t 

stnA  = -: — cosd,  sin/3  = -: — coso. 
sin  Z sin  Z 


Ces  é(|uations  ne  déterminent  ni  le  signe  de  cosA,  ni  celui  de 
cos/z;  mais  les  considérations  suivantes  permettent  de  décider  fa- 
cilement quel  est  le  signe  de  la  correction  (a). 
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Si  l'on  com)ite  les  angles  horairi'S  non  plus  à la  façon  habi- 
tuelle, mais  de  à 180"  de  chaque  côté  du  méridien,  il  faut 
toujours  ajouter  la  correction  à la  valeur  absolue  de  /;  celle  cv)r- 
rection  est  d'ailleurs  de  signe  contraire  à relui  du  {)rodiiit 
cos  A Or  on  a 


cosy^  = 


SID7 

rosA= 


sin  Ÿ I I — cos  2 


SlU'p 


sin  2 cos^ 


. ,/sinf 
sino  — cos  Z 

\ sin  •) 

sin  : cos^ 


/ sin  ()  \ . , / rosz  sino  \ 

( cosz ^ — sino  I - -■  ^ —I  I 

\ sino  / \ sind  / 


sin  Z cos  f 


sin  Z cos  y 


par  conséquent,  si  ^ cos/?  est  toujours  >>  o,  et  on  a 


cosA  > o,  si  cüsz^  -. — » 
smy 

sin  J 

cosAc^o,  si  coszC^-: — ; 

sin  ^ 


si,  au  contraire,  rosA  est  toujours  0,  et  on  a 


, ^ siny 

cosw  <;  O,  si  cosz  > 

sin<î 


cos/7  >0,  si  cos  Z 


sin<p 
sin  é 


Ainsi,  Ton  cherchera  la  valeur  de  la  fraction 


sin^  . 

SI  <P>0,  OU 

sin^ 


sin^ 

sin<? 


et  les  deux  cosinus  auront  le  même  signe,  et  par  suite  la  correc- 
tion (a)  sera  négative,  lorsque  cosz  sera  plus  grand  que  cette 
fraction;  ils  auront  au  contraire  des  signes  différents,  et  la  cor- 
rection sera  positive,  lorsque  cosz  sera  moindre  que  cette  frac- 
tion. Pour  les  étoiles  de  déclinaison  australe,  cosA  et  cosp  sont 
toujours  positifs;  la  correction  est  donc  toujours  négative.  (Voir 
tyarnstorf/’s  Hül/sta/cln,  p.  laa.) 
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ËXEMPl.E.  — Le  29  octobre  (voir  n“  106),  le  D'  Weslphal  a 
observé  non-seulement  une  distance  zcnillialc  du  Soleil,  niais  les 
huit  distances  zénithales  suivantes  : 

Vraie  dialance 

Tempa  lénilhale 


du  chronométra. 

du  centre  du  Snleil. 

t-T 

2sin*i(T-T). 

h DI  « 

20 . 1 G . 20 

0 , „ 

56.  2.52,1 

m • 

3.32 

24",  5 1 

20. 17.21 

55.52.5i  ,5 

2.3| 

12,43 

20.18.21 

55.42.51 ,0 

i.3i 

4,52 

20.19.21 

55.32.5o, 5 

o.3i 

0,22 

20.20.21 

55.22.5o,o 

0.29 

0,46 

20.21 .23 

55.12,49,4 

i.3i 

4,52 

20.22.23 

55.  2.48,9 

2.3i 

12,43 

20.23.25 

54.52.48,4 

3.33 

î4.74 

20. 19.51,9 

55.27.50,2 

10,52 

L'angle  horaire 

qui  correspond  à la 

moyenne  arithmétique  des 

distances  zénithales  55°27'5o",2  et  ; 

1 la  deci 

inaison  du  Soleil 

— i3*>38'  i4",7. 

est  égal  à — 2*'  35' 

'”i3‘,  18, 

v.Tleiir  qu’il  faut 

corriger.  Or  on  a 

log  sin/3  = 1 ,83079,  log  sin  A = 1 ,8G88i  j 

el  comme  la  déclinaison  est  australe,  la  correction  a pour  valeur 
— 8",  32  on  — o*,55. 

Avec  l'angle  horaire  corrigé  — 2**35”  12’, 63,  on  obtient  pour 
valeur  du  temps  moyen  2i''8"*38',7o;  l’état  de  la  pendule  était 
donc  -i- 48”4*'*i 

108.  Détermination  de  ta  latitude  à l'aide  d'une  seule  observa- 
tion de  hauteur,  — Une  seule  observation  de  la  hauteur  d'une 
étoile,  faite  dans  un  lieu  od  le  temps  est  connu,  permet  de  cal- 
culer la  latitude  du  lieu  d’observation.  En  effet,  revenons  :i  l’é- 

sin  A = sinf  sin  j ■+-  cos  y cos  J cosf , 

j M sin  N = siniî, 

( M cosN  = cos^ cosf. 


(juation 

(«) 

et  posons 

(A) 


Digilized  by  Google 


DÉTERMINATION  DE  LA  LATITLDE. 


34«) 


nous  trouvons 

et  par  suite 

(B) 


sin A =:  M cos  (y  — N), 


, . sin  A sinN  . , 

cos  (if  — ^ sin  A. 

M stnJ 


Il  y a ici  anibiguïtc,  puis(|iie  y — N n’csl  dctcrniint-  ([ue  par 
son  cosinus;  mais  il  est  toujours  facile  de  lever  la  difficulté 
par  des  considérations  géométriques.  En  effet  (fig.  8),  abaissons 


Fig.  8. 


/ 


/ 


Si -Ji 

/ ■ ' 


du  lieu  S de  l’étoile  une  perpendiculaire  SQ  sur  le  méridien,  nous 
voyons  aisément  que  N = 90" — PQ,  qii'ainsi,  N représente  la 
distance  du  point  Q A l’équateur,  d’où  ZQ  = y — N,  et  que,  d’un 
autre  côté,  M.est  le  cosinus  de  l’arc  SQ.  Il  faut  donc  prendre  y — N 
ou  N — y pour  valeur  de  l’angle  donné  par  la  formule  (B),  sui- 
vant que  SQ  rencontre  le  méridien  au  sud  ou  au  nord  du  zénitb, 
c’est-à-dire  suivant  que  l’astre  observé  est  au  sud  ou  au  nord  du 
premier  vertical. 

Si  l’on  a observé  la  hauteur  méridienne  de  l’étoile,  on  ob- 
tient y à l’aide  de  l’équation  simple 

y = J ± Z, 

où  l’on  prend  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  suivant 
(|ue  l’étoile  passe  au  méridien  au  sud  ou  au  nord  du  zénith.  Pour 
une  culmination  inférieure,  l’éipiation  deviendrait 

y = 180"  — S — Z. 
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Exemple.  — Le  <9  octobre  i8iî,  ù Bénistief  en  Égypte,  le 
D'' Westplial  observant  la  hauteur  du  centre  du  Soleil  à a3''  i™  lo* 
de  temps  moyen,  l’a  trouvée  égale  h 49°  i'j'22",8;  à cette  époque, 
la  déclinaison  du  Soleil  était  — 10"  12' 16*,  i,  et  l’equation  du 
temps — iS^o^o;  l’angle  horaire  du  Soleil  avait  donc  pour  valeur 

23'' 16'"  10*  = — io"5';' 3o",o. 


On  a donc 

tangc?...  1,2552942/j  sinN i,25(>ioG3/> 

cost. ...  1,91)20078  sinJ i,24836r)5« 

tangN..  1,2632864»  M 0,0077368 

N = — 10"  23' 23",  67  sin/i 1,8796788 

cos(y  — N).  1,8719420 

<p  — N = 39"  2g'  54",  5 1 . 
t 29  . 6 . 3o  , 84 . 


Equations  différentielles.  — Pour  estimer  l’influence  que  peut 
avoir  sur  y une  erreur  commise  dans  la  détermination  de  h et  det, 
differenlions  l’équation  (a),  il  viendra,  d’après  le  n"  36, 

dq  — — sécAd/i  — cosf  tang  A(//. 

Les  rocnicients  contenus  dans  cette  formule  auront  leur  valeur 
minimum  lorsque  A est  égal  à o"  ou  4 180°;  daq;  ce  cas,  en 
effet,  sécA  atteint  son  maximum  dz  t ; toute  erreur  commise  sur 
la  hauteur  produira  alors  sur  la  latitude  une  erreur  égale  en  valeur 
absolue;  et,  puisque  tangA  est  nulle,  les  erreurs  commises  sur  le 
temps  seront  sans  influence  sur  la  détermination  de  la  latitude. 
Par  conséquent,  les  observations  les  plus  favorables  à l'applica- 
tion de  cette  méthode  seront  celles  qui  auront  été  faites  le  plus 
près  possible  du  méridien. 

Dans  l’exemple  précédent,  A = — i6“4o',  1 , on  a donc 
rfs=  — I ,o44  + 0,2616  </t, 

ou,  en  exprimant  dt  en  secondes  de  temps, 

dq=  — I ,o44  dh  -(-  3,924 
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Si  l'on  a observe  plusieurs  hauteurs,  I.t  hauteur  correspon- 
dante il  la  moyenne  arithmétique  des  temps  est,  comme  nous 
l’avons  vu  au  n"  107,  donnée  par  la  formule 


H = 


A"- 


cosH 


COSA  cos/i 


109.  Di'termiruition  tle  la  latitude  par  les  hauteurs  circummé- 
ridiennes.  — Si  l’observation  de  la  hauteur  a été  faite  le  plus  près 
possible  du  méridien,  on  peut  déterminer  la  latitude  en  suivant 
une  marche  plus  i-ommode  que  la  précédente.  En  effet,  les  hau- 
teurs des  étoiles  atteignent  leur  maximum  au  méridien,  et  par 
canséquent,  au  voisinage  de  celui-ci,  elles  varient  très-lentement; 
il  suffira  donc,  pour  déduire  la  hauteur  méridienne  d’une  hau- 
teur observée  près  du  méridien,  d’ajouter  à celle-ci  une  correc- 
tion toujours  petite,  et  dont  le  calcul  par  logarithmes  n’exigera' 
(|u'un  petit  nombre  de  décimales.  À l’aide  de  la  hauteur  méri- 
dienne et  de  la  déclinaison  de  l'étoile,  on  trouvera  immédiatement 
la  latitude.  Ce  procédé  de  détermination  de  la  latitude  est  connu 
sous  le  nom  de  Méthode  des  hauteurs  circumméridirnnes . 

Formule  de  Dclambre.  — L’équation 


eosi  = sin(f  siniî  ■+-  cos<p  cosiî  cosr 

l>eut  s’écrire 


. cosz  = co$[y  — S)  — a cosycosJ  sin’ jf, 

ou,  d'après  la  formule  ( 19)  du  n°  11, 

. acosveos^  . acos’®cos’5  , , . 

z = f — 3 + sin’if  - ^ cot  — Sj  sin’  j t, 


sin  («  — S } 


sin’((f  — 3) 


ou 

(A)  f = Z -i-  3 — b . asin’  ^ t -i-  b^  cot  (ip  — J)  .a  sin'  ÿt, 

, . , , . . ’cosocosJ 

en  désignant  par  b la  quantité 

Au  moyen  de  cette  formule,  due  à Delambre,  la  réduction  au 
méridien  se  fera  de  la  manière  suivante.  On  calculera  <f  — ^ et  A 
avec  une  valeur  approchée  de  f,  et  l’on  prendra  dans  des  Tables 
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■•iViint  pour  argument  t les  valeurs  de  2sin’^/  et  «le  2sin*  jf;  «le 
cette  façon,  le  «^Ictil  de  la  latitude  sera  très-simple.  On  tr«)uv«_' 
c«'S  Tal)les  dans  le  recueil  de  Warnstorff,  oii,  po«ir  plus  «le  c«im- 
modité,  on  a donné  aussi  les  logarithmes  «le  ces  grandeurs.  Si  la 
valeur  trouvée  pour  f diffère  beaucoup  de  la  valeur  adoptée,  il 
faiidia  recommencer  le  calcul  avec  c«'tte  nouvelle  valeur,  et  alors 
il  suffira  presque  toujours  de  calculer  le  premier  terme  de  la 
foi  iuule  précédente. 

Pour  les  étoiles  qui  passent  au  méridien  près  du  zénith,  cette 
méthode  ne  peut  être  employée;  car,  en  raison  du  petit  divis«'ur 
f — S,  la  quantité  b acquiert  alors  une  très-grande  valeur,  et  par 
conséquent  uuc  erreur  commise  sur  la  valeur  de  t prend  une 
influence  considérable. 

Exemple.  — Le  D'  'W«,*stphal  a trouvé  au  Caire  le  3 octobae 
1822,  à o**  2™  2‘,  ■ÿ,  temps  moyen,  pour  distance  zénithale  «lu 
centre  du  Soleil, 

34”  i'  34",  2. 

La  «léclinaison  du  Soleil  était 

- 3”48'5i",2, 

l’é«|uation  du  temps 

— io“’48‘,6, 

et,  par  conséquent,  l’angle  horaire  du  Soleil 

-H  12”' 5 1*,  3. 

Or  on  trouve  dans  les  Tables  : 

log  2 sin’  i l = 2,5i  I o5,  log  2 sin'  J t z=  i,4o6  o. 

Pren«ms  « = 3«)"  4'»  nous  avons  log  é = o,  igo  oG,  et  les  deux 
ternies  de  la  correction  sont  — 8.'  22",  4"  et  -(-  o',qi. 

Ainsi 

Corre«-li«in . . . = — o”  8' 21",  56 

ï -t- 'î -I- 3o.  1 2. 43  ,00 

? =-t-  3o.  4-21  ,44 
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Une  A'ariatinn  de  i'  sur  la  valeur  aduptée  pour  f donne  dans 
ce  cas  une  variation  de  o',  3o  sur  la  latitude  calculée,  de  telle 
sorte  que  la  valeur  vraie  obtenue  en  recommençant  le  calcul  est 


^ = 3o“4'2i",  54. 


La  rurmule  (A)  convient  au  ras  où  l’étoile  passe  au  méridien 
au  sud  du  zénith  ; mais  si  la  déclinaison  de  l'etoile  est  plus  grande 
que  la  latitude,  c'est-à-dire  si  l’étoile  passe  au  méridien  entre  le 
zénith  et  le  pôle,  il  faudra  remplacer  — d par'iî  — f,  et  on 
aura 


y = d — z -(- 


cos  a cos  S 

- — 2 sin’ 

sin(o  — <p) 


cos’ç  cos’d 
sin'  [3 — f) 


col  (5 — ^)2sin‘  jf. 


Enfin  si  l'étoile  est  voisine  de  sa  cidmination  inférieure,  on  a, 
en  comptant  c à p.iriir  de  l'instant  de  cette  culmination. 


cos  Z = cos  ( 1 80“  — (f  — 3)  2 cos  f cos  d sin’  j r 


et,  par  conséquent. 


^ = ,8o«-d-z--^^î!l^  2sin>; 
^ sm((ji-(-d; 

cos’  f cos’  d , , , . , , 

-4-  - . V',  • " ~ fot(»  4-  d)  2 sin‘-' r. 
sin’  f -+-  d)  ' ’ 


Pour  déterminer  ainsi  la  latitude  d'un  lieu,  il  faudra  dans  la 
pratique  ne  pas  se  contenter  d’observer  une  seule  distance 
zénithale  au  voisinage  du  méridien,  mais  en  observer  successive- 
ment un  grand  nombre,  afin  d'obtenir  par  leur  moyenne  un 
résultat  plus  exact.  On  cherchera  pour  chaque  valeur  de  t les 
valeurs  de  2sin’  -|  t et  de  2 sin*  j t\  on  inullijiliera  leur  moyenne 
par  les  facteurs  constants,  on  ajoutera  ensuite  la  correction  ainsi 
trouvée  à la  moyenne  arilhméiiqiie  des  distances  observées  (*). 

Méthode  des  npprojimations  successives.  — I.a  réduction  au  mé- 
ridien peut  encore  être  effectuée  d’une  autre  manière.  De  l'équation 

cos  Z — cos  (y  — J)  = — 2 cos  If  cos  d sin’  1 1, 


(*)  Dans  le  c.-is  où  l'on  a observé  lé  .Soleil,  on  doit  tenir  compte  de  le 
variation  de  la  déclinaison.  (Voir  le  n”  110.) 


I. 


23 
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sin  i (^1  — lî  + z)  sini  (y  — 3 — z]  = — cos  y cos#  sin’-j  f. 


Posons 


y — # — i=  — J-; 


— X sera  la  réduction  au  méridien,  et  nous  aurons 
ÿfy  — 3 -h  z)  ^ — 3 

par  conséquent 


sin  -j  X = 


sin’  ï /, 


cos  y cos# 
sin  (y  — # +{x) 

équation  qu’on  peut  écrire 

sin  i .r  cosycos#  , sin  (b  — #) 

X . • =-T~ 2sin’ir— — 

•J  X sin(y  — J)  sin  (y  — 


Or  (n“  10),  = ^cosa,  aux  termes  du  quatrième  ordre 

. 1 , sin  fl  ,, 

près;  remplaçons  donc — ^ par  ÿ'cosfl  et  prenons  pour  pre- 
mière valeur  approchée  de  x,  la  valeur  Ç tirée  de  l’équation 


(B) 

il  viendra 


cosy  cos  3 

Ç = r:  ■î  stu’  7 e, 

sm  (y  — J)  ’ 


J, T-  c sin  (y—#) 

’ sin(y  — # -t-  -J  x) 


nous  résoudrons  cette  équation  par  rapport  à x en  remplaçant 
partout  dans  le  second  membre  x par  nous  obtiendrons  ainsi 
une  nouvelle  valeur  approchée?',  donnée  par  l’équation 


sin  fy  — #) 
sin(y-#-+-i?) 


séc"  ; Ç. 


Dans  la  plupart  des  cas,  la  seconde  approximation  fournira 
une  solution  suffisamment  exacte.  Mais,  s’il  n’en  est  pas  ainsi, 
on  calculera  une  nouvelle  valeur  de  y à l’aide  de  puis  on 
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déiluira  deréqualion  (B)  une  nouvelle  valeur  Ç,,  el  on  aura  pour 
valeur  corrigée 


r — : »in  f?  — d) 

■’'sin(ft  — a'  -t-iÇ,) 


séc'iÇ,. 


Exemple.  — Pour  les  données  de  l’exenaple  précédent, 

î —8'  2V',47> 


d’où 

logS 9., 701  II 

logsin(f — d) 1,74820 

logcoséc(f  — d + ÿÇ) o,259.g3 

logÇ' 2,70094 


d'où 

Ç'  = 8'2i",47,  y = 3o»4'2i",53. 


110.  Même  problème  en  supposant  variable  la  déclinaison  de 
l'astre  observé.  — Solution  de  Gauss.  — Quand  on  s’esl  servi  du 
Soleil  pour  opérer  cette  détermination,  il  faut  encore  tenir 
compte  de  la  variation  de  sa  déclinaison,  et,  dans  le  calcul,  em- 
ployer avec  chaque  angle  horaire  une  déclinaison  différente.  Il 
conviendra  alors  d'effectuer  la  réduction  comme  il  suit. 

Soit  D la  déclinaison  du  Soleil  à midi;  on  peut  toujours  repré- 
senter la  déclinaison  correspondante  h un  angle  horaire  t par 
l’expression  D -H  pr,  dans  laquelle  ^ est  le  mouvement  horaire 
en  déclinaison,  t étant  exprimé  en  fractions  d’heure  ; el  comme, 
en  général,  on  a 


y — Z “H  < 


cos  f cos  0 
sin  [9  — 0 y 


2sin’-}r, 


il  viendra 

^ P cosvcos^ 


posons 

(b)  pt. 


cos  y cos  d 
sin(y  — d) 


2 sin’  i t = 


cos<p  cosd 
sin(y  — d) 


2sin'f(r-t-y  ), 
23. 
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la  valeur  de  « s’écrira  (*) 


(A) 


D 


I cos^ 


sin  ^(f  — i) 


2sin>i(r  +j1 


et  chaque  observation  du  Soleil  donnera  une  équation  analogue , 
la  valeur  de  r étant  connue,  il  sera  facile  d’obtenir  la  btitude. 
La  quantité  r est  donnée  par  l’équation 


_ ; (,  +,-)  - sin’  ; r)] 

^ 8in(  Ÿ — oJ  ■ 


ou 

I . O ^ ^ 

siu  j/  I P cos5  sin(r  -f-  j/J 

puisque 

sin’rt  — sin’Z»  = sin sin(o  6). 

En  remplaçant  sin(r-l-  i r)  par  t,  et  reman|uant  que  l’heure 
est  l’unité  avec  laquelle  ou  mesure  l,  tandis  que  sin  / était  nu 
ciintraire  rapporté  au  rayon,  on  en  déduira 

,,  sinl^  — ao6  a65 

~ ^ eosiÿ  eosd'  1 5 X 3tjoo 

Soit  P la  variation  de  la  déclinaison  du  Soleil  eu  quarante-huit 
heures,  exprimée  en  secondes  d’are,  on  aura 


et,  si  l’on  veut  avoir  j en  secondes  de  teinjis. 


et  par  suite, 

(B)  j=--^^(tangy-tang5). 


{•)  Il  faudrait  ajouter  encore  le  terme  dc|»endanl  de  a »in* , t. 
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La  quantilcj  n’esi  d’ailleurs  que  l’angle  horaire  de  plus  grande 
hauteur  pris  négativement.  En  effet,  au  n“52  nous  avons  trouve, 
pour  cet  angle  horaire,  l’eupression 

rl3  so6a65 

lango)-  . 


ofl  t est  exprimé  en  secondes  de  temps,  et  — représente  la  varia- 
tion de  la  déelinaison  en  une  seconde  de  temps.  Mais  comme  la 
variation  de  la  déclinaison  en  une  seconde  de  temps  est  égale  à 

— J l’expression  en  secondes  de  temps  de  l’angle  horaire 
40  36oo 

de  plu%  grande  hauteur  devient 


U ,,  2o6?.65 

,.ango-tangd)-^^^^— 


valeur  égale  kjr  et  de  signe  contraire.  Il  en  résulte  que  t +jr  est 
l’angle  horaire  de  l’astre,  compté,  non  plus  à partir  de  la  culmi- 
nation, mais  à partir  de  l’instant  de  la  plus  grande  hauteur. 

Cetle  interprétation  de  donne  lieu  à une  conséquence  impor- 
tante. Quand  on  aura  fait,  près  du  méiidien,  plusieurs  observa- 
tions d’un  astre  dont  la  déclinaison  est  variable,  il  ne  sera  pas 
nécessaire  d’employer,  pour  la  réduction  au  méridien,  la  décli- 
naison correspondante  h chaque  angle  horaire;  mais  on  pourra 
supposer  qu’à  chacun  d’eux  correspond  la  déclinaison  de  l’instant 
de  la  culmination,  à la  condition  de  compter  alors  les  angles  ho- 
raires non  plus  du  passage  au  méridien,  mais  à partir  du  moment 
de  la  plus  grande  hauteur.  On  aura  ainsi  ramené  le  calcul  à avoir 
la  même  simplicité  que  dans  le  cas  où  la  déclinaison  de  l'astre 
observé  est  considérée  comme  invariable. 


Exemple.  — Pour  l’observation  faite  au  Caire  (n"  109},  on  a 
logfi  = 3,4458  « , D= — 3"48'38'',57, 
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d’où 

^ = -4-  9‘,  6 et  f -I-  = 1 3”  O.*,  9 ; 

le  premier  terme  de  la  réduction  au  méridien  est  donc 
-8'  35',  oo. 

A cause  du  second  terme  dépendant  de  sin'-ÿt,  il  faut  cncoie 
ajouter  à lacorreelion  + o",gi,  de  telle  sorte  f|ue  l’on  a pour  tf  la 
valeur 

f = 3o"4'2i',  54. 

Dans  le  cas  où  l’on  n’a  observé  qu’une  seule  hauteur,  il  est 
évidemment  plus  commode  d'interpoler  la  dériinaison  du  Soleil 
pour  l'époque  de  l’observation;  si,  au  contraire,  on  a fait  plu- 
sieurs observations  de  hauteurs,  la  méthode  de  réduction  qui  pré- 
cède est  infiniment  plus  simple. 

111.  Détermination  de  la  latitude  par  des  observations  extra- 
méridiennes de  la  Polaire.  — L’étoile  polaire,  à cause  de  sa  proxi- 
mité du  pôle,  ne  s’écarte  jamais  beaucoup  du  méridien,  aussi 
peut-elle,  à un  instant  quelconque,  être  employée  avec  grand 
avantage  pour  la  détermination  de  la  latitude.  Mais  les  séries 
données  au  n"  109  n’étant  convergentes  que  pour  de  petites  va- 
leurs de  l’angle  horaire,  la  méthode  de  calcul  que  nous  avons 
alors  employée  n’est  plus  applicable  ici.  Il  faut  dans  le  cas  actuel 
suivre  une  autre  voie,  cl,  comme  la  distance  polaire  est  toujours 
très-  faible,  il  sera  évidemment  commode  de  développer  suivant 
les  puissances  de  cette  quantité  l’expression  de  la  correction  qu’il 
faut  apporter  à la  haut>‘ur  observée. 

Imaginons  que,  par  le  lieu  S [Jîg.  g)  de  l’étoile,  on  mène  un 


s 


grand  cercle  SM  perpendiculaire  au  méridien  ; désignons  par  x 
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l’arc  PM  du  méridien  compris  entre  le  pôle  et  le  pied  M de  ce 
grand  cercle  ; de  plus^  étant  une  petite  quantité,  représentons  par 
Z — y l’arc  ZM  du  méridien  compris  entre  le  zénith  et  le  point 
M ; nous  aurons 

T = 90°  — Z + 7 — .c. 


Les  triangles  rectangles  PSM,  ZSM  donneront 


(") 


tangx  = tang/7  cos/, 
coss 


cos(z  —7) 


cosu 


En  négligeant  les  cinquièmes  puissances  de  tang/>,  nous  tirons 
immédiatement  de  la  première  des  équations  (a) 

X = tang/>  cosr  — J tang’/>  cos*/, 
d’où,  avec  la  même  approximation, 

(ô)  X =r/>cos/ + j/>’cos/sin’/. 

Développons  la  seconde  des  équations  (a),  nous  trouvons 
I — co  s U 


sin/  = 


cotz  + 2 sin’  i y cot  z. 


ou,  en  négligeant  les  cinquièmes  puissances  de  u, 

sin7=  (|u’-t-  ~u')  cotz  -t-  2sin*  -j/cotz. 

Mais  l’équation 

sin  U — sin/^  sin/, 

donne 

H = />sin  / — I //  sin/  cos’  /. 

En  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  et  négli- 
geant encore  les  termes  du  cinquième  ordre,  nous  obtenons 

(c)  7=7 />’sin*/cotz  — ^/j'sin’/(4cos’/ — 5sin’/)cotz-H j7*cotz. 

Celte  formule,  il  est  vrai,  renferme  encore  7 dans  le  second 
membre,  mais  le  terme  ~ 7’ cotz  étant  petit,  il  suffira  d’y  rem- 
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placer  7 par  sa  valeur  calculée  à l’aide  du  premier  terme  seul; 
on  a ainsi 

. . ( Ÿ = 90" — Z — pcost  -H  J p’  sin’tcotz  — j /v’cosr  sinV 
j p'sin^t  [5sin=/  — col*-t-  J /j‘ sin'r  cot’z- 

Il  serait  excessivement  incommode  d'avoir  à calculer  cette  for- 
mule pour  chaque  observation,  aussi  a-t-on  construit  des  Tables 
qui  en  facilitent  singulièrement  l’emploi.  Elles  sont  de  deux  es- 
pèces. 

Dans  le  /ahrbuch  de  Berlin  et  le  Nantirai  Almanac,  on  trouve 
des  Tables  annuelles  qui  donnent  seulement  les  premiers  termes 
de  l'expression  précédente,  termes  i|ui  suffisent  toujours  à moins 
que  l'on  ne  veuille  une  extrême  exactitude.  En  négligeant  la 
troisième  et  la  quatrième  puissance  de/>,  cette  e.xpiession  se  ré- 
duit i (*) 

f =;  go"  — Z — pcoil  -t-  J /i’sin’/  colz. 

Désignons  maintenant  par  a,  et  p,  des  valeurs  déterminées  de 
l'ascension  droite  et  de  la  distance  polaire,  de  telle  sorte  (|uc  les 
valeurs  apparentes  a et  p,  au  moment  de  l'observation,  soient 

A a,  p = p,-\-^p-, 

de  plus,  e étant  le  temps  sidéral  de  l’observation,  posons 
r.  = e — a, , 

t,  pourra  être  regardé  comme  l’angle  horaire  de  l'étoile  au  même 
instant,  et  l'on  aura 

f z=  go"  — Z — p,  cos  t,  -t-  7 P,  cos/,  cota  sin’/, 

— àp  cos/,  — ia p,i\nt,. 

Dans  les  recueils  que  nous  avons  cités,  on  trouve  trois  Tables 


( * ) L«  terme  qui  coiuient  tlteinl  ton  moximom  pour  t = 54°  44^ 
valeur,  en  tuppoaant  e»t  seulement  o*,65.  Les  termes  qui  con> 

tiennent  p*  ont  encore  des  valeurs  moindres,  moins  que  t ne  soit  très- 
petil.  Cet  termes  pourraient  aussi  d'ailleurs  ètie  facilement  introduits  danV 
les  Tables,  en  réunissant  te  premier  à f cotr,  et  l'autie  à tin’r  cota. 
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dilTcrentes.  La  première  conlienl  les  valeurs  du  terme  — p,  cosr, 
avec  l’argument  e qui  est  ici  la  seule  variable;  la  seconde  donne 
les  valeurs  du  terme  — \ p\  cot*  sinV,  avec  les  arguments  z et  e, 
dont  il  dépend;  la  dernière  fuiirnit  les  valeurs  du  troisième  terme 
dépendant  de  0,  As  et  \p,  les  arguments  sont  le  teinps  sidéral  et 
le  jour  de  l'année. 

Les  Tables  de  la  seconde  espèce  contiennent  tous  les  termes; 
elles  ont  été  publiées  par  Petersen  dans  li-s  fVarnsturJf's  Hülfs- 
tafeln,  p.  "3  et  suiv.;  elles  sont  construites  de  façon  à pou- 
voir servir  pendant  tout  le  temps  que  la  distance  polaire  de 
l'étoile  restera  comprise  entre  les  limites  i®?.o'  et  Petersen 

part  d’une  valeur  déterminée  de  p 

p,— 

la  formtde  (A)  peut  alors  s'écrire 


Ÿ = 90® — Z — — (p,cost  -h  cosr  sirrtl 

P* 


— — t ) cosrsin’r 
P*\P\  J 

■+■  ~ cotzly^l  sin’/-t-  --/)J  sin’/'Ssin’f  — 4cos’r)l 
P\ 


1 ^ sin'f  cot’z, 

P, 


et,  en  posant 

.A=^, 

x — p,  cost  -t-  4 PÎ  sinV, 

7 = 4 A (A* — \)p\  cosr  sin'r, 
p = {p\  sin’r  77  sin’r  {5  sin’r  — 4<^s’^)» 
p = 4 p\  sin’rcoi’ï  = 4 **  p’col’z, 

cette  formule  devient 


<f  = 90" — Z — A*  — 7 A’  p cot*  -(-  p. 
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D'après  cela  on  constmit  quatre  Tables;  les  deux  premières 
donnent  a et  ^ avec  l’argument  t;  la  troisième  donne  la  petite 
quantité  7 avec  les  deux  arguments  et  r;  la  quatrième  enfin 
donne  avec  les  arguments  ^ = A’ pcotz  et  90°  — la  quantité  p 
qui  est  aussi  très-petite.  Ces  Tables  ne  sont  calculées  que  de 
/ = O**  i f = 6**.  Par  conséquent,  si  / G**,  l'angle  horaire  doit 

être  compté  à partir  de  la  culmination  inférieure,  et  alors  on  em- 
ploie la  formule 

7 = 90“  — Z -h  A a -t-y  -H  A’^COti-f-  u. 

Exemple.  — Le  12  octobre  i847>  ^ l’Observatoire  de  feu  le 
docteur  Hülsmann  à Düsseldorf,  on  a observé  la  Polaire  avec  un 
petit  altazimut.  Â i8'‘22°‘48‘, 8 de  temps  sidéral,  on  a trouvé 
pour  sa  hauteur  corrigée  de  la  réfraction 

A = 5o”55'3o",8. 

D’après  le  Jahrbach  de  Berlin  la  position  de  la  Polaire  était  ce 
jour-là 

a=  i‘*5"'3i*,7,  o'  = 88"29'5a',4, 

par  suite 

P =;  i“3o'7‘',6,  r = 1 7**  1 7'"  17*,  I = sSg*  19'  16", 5, 
et 

log  A = 0,0006108; 

au  moyen  des  Tables  ou  des  formules  précédentes,  on  obtient 
a =1000", 85,  p = 68",a8,  7 = o",oo,  (t  = o*',02, 
d'où 

Aac  = -f-  l6'4ï'i^6 
A’pcotz=4-  1.24,33 
ft  = -I-  o.  o ,02 
Somme  ==  -(-  18'  6",  61 

ainsi 

7 = 5i“i3'37*,4i. 
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112.  Méthode  de  Gauss.  — Quand  on  connaît  déjà  une  valeur 
approchée  <f,  de  la  latitude  f,  et  qu'on  veut,  avec  la  moyenne 
aritlimétiqiie  d’un  grand  nombre  de  distances  zénithales  d’une 
étoile,  prises  longtemps  avant  et  après  la  culmination,  en  obtenir 
la  valeur  exacte,  on  emploie  avec  avantage  la  méthode  suivante, 
due  à Gauss,  et  qui,  surtout  dans  le  cas  de  la  Polaire,  est  d'une 
simplicité  remarquable. 

Au  temps  sidéral  e,  on  a observé  la  distance  zénithale  z,  (z,  est 
la  valeur  corrigée  de  la  réfraction);  d'autre  part,  les  valeurs  8 
et  y,  permettent  d’obtenir  une  valeur  approchée  C de  la  distance 
zénithale,  soit  avec  la  formule 

cosï  = siny,  co$S  4-  cosy,  cos^ cosr, 
soit  avec  le  système  équivalent 

tang.r  = cosrcotd, 

_ siii5  . 

cosÇn= sin  («, 4-  x), 

cosx  ’ 


où  X est  encore  l’arc  du  méridien  compris  entre  le  pôle  et  le  pied 
de  l’arc  de  grand  cercle  abaissé  de  l’étoile  sur  le  méridien. 

Or  on  a 


d’où 


df 


Ç -Zi  _ 

sind  cos  (y, 4-  x) 
cos.r  sin  Ç 


Avec  une  deuxième  observation  de  distance  zénithale  z', , faite  an 
temps  e',  on  aurait  de  même  , 

tangx'=:  cns/'cotJ, 

, sin^  . , 

COsÇ  = ; 8in(<p,4-  -r  i, 

cosx 

f W 4» 

^ *1  ^ ^ 

^ sin  J cosfy,  4-x') 

dif  cosx'  sinÇ' 
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Chacuni;  de»  distances  observées  donnerait  le»  memes  équa- 
tions, et,  en  calculant  séparément  pour  chacune  d'elles  la  quan- 
tité (,  la  correction  de  la  latitude  déduite  de  leur  ensemble 
serait 


{-) 


Z --(ç -h  ç' -H 

n 

• • -1-  Çn-I  ) 

n \ d<y 

r/y  ) 

où  Z désigne  la  moyenne  arithmétique  des  distances  zénithales 

Z,  , . . . 

Mais  Gauss  procède  différemment;  il  transforme  cette  équa- 
tion de  manière  ù n’avoir  à effectuer  que  deux  fois  le  calcul  re- 
latif à en  d’antres  termes,  il  ramène  le  problème  à ce  qu’il 
serait  si  l’on  n’avait  observé  que  deux  distances  zénithales,  cas 
que  nous  considérerons  d’abord. 

Dans  ce  cas,  représentons  encore  par  Z la  moyenne  arithmé- 
tique des  distances  zénithales  observées 


nous  aurons 


Z — i(ï, -t-z',), 
Z-ifç-t-ç') 


" \dy  r/y  ) 


{») 

si  l’on  pose 

{b) 


f/o  := 


; (î;  + Ï') 


B) 


B = 


sin^  cosfy, -+-J-) 
cosx  sin  ( 

sin  S cos  (y,  •+■  X*) 


cüsx'  sin  Ç' 

A et  B peuvent  encore  se  calculer  à l’aide  des  formules 


(0 


A = cotç  cot  (y,  x) , 
B = cot  cot  (y,  -+-  y)  ; 
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si  l’on  dôduil  la  valeur  de  — de  l’cqiiation  primitive 

a If 

cosï  = sin  If,  siii5  + cosç,  cos^  cos/, 

on  obtiendra  facilement  une  troisième  expression 

, cos  B,  sin  ^ sin?,  cos5  , , , , 

(,,)  + = + 

Ceci  posé,  représentons  par  0,  la  moyenne  arithmétique  de  tous 
les  temps  sidéraux,  par  ^ la  distance  zénithale  calculée  correspon- 
dante; soit  en  outre 

0 — 0,  = T , 0'  — 0j  — T , . . . , 

nous  aurons,  en  suivant  la  même  marche  qu'au  n**  107, 

, d'I,  12 sin» {(0—0.) 

/I  Ht-  n 

soit  encore  un  temps  T déterminé  par  l’équation 

Ï2sin=;(0  — 0.) 

2 sin-  1 T = > 


les  distances  zénithales  z et  z',  correspondantes  aux  époques 
0.  — T et  0,  -t-  T,  auront  pour  expressions 

* - rf/  ' ^ » iU‘  ' 


d'oii 


z'—  r + ü"  T -f-  i — T» 


2 dt^ 

= ?.-+- ^2sin»{T, 

Ç -4-  ï'  -1-  Ç"  -I-  • . • . 
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et,  pour  calculer  on  a simplement 


l(t'  + z)  — Z 
ï(A'-B')  ’ 


A'  et  B'  étant  les  valeurs  de  A et  B correspondantes  à z et  à z'. 

En  résumé,  si  l'on  a observé  plusieurs  distances  zénithales,  on 
prend  la  moyenne  des  temps  observés  que  l’on  retranche  de  cha- 
cun d'eux  sans  prendre  garde  au  signe.  Ces  différences,  conver- 
ties en  temps  sidéral,  donnent  les  quantités  r pour  lesquelles  on 
trouve  dans  les  Tables  li>s  quantités  asin’-j-T.  Dans  les  mêmes 
Tables  on  trouve  l’argument  T correspondant  à la  moyenne  arith- 
métique de  ces  quantités,  et  on  calcule  les  angles  horaires 


e.  — (a  -l-T) 

’l 

H 

1 

H 

et  z'  au  moyen  des  formules 

sin  d . , 

tangx 

= cost  cotd,  cosz  = 

= sin  x), 

cos.r  ' 

sind  . , 

tangx' 

= cost'colJ,  cosz'  = 

= ^sin  ), 

COS.r  ' ^ ' 

et  Z étant  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  distances  zéni- 
thales observées,  on  calculera  dtf  par  la  relation 


'HA+Br 


où  A et  B se  déduisent  des  formules  (b),  (c)  ou  {tl),  dans  les- 
quelles on  a remplacé  d'abord  t et  par  z et  z'. 

Dans  le  cas  de  l’étoile  polaire,  ces  formules  se  simpli6enl  beau- 
coup. En  effet,  l’arc  x étant  toujours  compris  entre  -f-  (ejo” — S) 
et  — (go" — J),  on  peut,  dès  que  la  latitude  est  connue  à quelques 
secondes,  c'est-à-dire  dés  que  est  une  petite  quantité,  supposer, 

— - tous  deux  égaux  à 


. . . . „ ■ • cos{di 

dans  le  cas  de  la  Polaire, et 


cosx  sin( 

l'unité.  Les  quantités  A et  B sont  donc  aussi  égales  à l’unité,  et 
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l’on  a simplement 

(*)  ./t=i(ç  + î;')-Z, 

d’oil 

=:  i (*  + *')  -Z  (•). 

% 

Exemple.  — Le  12  octobre  1847,  on  a Irouvé,  à l'Observatoire 
(lu  D'  Bülsmann,  les  dix  distances  zénithales  de  la  Polaire  : 


Temps  sidéral. 

Distance  zénithale. 

T 

a Ain’ 4 T. 

h D • 

0 t m 

m 1 

17.56.21 ,4 

39.13.42,1 

13.19,75 

348,75 

17.59.54,5 

39. 12.17,6 

9-46,65 

187,69 

18.  3.29,7 

39.11.  6,8 

6.11,45 

75,24 

18.  6.  2,9 

3g, 10.  3,6 

3.38,25 

25,98 

18.  8.35,0 

3g.  9.  0,6 

1.  6.i5 

2,3g 

18. II.  5,1 

3g.  8.  2,8 

1.23,95 

3,85 

18. i3. 32,0 

3g.  7.  7,6 

3.5o,85 

29,06 

18.16.34,0 

3g.  6.  4,8 

6.52,85 

9^,95 

18.18.28, I 

3g.  5.i5,3 

8.46,95 

i5i ,43 

18.22.48,8 

39.  3.42,7 

i3.  7,65 

338,28 

i,=  i8.  9.41,15 

39.  8.38,39 

12.5,56 

Réfr.  46. 5o 

T = 

7"  59',  83 

Z = 3g.  9.24,89 


0, — (a  + T)  = i6*'56“9*,62  0, — (a  — T)  = 

_ I2“g*, 

= 254“  2' 24",  3,  = 

= 258“2'  ig" 

Prenons  maintenant 

= 5i“i3'  3o",o, 

nous  obtenons 


z = 39“  12' 37",  56,  z'  = 39"6'34*,54, 

i (z'  + z)  = 3g.  g.  36  ,o5,  y (z'  -l-z)  — Z = 0.0. 1 1 ,16, 

et  par  conséquent 

Ï = 5i”i3'4i',i6. 


(*  yfarnitorff’ î Hütfstafetn,  |).  U7  et  SUIT. 
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III.  — Détermination  du  temps  et  de  iji  latitude  par  la 

COMBINAISON  DE  PLUSIEURS  HAUTEURS. 

113.  Détermination  de  la  latitude  par  l'obsereation  des  deux 
culminations  d'une  circompolaire , ou  par  l’observation  de  deux 
étoiles  situées  de  part  et  d’autre  du  lénith.  — Supposons  ipi’cn 
un  lieu  dont  la  latitude  est  inconnue,  on  ail  observe  les  hauteurs 
de  deux  étoiles  dont  les  positions  sont  connues.  Dans  les  deux 
éfjuations 

sin/i  =sini}>sin^  -l-cosifCos5  eosr, 
sin/i'=  sin^  siniî'  + cos'^  cosS'  cost' , 

qui  lient  les  résultats  de  l'observation  aux  coordonnées  de  l'étoile, 
il  n'y  a en  réalité  que  deux  inconnues;  en  eO'et, 

/*  = r + (f'  — t)  = / + (e'  — 0)  — (a'  — a), 

et  la  position  de  l'éloile  étant  connue,  ainsi  que  l'intervalle  de 
temps  0'  — 0 qui  sépare  les  deux  observations,  les  équations  pri- 
mitives ne  contiennent  d'autres  inconnues  que  0 cl  ^ . Ainsi,  par 
l'observation  de  deux  hauteurs  on  pourra  toujours  déterminer  à 
la  fois  le  temps  et  la  latitude;  mais,  dans  certains  ras  particuliers, 
la  combinaison  de  deux  observations  de  bauteurs  donne  des  mé- 
thodes d’une  grande  commodité  pour  déterminer  séparément  ou 
la  latitude  ou  le  temps. 

Nous  avons  déjà  montré  que  la  moyenne  arilhmcliqtic  des  hau- 
teurs d'une  même  étoile  à ses  deux  culminations  successives,  su- 
périeure et  inférieure,  est  égale  à la  lalitude  du  lieu  d'observa- 
tion, dont  la  valeur  est  ainsi  indépendante  de  la  déclinaison  <le 
l’étoile.  D'ailleurs,  on  peut  obtenir  en  même  temps  la  valeur  de 
cette  déclinaison,  puisqu’elle  est  égale  au  complément  de  la  demi- 
différence  des  bauteurs  obscrvé'cs. 

On  peut  encore  trouver  la  lalitude  par  la  différence  des  dis- 
tances zénithales  méridiennes  de  deux  étoiles  dont  l’une  a sa  cul- 
mination au  sud,  l'autre  au  nord  du  zénith.  Si  ^ est  la  déclinaison 
de  la  première  étoile,  sa  distance  zénithale  méridienne  est 

m 

s = f — t; 
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si  3'  est  la  déclinaison  de  In  seconde  étoile,  on  a 


et,  par  œnsequent, 

114.  Détermination  du  temj)S  parles  hauteurs  correspondantes. 
— Correelion  du  midi.  — Deux  observations  d’une  inên)c  étoile, 
faites  à des  hauteurs  égales,  donneront  les  deux  équations 

sin  h = sin  y sin  o + cosy  cos5  cos/, 
sin//  = sinç  sin»  + cosy  cos  J cos/'; 

d’où  l’on  déduit  /=  — /';  les  hauteurs  ont  donc  été  prises  dans 
des  cercles  horaires  situés  de  part  et  d’autre  du  méridien  et  à égale 
distance.  Soient  maintenant  u le  temps  de  la  pendule  coi  respon> 
dant  ù la  première  observation,  u'  celui  qui  correspond  à la  se- 
conde, ^ [u  -t-  u')  est  le  temps  du  passage  de  l’étoile  au  méridien, 
et,  puisque  sa  valeur  doit  être  égale  à l’ascension  droite  connue  de 
l'étoile,  l’état  de  la  pendule  est  donné  par  l'expression 

a — J (u  -I-  «'). 

Cette  méthode  de  détermination  du  temps  par  les  hauteurs  cor- 
respondantes est  la  plus  exacte  de  toutes  celles  où  l’on  emploie 
les  hauteurs  pour  trouver  le  temps.  En  outre,  on  n’a  besoin  de 
connaître  ni  la  latitude  du  lieu  d'observation,  ni  la  déclinaison 
de  l’astre,  ni  la  longitude  du  lieu;  aussi  cette  méthode  est-elle 
employée  pour  déterminer  le  temps  dans  un  lieu  dont  la  position 
géographique  est  entièrement  inconnue.  Il  n’est  pas  non  plus 
nécessaire  de  connaître  la  hauteur  elle-même;  il  est  donc  possible 
d’obtenir,  par  ce  moyen,  des  résultats  approchés,  même  au  moven 
d'instruments  imparfaits,  qui  ne  permettraient  pas  d'obtenir  avec 
exactitude  les  hauteurs  absolues.  1,'emploi  de  eette  méthode 
exige  seulement  qu’on  possède  une  bonne  pendule,  de  marche  ré- 
gulière pendant  l’intervalle  des  observations,  et  un  Instrmnent 
des  hauteurs  dont  le  cercle  jteut  d'ailleurs  n’êlrc  ([u’impaiTai- 
tement  gradué. 

I.  a4 
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Nous  avons  jusqu’à  présent  supposé  que  la  déclinaison  de  l’aslro 
était  invariable  pendant  l'inlervalle  des  observations;  mais,  dans 
le  cas  où  l’on  emploie  le  Soleil  dont  la  déclinaison  peut  varier 
beaucoup  en  quelques  heures,  la  moyenne  arithmétique  des  temps 
des  deux  observations  ne  donnera  plus  le  temps  du  passage  du 
Soleil  au  méridien;  si,  par  exemple,  la  déclinaison  du  Soleil  va 
en  croissant,  l’angle  horaire  correspondant  à une  même  hauteur 
est  plus  grand  apres  midi  qu’avant,  et,  par  suite,  la  moyenne 
arithmétiipic  des  temps  tombe  un  peu  après  le  midi  vrai.  La 
moyenne  des  temps  tombe  au  contraire  avant  midi,  si  la  déclinai- 
son du  Soleil  est  décroissante.  On  devra  donc  alors  appliquer  à 
la  moyenne  arithmétique  des  temps  une  correction  dépendant  de 
la  variation  de  la  déclinaison.  Celte  correction  s’appelle  équa- 
tion tics  hauteurs  eorrcspontltintcs  ou  correction  du  midi.  Pour 
déterminer  cette  correction,  nous  regarderons  comme  connue 
la  marche  de  la  pendule. 

Si  S est  la  déclinaison  du  Soleil  à midi,  la  variation  de  la 
déclinaison  entre  midi  et  le  temps  de  chaque  observation,  nous 
avons 

sin  /<  = siny  sin(iî  — ào)  -H  cos  y cos(^  — Ad)  cosf , 
sin  A =;  siny  sin  (d  4-  Ad)  4-  cos  y cos  (d  4-  Ad)  cos  r' . 

Soient,  de  plus,  u et  u’  les  temps  de  la  pendule  pour  les  deux 
observations;  )(«  4-  «')  U est  le  temps  qui  correspondrait  au 
passage  du  Soleil  au  méridien,  si  la  déclinaison  n’avait  pas  varié  : 
c’est  le  midi  non  corrigé. 

Désignons  par  r le  demi-intervalle  des  deux  observaiions , 
para-  l’équation  des  hauteurs  correspondantes  ; l’époque  du  midi 
vrai  est  U 4-  a-  o'',  et  nous  avons,  pour  valeurs  absolues  des 
angles  horaires, 

/ = T 4-  X, 
t'i  T X , 

et  ainsi 

sinA  siny  sin  (d  — Ad)  4-  cosy  cos  (d  — Ad)  cos  (t  4-  x), 

sin  A = sinysin  (d  -t-  Ad)  cosy  cos(d  4-  Ad)  cos  (t  — x). 
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De  ces  deux  expressions  de  sin/r,  nous  déduisons  l’cqualion 
suivante 


o = sinf  cos(?  sin  Aô  — cosif  sino  sin  Aocost  cosj: 

+ costf  cnsô  cos  siuT  sin  x. 

Mais  dans  le  cas  du  Soleil,  x est  toujours  assez  petit  pour  qu'on 
puisse  remplacer  sinx  par  x,  et  cos.r  par  l'uniié.  Nous  aurons 
donc,  en  substituant  Ai?  à tangAi?, 


/ tanpy 
\ sin  T 


Soit  fl  la  variation  de  la  déclinaison  en  quarante-huit  heures, 
et  supposons  que,  dans  cet  intervalle,  la  déclinaison  varie  pro- 
portionnellement au  temps, 

d’où 

ou,  si  l'on  veut  exprimer  x en  secondes  de  temps, 

X = -ü-  ( tancqi  H — tanc  S ) . 

710  \ sinr  langT  ° / 

Pour  faciliter  le  calcul  de  cette  formule,  Gauss  a publié  des 


(*)  Nous  auriont  pu  obtenir  cette  rquation  par  la  diflereniiatinn  de  l'é- 
qualion  primitive  qui  donne  vin  A,  en  j regardant  i et  ( comme  variables, 
et  en  remarquant  que 


(*•)  Puisqu'on  se  sert  de  lo  vorialion  de  la  déclinaison  au  moment  du 
midi  vrai,  on  derrait  en  réalité  prendre  la  demi-somme  des  variations 
qu'éprouve  la  déclinaison  entre  le  midi  du  jour  de  robservation  vl  le  midi 
de  chacun  dos  jours  qui  le  précédent  et  le  suivent  immédiutemeot.  Mai», 
au  lieu  de  cela,  les  Épbémériües  donnent  la  qiiantUc»;<. 

24. 
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Tables  [Zach's  monatlichr  Corrcspcrndcnz,  vol.  XXIII),  qu'on 
trouve  aussi  ilans  le  recueil  de  Warnslorif.  Ces  Tables,  dont  l’ar- 
guincnl  est  t,  donnent  les  quantités 

I T 

— = A, 

-20  sinr 


720  tanjjT 


et  la  rorimile  avec  laquelle  on  obtient  l'équalion  des  hauteurs 
correspondantes  est  simplement 

(A)  .r  =;  — A fi  tangf -f  Bp  lanu  J. 

Equations  itiffércnlidtcs. — DilTérentions  les  deux  lorinules(a) 
en  considérant  3 comme  constant,  nous  aurons 

ftli  = — cos  A rlq  — cosç  sin  A tli, 
illi'  — — eus  A'r/<p  — cos  y sin  A'  dt . 

Dans  ces  équations,  nous  remplaçons  tW  par  dt,  car  nous  pou- 
vons supposer  que  l'erreur  commise  sur  le  temps  de  l'observa- 
tion est  réunie  avec  les  erreurs  de  hauteur;  d'autre  part,  puisque 
nous  avons  A = — A',  il  vient 


f//j  — — cosA'f/ip  -t-  cos  1)1  sin  A' 
ilh’  - . — coiK'dtf  — cos  y sin  A'r/f, 

dh  — dh' 

dt  — ^ • 

2cosŸSinA 

Celle  relation  montre  que,  pour  la  détermination  du  temps  par 
la  méthode  des  hauteurs  correspondantes,  il  faut  choisir  des  étoiles 
dont  l'azimut  soit  voisin  de  ± <jo". 

Evf.mpi  k.  — I.e  8 octobre  1822,  le  D''  Westphal  a observé  au 
Caire  les  hauteurs /lu  Soleil  qui  suivent  : 


et 
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Doublx 


de  la  hauteur 


du  Soleil 

tkmm  de 

1 A PRKDl'LK 

( bord  iiifericiir) 

aranl  midi. 

opièfi  midi. 

Moyenne. 

0 , 

h 01  ■ 

h m • 

b ni  * 

73.  0 

ai.  7.17 

a. 33. 59 

23.50.43,0 

73.10 

21.  8.24 

a. 33.  3 

23.50.43,5 

73.40 

21.  9.23 

a. 3a.  5 

23.50.44,0 

74. 0 

21 . 10.18 

2.3i.  9 

23.50.43,5 

74-20 

21 . 1 1 . i() 

2 . 3o . 1 2 

23.5o.44  ,o 

74.40 

21.12.il 

2.29. 14 

23.50.42,5 

75.  O 

21 . 1 3. 1 1 

2 . 28  1 3 

23.50.42,0 

75.20 

21.14.  9 

2.27.15 

23.50.42,0 

75.40 

21 . i5. 10 

2 . 2G . 1 5 

23.5o.4a,5 

76.  0 

21.  lO.  6 

2.25.20 

23.50.43,0 

et  le  midi  non  rorrigo  a |>onr  valeur 

23'‘5o"’43’,oo. 

On  a pour  le  demi-intervalle  de  temps  compris  entre  les  deux 


observations 

1. es  plus  éloignées  du  midi 2’’43"'i6', 

Les  plus  rapprochées  du  midi 2 . 34  • 3^  ; 


nous  prendrons  comme  valeur  de  t la  moyenne  des  deux 

T = ?.'‘38'"56",5  = 2'’,()  (9; 
dès  lors  nous  aurons 


loge 0,42308 

logT 

. 0,42308 

logcosécT...  0,19435 

log  cot  r. . . . 

. 0,08028 

c'log720...  3,i42(>7 

c‘  log  720.  . 

. 3,i42f)7 

log  .4 3 , 760 1 0 

log  B 

. 3,(>46o3 

et  comme 

3—  — 6"7',  y = 3o'’4’.  log{i  — 3,4391  w, 
nous  obtenons 

■r  = -+-  io*,4*'- 
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Le  Soleil  était  donc  au  méridien,  et  il  était  midi  vrai  lorsque 
la  pendule  marquait 

23'‘5o"’,53*,46* 

Mais,  puisque  l'équation  du  temps  était 
— 12“  33*,  i8, 

le  Soleil  passait  ce  jour-là  au  méridien,  à 

23''47“' 2(j‘>8a,  temps  moyen, 
l’état  de  la  pendule  par  rapport  au  temps  moyen  était  donc 
— 3“  26*,  64 . 

D'autre  part,  l’équation  différentielle  (b)  exprimée  en  secondes 
de  temps  donne 

f/e  = — o‘, 048  (M'  — f/b); 


ainsi,  on  voit  que  si,  au  lieu  d’être  égales,  les  deux  hauteurs  diffè- 
rent entre  elles  de  10",  il  n’en  résultera,  sur  l’état  de  la  pen- 
dule, qu’une  erreur  de  o*,48. 

Cette  formule  différentielle  peut  encore  nous  servir  à calculer 
la  petite  correction  qui  devra  être  ajoutée  à la  moyenne  arithmé- 
tique des  temps,  si  les  hauteurs  prises  avant  et  après  midi  ne  sont 
plus  qu’approximativement  égales.  Désignons  par  /i  et  A'  les  hau- 
teurs prises  avant  et  apre>s  midi,  et  posons  A'  — A = dit!  ; la  cor- 
rection à appliquer  à /i’  est  — dh' , et  par  suite  celle  de  U 


r/U  = -I- 


dh' 


3o  cos  y sin  A' 
dh'  cosf! 

3o  cosy  cos^  sint' 


Si  l’on  veut  atteindre  une  très-grande  exactitude,  une  correction 
de  ce  genre  sera  nécessaire,  même  lorsqu’on  aura  observé  des 
hauteurs  égales.  Bien  qu’en  effet  pour  des  hauteurs  apparentes 
égales  la  réfraction  moyenne  ait  la  même  valeur,  il  n’en  sera  pas 
ainsi  delà  réfraction  vraie,  à moins  que  les  indications  des  inslru- 
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inents  mùlùorolof^icpies  avant  et  .iprès  midi  ne  soient  accidentel- 
lement les  memes.  Si  donc  p et  p </p  sont  les  réfractions  pour 
les  observations  faites  avant  et  ajirès  midi,  la  liaiiteiir  de  l'astre 
après  midi  est  moindre  de<fp  que  la  liaiitenr  observée  avant  midi  ; 
il  faudra  donc  ajouter  à la  moyenne  des  temps  U la  correction 

dù  cos  h 

d\i=-  ^ . • 

io  cosy  cosd  smr 

llo.  Correction  du  minuit.  — Souvent  l'étal  du  ciel  ne  permet 
pas  de  prendre  des  hauteurs  égales  du  Soleil  avant  et  après  midi  ; 
mais  si  l’on  a observé  des  bauteiirs  correspondantes  dans  l’après- 
midi  d’un  certain  jour  et  dans  lu  matinée  du  jour  suivant,  il  sera 
facile  de  trouver  le  temps  qui  rorrespoml  à minuit.  La  correction 
relative  à la  variation  de  déclinaison  qu’il  faut  apporter  ilans  ce 
cas  à la  moyenne  des  temps,  nu  au  minuit  non  corrigé,  pour  obte- 
nir le  minuit  vrai,  s’appelle  correction  du  minuit. 

Soit  T le  demi-intervalle  des  observations,  — T le 

complément  à I2*‘  de  ce  demi-intervalle,  les  angles  horaires  de- 
part  et  d’autre  du  méridien  sont 

12*'  — T — a:  = T — .r , 

12''  — T-(-.r— T-l-x; 

nous  trouvons  ainsi,  comme  dans  le  11“  i 14,  la  formule 


Dans  ce  cas. 


/t^_tangj>  , 
\ sinr  tang  t , 

48  48^ 


et  par  suite 


tl  I2>>  — T ; T T ,\ 

•—  — fang» tangiî  ) ; 

•J2U  T \ sinv  tang  T ° / 


nous  pourrons  donc  nous  servir  des  Tables  indiquées  plus  haut. 

I ^ 

La  quantité  — peut  aussi  être  réduite  en  Tables  dont  l’argu- 

ment est  le  demi-intervalle  T des  observations.  Le  facteur  nume- 
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i ic|iic  est  di'signé  par  / dans  les  Tables  de  Warnslorff,  de  sorle 
que  la  cnirectiüii  du  minuit  est 

X — fu  (A  lang^  — B tangJ). 

Exemple.  — De  Zadi  a observé  Marseille,  le  17  et  le  18  se)i- 
lembre  1810,  des  hauleiirs  égales  du  Soleil.  Le  dcnii-intervalle 
des  temps  était  io*‘5Â'“;  d’autre  part  on  avait 

S -i- 2°  I 16" , y = 43"  I 7’5o",  log  _u  = 3 ,4453  n, 

nous  trouvons  donc 

UagA  = 3,73o5,  logB  = 3, 7 128,  log/=r  1 ,oo33 , 
(x/Atang^  ==  — 142’,  33, 

— p/Btang(î= 5,67, 

et  par  suite,  pour  la  correction  x,  la  valeur 

•r  = — i36*,66. 

Bemartfue  /.  ~ LVqiialion  de»  haiitrurs  correspondantes  est  exprimre  en 
temps  solsire  vrai.  Cependant  on  peut,  sans  qu'il  soit  besoin  d'sutrc  cor- 
rection, la  considérer  comme  exprimée  en  temps  moyen,  et  par  suite  i'up* 
pliquer  üirecleroent  aux  observations  faites  avec  unn  pendule  ré(*lée  sur  lo 
temps  moyen  \ mais  lorsqu'on  s'est  servi  d'une  pendule  sidcrale,  il  faut  mul- 

356 

tiplier  la  correction  par  la  fraction  dont  le  logarithme  est  o.ooia. 

Retnar^me  H,  — Si  l'angle  horaire  r est  assez  petit  pour  qu'on  puisse 
remplacer  lo  sinus  et  la  taiigeiite  par  l'arc,  la  correction  du  midi  devient 

jr  = ^ ( tang  Ÿ — tang  i J 

7io 

Mais  comme  les  unilés  du  numérateur  et  du  dénominateur  sont  difTé-* 
renies,  la  preroicru  elani  l'heure  et  la  deuxième  le  rayon,  on  devra  multi- 
plier le  second  membre  de  l'équation  par  aoG'iGS  et  le  üiviser  par  lô  x 36uü, 
et  on  aura 

■>■  = — Tâ^I'ane?  — 

OÙ  X est  la  correction  du  midi  exprimée  en  secondes  do  temps,  pour  r = o. 
Mais  dans  ce  cas,  l'angle  horaire  étant  nul,  les  deux  hauteurs  sc  réduisent  à 
lino  seule,  la  hauteur  iTiaximum,  et  x est  alors  la  qiianlité  qu'il  faut  ajouter 
à l'epoquu  de  la  plus  grande  hauicur  pour  obtenir  celle  de  la  culmination. 

C'est  l'ei(>res»ioii  que  nous  avions  déjà  trouvée  au  n®  110  dans  la  réduc- 
tion des  hauteurs  circumrooridiennes.  * 
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116.  Détermination  du  temps  et  de  ta  latitude  à l'aide  de  detw 
observations  de  hauteur.  — Dans  le  cas  où  l’on  a observé  les  han- 
leiir»  (le  deux  astres  et  où  l'on  connaît  l'intervalle  qui  sépare  les 
deux  époques  d'observation,  on  peut  toujours  déterminer  à la 
fois  le  temps  et  la  latitude  du  lieu.  En  effet,  on  a encore  les  deux 
équations 

istn/i  =sin^sinô  -f-cosycosJ  cosr, 
sin/i'  = sinysin^'+  cosycos5'  cosf'. 

Si  » et  u'  désignent  les  temps  de  la  pendule  correspondants  aux 
deux  observations,  A«  l’état  de  la  pendule  par  rapport  au  temps 
sidéral,  on  a (* I 

/ = «-*-  A « — a , 

«’-f-  A«  — a'; 

on  donne  ici  à A»  la  même  valeur  dans  les  deux  observations, 
car  on  admet  que  l’une  d’elles  a été  corrigée  de  la  marche  de  la 
|iendule,  supposée  connue.  Ainsi,  l’on  connaît  la  quantité 

«'  — « — (a'  — a)  = r'  — t 

Les  équations  (a)  ne  contiennent  donc  que  deux  inconnues 
et  /,  qu’on  pourra  dés  lors  déterminer.  Dans  ce  but,  on  exprime 
les  trois  (]uantités 

sin^,  cusfsin/,  cosi^cosr 

en  fonction  de  l’angle  parallactique;  le  triangle  formé  par  le  pôle, 
le  zénith  et  l’étoile  donne 

^ sin^  = siu//  sin  J + cos  A cosdeos/^, 

[a)  • costcosy  =:  sin/i  cos^  — cosA  sin d cosy.» , 

( sin/ cosy  = cos  A sin/>. 

( * ) Si  l'on  obicrve  le  Soleil  avec  une  pendule  do  temps  moyen,  on  a,  en 
désignant  par  w et  w'  les  équations  du  temps  aus  deux  époques  d’obter- 
valion, 

<=M-+-Aa  — M‘, 
t'  5=  u'  -t-  Au  — 
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Substituant  ces  expressions  dans  la  valeur  de  sin/i',  nous  trou- 
vons 

sin  A'  = -t-  (sin  ^ sin^'  -i-  cosiîcüsô'  cos)i^  sin  A 

-t-  (cos  S sin  — sin  o cos  S'  coiX)  cos/i  cos/> 

— cos(î'  sin^cosA  sin/j. 


Mais,  dans  le  triangle  formé  par  les  deux  étoiles  et  le  pAle,  on 
a,  en  désignant  par  U la  distance  des  deux  étoiles,  par  s et  s'  les 
angles  aux  étoiles, 

/ cosD  = sinJ  sinJ' -I- cos^  enaJ*  cos>, 

[b)  < cosr  sinD  = cosiJsin  J' — siniî  cosi' cos> , 

( sin  ;r  sin  D = cos^' sin)i, 

d’où,  en  portant  ces  expressions  dans  la  valeur  de  sin  A' , 


sin  A'  =:  cosD  sin  A -t-  sin  D cos  A cos  (r 


et,  par  suite, 

(c)  cos  (a -(-/)) 


sin  A'  — cosD  sin  A 
sin  ü cos  A 


Dans  l'équation. 


sin  A = sin  ^ sini  -i-  cosy  cos  J cos{/'  — 1), 


remplaçons  sin^,  cososinf'  et  cosycosf'  par  leurs  valeurs,  que 
nous  donnera  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  la  seconde 
étoile;  nous  trouverons  aisément 


(rf) 


cos  {s'  — />')  = 


sin  A — cosD  sin  A' 
sin  D cos  A' 


Après  avoir  calculé  soit  l'angle  p à l'aide  des  équations  (i)  et 
(c),  soit  l'angle  p'  à l'aide  de  l'équation  (rf)  et  des  analogues  de  (A), 
on  obtiendra  les  grandeurs  cherchées  y et  r ou  ç et  t'  au  moyen 
des  équations  [a],  ou  des  équations  semblables  en  sinij,  cosij  sinf' 
et  cosipcost'. 

D’ailleurs,  les  équations  (a)  et  (A)  donnant  <f  et  /,  D et  r par 
leurs  sinus  et  leurs  cosinus,  il  ne  peut  y avoir  aucune  incertitude 
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sur  les  valeurs  de  ces  angles.  Les  équations  (c)  et  [d),  au  con- 
traire, ne  contiennent  que  les  cosinus  de  (a-I-/))  et  (s'  — //), 
mais  le  triangle  forme  par  le  zénith  et  les  deux  étoiles  donne 

sinD  sin  (f  -t-  /j  ) = cosA'sin  (A' — A), 
sinD  sin  [sf  — p’)  = cash  sin  (A' — A)  ; 

on  voit  ainsi  que,  sin  (r -+■/?)  et  sin  (j'  — p')  ayant  toujours  le 
signe  de  sin  ( A' — A),  il  n’y  a aucune  ambiguïté  dans  l'emploi  des 
formules  (c)  et  [d). 

Au  moyen  d’angles  auxiliaires  et  en  suivant  la  marche  ordi- 
naire, on  pourra  rendre  les  formules  (a)  et  (6)  d’un  usage  plus 
commode  pour  le  calcul  log.irithini(|ue;  pour  y arriver  on  trans- 
formera, comme  on  l’a  fait  au  n"  106,  la  formule  (c)  en  une 

autre  qui  donne  tang’  — — > et  de  la  sorte  F,  et  /,  G et  g étant 

des  angles  auxiliaires,  le  système  complet  des  formules  sera  le 
suivant  : 

/ sin  o' sinysinF, 

(e)  < cosX cosiî' = sin/cosF, 

I sin>  cos  5'  =:  cos/; 

t cosD  = sin/co«(F  — ê), 

(/)  I coss  sin  D = sin/  sin  ( F — S), 

( sini  sinD  = cos/; 

s -i- p eus  S sin  (S  — A') 

2 cos(S  — D)sin(S  — A)’ 
aS  = D + A -f-  A'; 

I sin  G sin  J = sin  A, 

(A)  - cosG  sing- = cosA  cos/j, 

( cosg  = cosA  sin/j; 

! sin  y = sin  g cos  (G  — ^), 

(j)  ’ cos/cosy  = singsin  (G  — 3), 

( sin/ cos  y = cos  g. 
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Dans  le  cas  actuel,  les  formules  de  Delambre  seront  aussi  fort 
cominoiles.  Le  triangle  forme  par  les  deux  étoiles  et  le  pôle  a 
pour  côtés  D,  90"  — ^ et  90"  — S' , et  jiour  angles  opposés  X,  a"  et  r ; 
on  a donc 


(A) 


' sin  ^ D sin  -j(a' — »•)  = sin  — lî)  cos  j X , 
I sin  cos-j(a' — s)  =r  cosX(J'+  0)  sin  ) X, 
j cos  J D sin  I (a'-+-  a)  = cos-j  _ 0' — 0)  cos  J X , 
cos-jD  cos  1 (ï'-t-  r)  = sin  v(^'+  S)  sin  {X  ; 


et  d'ailleurs,  comme  précédemment. 


(B) 


f ^ t -h  P cosS  sin  (S  — //) 

^lang  ^ cosfS — D)  sin(S  — //)’ 

I a'  — »'  cosSsinfS — /i) 

f tane’  ^ — '■ ; 

\ ® 2 cos(S  — D)sin(S  — /l'I 


enfîn  nous  avons,  dans  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zéniili  et 
la  première  étoile, 

/ sin (45" — 5 f ) sin  (( \ -f-  /)  = sin  ( />  cos  j(/i  -f-  ô)  ^ 

I sln(45"—  ; y)  cos4(A  + 0 = cos|/,sin 
I cos(45“—  ÿo)  sin  J (A  — /)  =;:  sin  J/j  sin  -jI/i  + ^) , 

\ cos(45" — J f)  cos'  (A  — t)  — cos  J/tcos  J(/j  — ^) . 

Le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  la  seconde  étoile  don- 
nerait des  formules  semlilahles  dans  lesquelles  A',  /i',  p'  et  3' 

remplaceraient  A,  e,  h,  p et  3. 

Ces  formules  ont  un  grand  avantage  ; elles  contiennent  l'azimut, 
et  par  suite,  si  l'observation  ayant  été  faite  avec  un  altazimiit,  on 
a eu  soin  de  lire,  on  meme  temps  <pie  la  hauteur,  les  divisions  du 
cercle  azimutal,  la  comparaison  de  cette  lectine  avec  la  valeur 
calculée  A de  l'azimut  donnera  incidemment  la  division  du  cercle 
qui  correspond  au  méridien. 

Exemple.  — Le  2.9  octobre  1822,  le  D'  Wesiphal  a observe. 
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À Benisurrcn  Éjjyple,  les  haiileiirs  siiivantps  du  rentre  du  Soleil  : 

A = 3^"  56' 59",  6,  U = 2o''48"“48‘, 

A'=  5o.4o.55  , 3,  u'  = 23.  7.17, 

où  u'  est  corrigé  de  la  murclie  du  la  pendule,  et  h et  h'  sont  les 
hauteurs  vraies.  L'intervalle  de  temps  des  observations,  converti 
en  temps  solaire  vrai,  donne 

\ — s'‘  18'"  28', 66  = 34”37'9",9o, 
et  la  déclinaison  du  Soleil  était  pour  ces  deux  époijucs 
S = — io"io'5o",  I , J'  = — 10"  12' 57",  8. 

Avec  ces  valeurs,  les  formules  de  Delambre  donnent 
D = 34°  3' 20",  27,  P ■=  — 39“  57' 17",  00, 

,t  =93.12.58,26,  y = + 2g.  5.39,80, 

•t'  = g3 . 6 . I , 93,  t = — 35.24.59, 2.3, 

jr  4-/>=  53.  i5.4i  .26,  A = — 4f>  - '9-5^  I '7  > 

le  calcul  de  y et  de  l',  fait  à l’aide  des  furmoles  déduites  du  second 
triangle,  donnera  une  vérification;  car  on  devra  trouver  pour  y la 
même  valeur,  et  pour  t'  la  valeur  t -f-  À. 

Équations  différentielles.  — Afin  de  reconnaître  f|iielles  sont 
les  étoiles  1rs  plus  propres  à res  déterminations,  considérons  les 
deux  équations  différentielles 

dh  = — COS  A <ly  — cosip  sin  A <lt, 
dit'  = — cos  A'  dy  — cosy  sin  A'dt, 

dans  lesquelles  nous  donnons  à dt  la  même  valeur,  puisepi’on 
peut  supposer  la  différence  qui  existe  entre  tlt  et  dt'  réunie  à 
l’erreur  de  hauteur. 

Nous  obtenons  par  l'élimination  successive  de  <ly  et  i\e  dt. 
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Ainsi,  pour  que  les  erreurs  d'obscrvalion  ne  puissent  avoir  une 
grande  influence  sur  les  valeurs  de  f et  t,  nous  devrons  choisir 
les  étoiles  de  telle  sorte  que  A' — A soit  aussi  voisin  qué  possible 
de  ± 90°;  si  cette  condition  est  remplie,  on  a 

cos  y dl  = -+-  cosA'f///  — cosArf/i', 
rfy  = — sin  A'rfA  -(-  sin  Kdh' \ 

par  conséquent,  si  A'  est  voisin  de  + 90°,  auquel  cas  A est  lui- 
même  voisin  de  0°  ou  180°,  on  voit  que  dans  la  première  équa- 
tion le  coelTicient  de  dh  est  minimum  et  celui  de  dh'  est  au 
contraire  maximum  ; l’exactitude  de  la  détermination  du  temps 
dépend  donc  principalement  de  celle  de  la  hauteur  prise  dans  le 
voisinage  du  premier  vertical.  Nous  verrions  de  même  que  l’exac- 
titude de  la  détermination  de  la  latitude  dépend  surtout  de  celle 
de  la  hauteur  prise  dans  le  voisinage  du  méridien. 

Dans  l’exemple  précédent,  A'=  — i”i5',  nous  aurons  donc, 
rfy,  dh  et  dh'  étant  exprimés  en  secondes  d’arc  et  dl  en  secondes 
de  temps, 

rfy  = -I-  o,o3o8  dh  — I ,oai5  dh', 
dt  = -h  0,1077  — 0,0744  dh', 

117.  Détermination  du  temps  et  de  la  latitude  par  l'observation 
de  deux  hauteurs  d'une  même  étoile.  — On  simplifie  beaucoup 
la  solution  du  problème  en  observant  deux  fois  la  même  étoile. 
En  effet,  on  a alors  ^'=  J,  = s,  et  les  formules  (A)  du  n"  116 
deviennent 

siii  1 D = sin  cosJ, 
cosj  cos^D  = sin  -j).  sind, 
sin  s cos  1 D = cos  . 

A l’aide  de  ces  formules  on  calculera  D et  s:,  puis  on  trouvera  y 
et  t,  et  A si  l'on  veut  avoir  sa  valeur,  au  moyen  de  la  première 
équation  (B)  et  des  équations  (C). 

Nous  donnerons  une  seconde  solution  de  ce  problème;  les 
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formulus 

sinA  = siny  sin^  4- cosç  cosJ  cosr, 
sinA'  = sin^  sinJ  -(-  cos(p  cosi  cos(^  -+-  X), 

rombintvs  par  voie  d’addition  et  de  soustraction,  donnent 


Icos  j(  A 4-  A')  sin  J (A  — A')  = cos  J cosif  sin  ' À sin(/  4- 
sin  J (A  4-  A')  cos  j(A  — A')  = cos5  cosif  cos  J X cos(/4-  -J  X) 

4-  sin  y sin  5. 

En  posant 

/ siniî  = cos  A cosB, 

(A')  . cos  J X cos^  = cos  A sin  B, 

I sin  JX  cos  5 = sin  A, 


la  seconde  des  équations  (a')  devient 


sinfcosB  -t- cosçcos(f4- |X)sinB  = 


sin|(A4-A') cos  | (A  — A' ) 
cos  A 


Prenons  maintenant  de  nouveaux  angles  auxiliaires  F et  G,  tels 
que 

I siny  = cosG  cosF, 

(B'J  cos(r  4- -jX)  cosij.  = cosG  sin  F, 

( sin(/ 4- yX)  cosy  = sinG, 

et  par  suite  déterniinés  par  les  équations 


sin  G — ^ (/'  + A')  sin|(A  — A'  ) 
sin  A ’ 

sin-^(A  1-  A')  cosi(A  — A') 
cos  A 


F)  cosG 


Dès  lors  le  calcul  sera  le  suivant  : au  moyen  des  équations  (A') 
on  déterminera  A et  B,  à l'aide  des  équations  (C')  on  obtiendra  G 
et  F,  puis  les  équations  (B')  donneront  les  quantités  inconnues  y 
et  t. 
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La  signification  gcométriqnc  des  angles  auxiliaires  s’obtient 
aisément  : soit  PQ  lo)  un  are  de  grand  cercle  perpendicii - 

Fie.  'O- 


P 


laire  à celui  qui  passe  par  les  deux  étoiles  S,  S',  et  ZM  un  arc 
perpendiculaire  .'t  PQ;  on  a 

A=;D  = QS,  B=PQ,  F = PM  et  G = ZM. 

Exemple.  — Avec  les  données  du  n"  117  et  en  supposant  à 
la  déclinaison  une  valeur  constante  S — — lo"  ta'  57",8,  on  a 

sin//...  1,466600,  sinB...  i, 9924^)0, 
coib...  1,980534,  cosB...  1,2.68321//, 

B = loo”  4 1 ” 23",  I , 

siu  G 1 ,432  833//, 

cos(B  — F) I ,^03425, 

cosG I ,983445. 

B - F = 59»  3o'  29"  ,8,  F = 4 1 ” I ' 53" , 3, 
r = 35.22.21 , o,  & :=  29  5 42,  7- 

Rf.mabouf..  — Dans  le  ras  où  les  deux  liauleurs  sont  égales, 
on  a encore  la  inéme  forimile  (A)  et  les  formules  équivalentes  (c) 
et  [/)  du  n"  1 16;  mais  alors  les  formules  ( B)  se  réduisent  .‘1  la  sui- 
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Tante 


lang'  ; (a  -I-  /^)  = tang*  p')  = 


cos  f //  + y D ) 
cos  (//  — ; D)’ 


et  si  l'on  connaît  p,  on  pourra  calculer  f et  f par  les  rormules  (/<) 
et  (/J,  ou  f , / et  A par  les  formules  C (n“  116). 


118.  L’observation  donne  les  eliffërences  des  hauteurs  et  des 
azimuts  de  deux  étoiles,  à deux  époques  dont  l'intcienlle  est  connu  : 
trouver  à la  fois  le  temps,  la  latitude,  les  hauteurs  et  les  azimuts 
de  ces  étoiles. 

Ce  problème  est  analogue  aux  prrerdenis;  aussi  nous  le  traite- 
rons iminédiateinent,  bien  qu'il  ne  soit  pas  un  simple  problème 
de  haiileiirs.  « 

On  calculera  d’abord  les  formules  (A)  du  n"  1 16. 

En  outre,  si  dans  le  triangle  formé  par  le  zénith  et  les  deux 
étoiles  et  dont  l’un  des  angles  est  A'  — A,  les  cètés  90"  — h, 
90” — h'  et  D,  ou  désigne  par  q cl  q'  Im  angles  opposés  aux  côtés 
cjo®  — h et  «)0“ — h',  on  aura 


|B) 


sin;f7'-t-  q) 


, cosÿf//' — //'cosÿ(A'- 


cnsiD 


■A) 

? 


< sinj(7'— 7 = 


, sin y( //'  — A'  eosi(  A'  — A) 


sin  T O 


„„yi(A'4-A)  = ^?^co,iD. 


cosi  q'—q) 


Cesequations  nous  permetlronl  d’obtenir  7 et  7' et  aussi  ÿ(A-i-A'  , 
d'où  A et  A'  : mais  puisque  nous  avons  (n"  116) 

7 = A -t-  /^,  q'=  s'—  P , 

nous  connaîtrons  par  là  même  p et  p'.  Nous  chercherons  en- 
suite 7,  t et  A au  moyen  des  formules  (C)  du  n°  116,  et  comme 
vérification  nous  tirerons  7,  /'  et  A'  des  fornuiles  analogues  rela- 
tives à la  seconde  étoile. 

Équations  différentielles.  — Si  dans  les  équations  différentielles 
du  n”  36,  on  remplace 

1'  par  J{/'-f-r)4-i(/'-  t),  t par  \(t'-h  t)  — 

I.  a5 


Digitized  by  Google 


386  ASTRONOMIE  SPBËRIQUE. 

on  obtient,  puisque  dans  le  cas  actuel  dS  = o, 


dh  — — cos  A r/ç  — cos  J sin/?  d-{t'-^-  t)  ■+■  cosS  sinp  d^[t'  — /), 
d/i'z=z — cosA'rf^ — cos^'  d\[t'+t)  — cosd'sin/?'rfÿ(f'  — t), 


dA  = — sinA  tangAi/f 


coiScosp  , cos  ^ cos» 

j-L  rfi  <'+  f 7-^ 

cos  A ' cos A ’ ' 


f/A'=  — sinA'  tangA'</f 
cosA'  ' ^ 


coiS'  eosp' 
cos  A' 


dUf-t). 


Retranchons  la  première  équation  de  la  seconde,  la  troisième  de 
la  quatrième,  entre  les  équations  résultantes  éliminons  succes- 
sivement ^ /)  et  d<f,  et  servons-nous  des  relations 


. . . , cosJ  cos»  , 

costf  sin»  - cosv  SinA,  = sin®  -+-  cos®  tanuA  cos  A, 

• cosA  ' 

cosi'cos»'  . I, 

costf  sin/>  = cosf  sinA  , — — = siny  -Hcosy  tangA  cosA  , 


nous  aurons 


M rff  = ( tangA  cosA — tangA'  cosA')  rf(A'  — A) 

-I-  (sinA  — sinA')</{A'  — A) 

/ cos  é ...  cos  J'  ,■  A J , 

M cosf  rf  J {<'  4- 1) 

= (tangA  sinA  — tangA'  (sinA')  d[/i' — A) 

— (cosA  — rosA')  rf(A' — A) 

[cosip  (tangA  — langA')$in’i(A'  ■+■  A) 

-+-  sinç  (cosA  — cos  A')]  rf(  t'—  t). 


<){i 


M = 3(tangA  4-  tangA') sin’- (A' — A). 
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Nous  voyons  ainsi  t|uc  pour  diminuer  autant  que  possible  l’in- 
fluence des  erreurs  d’observalion,  nous  devons  choisir  des  étoiles 
dont  lu  hauteur  et  la  différence  d'ar.imiit  soient  grandes,  do  ma- 
nière à rendre  M aussi  grand  que  possible.  Si  j ^A' — A)  = t)0°,  le 
coefficient  de  — h)  lui-ménie  sera  toujours  plus  petit  que  J. 

REMABQur..  — De  Camphausen  a proposé  d'observer  les  étoiles 
au  moment  où  leur  hauteur  est  égale  à leur  déclinaison;  le 
triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  l'étoile  est  alors  isocèle; 
par  suite  t =.  180" — A,  et  l’on  a simplement 


cotJcosr=  -4-  cotJ'  cos/'  ^ lang(45" — Jf), 
cot^  cos  A — — coti'  cosA'=  lang(45" — j if)  ; 


d'où  l’on  déduit 


tangHr'+0  = ;;;{j^^°^jcotH/---r), 


sinM  — 

,ang;(A'  + A)=^^Jcot;(A-A). 


Ces  formules  nous  donnent  ç et  /' -1-  / ou  A' -(-  A.  Mais  il  est 
impossible  d’observer  la  hauteur  d’un  astre  au  moment  précis  où 
elle  est  égale  à la  déclinaison  ; les  quantités  observées  t'  — / et 
A' — A doivent  donc  être  réduites  à cette  époque.  {Fnir  Encke, 
Ucber  die  Enveiternng  des  Doutées' chen  Froblems,  Jahrbuch  de 
Berlin,  t85g.) 

Exemple.  — Le  3o  mars  1 8S6,  on  a observé  ù Cologne  les 
différences  en  hauteur  et  en  azimut  de  -n  Grande  Ourse  et  de 
a,  Cocher  : 

h'  — h — — 4°  • o’  46"  O, 

A'— A = -4- ?.a6.28.  9,9, 


et  la  différence  des  ép/Kptes  d’observation , exprimée  en  temps 
sidéral,  était  o**  18'" 8*,  70. 

Ce  jour-là  les  positions  apparentes  des  étoiles  étaient 

17  Grande  Ourse.,  a = t3'‘ 4 >'"54‘i53 , 3 = -t- 5o°  t' 45*,9, 

a Cocher a'=  5.  6.  1 ,69,  J'=-4-45-5i.  1 ,7, 

a5. 
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>,=  i33"3o'?.3",i . 

Noiisavons  d'ubord,  au  moyen  des  rormiiles  ( A ) du  n°  il(>, 
s zzi  -f-  3 1"  22'  33",  1 8, 

^ — -t-  28.41  -5o 

D—  ■+■  ^(i.  O.  14  ,79; 

jiuis,  avec  les  rormiilcs  (B', 

7'  = - 28"  40'  53",  44,  d’où  /y  ^ - 62»  44'  5",  98. 
q ■=  — 3l  .21 .32  ,80,  p’—  + 57.22.43  ,64, 

J {/;+//')=:  + 47  • 56. 4o  ,6 • • /;  = -4-  5u  . 2 . 3,61. 

^ous  obtiendrons  donc,  |iar  les  formules  (C)  du  n°  11G, 
q=z  .5o"55’55",57, 
t = 295 . 2.56  ,70, 

A = 244. 57. 48  ,5o. 

Si  nous  calmions  les  éi|iiations  différentielles,  nous  trouvons, 
eu  exprimant  toutes  les  erreurs  en  secondes  d’are, 

ttq  = — 0,0342  f/(  A'  — h ) — 0,4892  tl  — A ) 

-+-  0,2438  (/  (/'  — /), 

d j [r'  4-  /)  — 0,8621  d (//'  — A)  + 0,02.44  '/(A'  — A' 

— 0,0188  d (t'  — t), 

119.  Meth  ide  Dnmves.  — L.i  méthode  de  détermination  de 
la  latitude  et  de  l'Iieiire  par  deux  observations  de  baiiteur  est  sou- 
vent l'mployi’e  en  mer.  M.iis,  à eaiise  de  la  lonijiieur  ties  calculs, 
les  marins  ne  suivent  pas  la  marche  directe  que  nous  venons 
d’exposer;  ils  font  iisa;^e  d’une  méthode  indirecte  proposée  par 
D niwes,  navioaieur  hollandais.  Ici  la  latitude  est  toujours  connue 
approximaiirement  par  les  ealculs  ordinaires,  ipic  permet,  sur  la 
lu.irche  du  vaisseau,  remploi  de  la  boussole  et  du  loch.  Avec  cette 
valeur  approchée,  en  lanjjaye  de  marine  po'nt  rsdmr,  avec  la  dé- 
clinaison et  l’intervalle  de  temps,  et  ù l’aide  de  cell"  des  deux 
observations  de  hauteur  qui  a été  faite  loin  du  méridien,  il  sera 


Digitized  by  Google 


HÊTIIODR  DE  DOl'WES.  38l) 

facile  d’oblenir  une  détermination  approchée  de  l'henrc  dont  on 
»e  servira  ensuite  pour  trouver  la  latitude  au  moyen  de  l’obser- 
vation de  hauteur  faite  au  voidnage  du  méridien.  Avec  celte 
nouvelle  valeur  de  la  latitude,  on  recommencera  le  calcul  de  la 
détermination  de  l’heure. 

Supposons  encore  que  la  même  étoile  ait  été  observée  deux 
fuis,  on  a 

sin/i  — sin  A'  = cosy  cosd [cosf  — cos  (r  -I-  1)] 

= 2 eosy  cos  J sin  (r  4-  ^ X)  sin  } X; 

.l’où 

2sin(/  -jX)  = sécysécJ  (sinA  — sinA')  cosécjX, 
ou,  en  prenant  les  logarithmes, 
log  2 sin{r  -(-  J X) 

--  log  séc  y 4-  log  séc  S -H  log  (sin  A — sin  A')  4-  log  cosée  j X. 

Puisqu'on  connaît  une  valeur  approchée  de  y,  on  tirera  de  cette 
équation  /-t-  -jX,  et  par  suite  t;  avec  la  hauteur  A'  observée  dans 
le  voisinage  du  méridien,  on  trouve  ensuite  une  valeur  plus  exacte 
de  la  latitude  à l’aide  de  la  formule 

(B)  cos(y  — lî)  =siiiA'  4-  cosy  cosJ . 2sin’}(t  -i-  X). 

Si  le  résultat  obtenu  diffère  trop  de  la  première  valeur  adoptée 
pour  la  latitude,  on  recommencera,  avec  cette  nouvelle  valeur 
de  y,  le  calcul  des  formules  (A)  et  (B). 

Douwes  a construit  des  Tables  qui  facilitent  le  calcid  et  qu’on 
trouve  dans  l’ouvrage  : Tables  requisite  tu  he  itsed  wit/i  the  naiili- 
cal  rplienirris  for  finding  the  latitude  and  longitude  al  sca,  et 
dans  tous  les  ouvrages  de  navigation.  Ces  Tables  donnent  les  va- 
leurs de  logeosée  jX  pour  l’angle  horaire  exprimé  en  temps  sous 
le  titre  Log  half  rlapsed  lime  (Logarithme  <lu  demi-temps  écoule), 
et  de  log  2 sin  (f -f- ÿX)  sous  le  titie  Log  ndddle  time  (Loga- 
rithme du  temps  milieu],  et  enfin  de  log  2 sin’jr  sous  le  titre 
Log  rising  tm/e  ( Logarithme  du  temps  d’origine).  La  grandeur 
logsécysécJ  se  nomme  Log  ratio,  et  on  a,  par  l’équation  (A), 

log  temps  milieu  = log  ratio  -+-  log  (sin  A — sinA')-i-  log  demi-temps  «onic. 
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En  rherchaiit  ce  logarilhme  dans  la  Table  du  temps  milieu, 
on  obtient  immédiatement  la  valeur  de  t.  Puis  on  prend  dans  les 
Tables  de  temps  d'origine  le  logarithme  correspoiidaiit  à l’angle 
horaire  t + on  en  retraue.be  le  log  ratio,  et  on  ajoute  le  nombre 
résultant  au  sinus  de  la  plus  grande  hauteur.  Ou  obtient  ainsi  le 
cosinus  de  f — t,  et  par  suite  la  latitude. 

ExEMrLK.  — Appliquons  la  méthode  de  Douwes  à l’exemple 
du  n"  116. 

Ÿ = ai)“o'  Ing  temps  d’ori0inc 

Ing  ratio o,u65  la  log  ratio 

log(tinA  — ain/i') i,aoo4cyi 

log dcmi'tenipi  rcoulé. . o,5at>45  gin  A' 

log  temps  milieu i,^9ao6n  log  cos (p  — dÿ.... 

t = — 4 

('  = —0**  a'",  9 


5,90340 

. . . 0,0  >5  la 

-i-o,t>üO  07 

....-1-0,773 1>4 
....  r, 888  58 
-J  = 39»i8',7 
P =39»  .5',  7 


Kemaroue  1.  — Si  l'on  veut,  au  lieu  des  Tables  de  Douvres,  em- 
ployer les  rorraules  ordinaires  de  la  trigonométrie  sphérique,  00 
calculera  les  formules 


sin(/  -I- 


cos  j (A  -I-  II'  ) sin { {Il  — //') 
cosf  cosi  sin  jX 


cos  (f  — N) 


sin/i' 

“IT’ 


où 


sinô=::  M sin  M,  cosJ  cost  = M cosN. 


Remarque  II.  — Dans  le  cas  où  les  observations  sont  faites  en 
mer,  les  deux  h.uiteur$  correspondent  à deux  points  différents  de 
la  suiTare  de  la  Terre,  puisipie  le  vaisseau  s'est  déplacé  pendant 
l'intervalle  des  deux  observations.  M.iis  comme  on  connaît  la  vi- 
tesse du  vaisseau  à l'aide  du  loch  et  l,i  direction  de  sa  marche  p^r 
la  boussole,  il  ser.i  très-facile  de  réduire  les  deux  hauteurs  à un 
meme  lieu  d’observation. 

Soit  A (yfg.  1 1 ) le  lieu  du  vaisseau  à l’époque  de  la  première 
observation,  B sa  position  à l'époque  de  la  seconde.  Menons,  par 
le  centre  de  la  Terre  et  l'astre,  une  droite  qui  coupe  la  surface  de 
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la  Terre  en  S',  et  considérons  le  triangle  ABS'  ; BS'  représente  la 
distance  zénithale  mesurée  en  B;  et,  puiscpie  BA  est  donné,  il  suf- 
fira de  connaître  l'angle  S'BA  pour  trouver  le  côté  AS',  distance 

Fig.  II. 


S' 


B 


zénithale  de  l'étoile  qu'on  aurait  mesurée  au  point  A.  Par  consé- 
quent, en  observant  la  seconde  hauteur,  celle  qu'il  faut  réduir«, 
le  marin  devra  déterminer  aussi  l’azimut  de  l'étoile,  c'est-à-dire 
l’angle  S'BC;  et  comme  il  connaît  l'angle  CBA  que  fait  avec  le 
méridien  la  direction  de  la  marche  du  vaisseau,  il  aura  par  cela 
meme  la  valeur  de  l'angle  S'  BA  qu’il  cherchait.  Soient  a cet  angle 
et  A la  distance  des  deux  lieux  A et  B,  h,  la  hauteur  réduite,  ou 
aura  la  relation 

sin  A,  = cos  A sin  A -t-  sin  A cos  A cos’a, 
ou 

sin  A,  = sinA  sin  A cos  A cosa  — 2 sin’ -J- A sin  A ; 

et  si  nous  remplaçons  sin  A par  A,  nous  obtenons,  à l'aide  de  la 
formule  (20)  du  n“  11, 

h,  — h 4-  A cos  a — y A’  tang  A, 

équation  dont  le  dernier  terme  peut  le  plus  souvent  être  négligé. 

120.  Détermination  du  temps,  de  la  latitude  et  de  la  déclinaison 
à l’aide  de  trois  observations  de  hauteur  de  la  même  étoile.  — Avec 
trois  observations  de  hauteur  d'une  même  étoile,  on  a les  trois 
équations 

sin  A = sintpsin^ -I- cosç  cosd  cosr, 
sin  A'  = sin f sin  ^ -h  cos^  cos5  cos  (/  4-  ) ), 
sin  A"=:  sin  f sin  J 4-  cosy  cos  J cos  ( r 4-  À'  ), 
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qui  serviront  à déterminer  ç,  t et  S.  Au  moyen  des  quantités  auxi- 
liaires 


•r  = cos  y ros  J l OSt, 
y = COS  y l’osi  sint, 

Z = sin  y sind, 

les  formules  précédentes  deviennent 

sin  /(  = Z JT . 

sinA'  = Z jcosi  — _ysin*, 

sin  h"r-r  Z -I-  jTcosi'  — y sini'. 

O'S  équations  permettent  de  trouver  x,  y,  z;  et  ces  quantités 
iitie  fois  connues,  on  obtiendra  y,  r et  ^ à l'aide  des  relations 

tani;  e =-y 

X 

sin  y sin  j z, 

cos  y rosi  = y' 

Cette  méthode'  parait,  au  premier  abord,  être  l'une  des  plus 
rommodes  et  des  plus  avantageuses;  car,  pour  le  raleiil  des 
observations,  elle  n'exige  uiieune  donnée  é-trangère  (*).  Mais 
elle  n'est  point  pratique,  car  les  erreurs  commises  dans  les  ob- 
servations des  hauteurs  ont  une  très-grande  influence  sur  les 
quantités  inconnues.  Cependant  si  l'on  ne  considère  pas  $ comme 
constant,  c'est-à-dire  si  l'on  observe  à des  hauteurs  égales  trois 
étoiles  différentes  et  de  déclinaisons  connues,  le  problème  devient 
susceptible  d'une  solution  élégante  et  utile. 

121.  Détei mination  du  teiniis,  de  ta  latitude  et  île  la  hauteur 
par  l'observation  de  trois  hauteurs  égales.  Méthode  de  Gauss  (*‘). 


(”)  FuUqiie  t'un  a ohsfiTC  trois  liaiitrnrs  J'iine  même  éloüe,  À et  ne 
(Jepemti  ni  pas  de  l\i»Cf‘iisioii  droite  (n®  1 16). 

('*)  Voir  IHonatlichc  Corri-spondt-ns,  t.  X\III,p. 'J77  et  siiiT. 
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— Dans  ce  ras,  on  a les  trois  équations 

I sinA  =$inf  sin  J + rosf  cosiï  cosr, 

(a)  < sin  A = sin^sini' -I- cos»  cos^' cos  (t  + i), 

I sin  A = sin^  sin5'-+-  cos^ros^*cos  {/  + À'), 

avec 

X = («'  - «)  — f«'— *).  (a"— a). 

Dans  les  deux  premières  équations  remplaçons  d et  ^ par 

;(^  + i')  + i(J-«î')  et 

et  retranchons  ensuite  la  seconde  équation  de  la  première,  il 
viendra 


0 = asinf  sin  |-(d  — J'jcos  j(J  -I-  S'  ) 

-I-  rosf  [cos  J-(d  — J')  cos|(d  + d' ) — sin  j(J  — 5')  sin  j(iî  4-  J')  cos/ 

— cosy  [cos  — d')  cos 7 (J  -f  <î')  4-  sin  [ (d  — d*)  sini(d  4-  J'i]  cos(/4-X), 


O sin f sin  |-  ( J — i")  cos  | { d 4-  d' ) 


(a)  • 4-  cosf  cos[  (d  — d')  cos  [ 'd  4-  d'ÿ  sin  7).  sin  (/  4-  7I) 

( — cos f sin  7 (d  — d')  sin  7 ^d  4-  d')  cos 7 i cos  t^)> 

d’où  résulte 

tang^  = — sin  j\  sin  {/  4-  [X)  col  J (d  — d' ) 

4-  cos 7 i cos  (/  4-  [i)  tang7(d  4-  d'). 

Acliiellcment  introduisons  1rs  quantités  auxiliaires  définies  par 
les  équations  siiivanles 


(A) 

nous  aurons 

(B) 


sin  [ X col7(d  — d')  = /«' sin  M', 
cos  7 A lang  7 (d  4-  d' ) = /n'  cos  M', 
M'  4-  ; À = N', 

tangç  = m'co${t  4-  N'). 
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Avec  les  notations  analogues 


I sin  ; V col  ; (J  - r ) = m*  sin  M", 

(C)  ) cos;  rtang-;  {S  + i")  — «■"cosM", 

I w'  -4-  ; V = N', 

la  première  et  la  troisième  des  formules  {a)  donneront  de  même 
( D)  tangf  - m"  cos  (r  IS"  ). 

De  la  comparaison  des  formules  (B)  et  (D)  on  déduit 
cos  {/  -t-  N')  = m"cos  (/  -f-  K'); 

H étant  un  angle  auxiliaire  dont  la  valeur  |>eut  être  arbitrairement 
choisie,  nous  écrirons,  selon  le  procédé  habituel  de  Gauss,  l'é- 
quation précédente  comme  il  suit  : 

m'cos[(f-l-H)  -+-{N'—  H)]  = i7i"cos[(r-4-H)-t-  (N"  — H)], 

d'où,  en  développant, 

/m'cos(N' — H)  — m"cos(N" — H) 

lanii  f / -(-  H ) ~ ! • 

' m'sm(«'— H)-  m"sin(N"-U) 

Les  valeurs  de  H qui  donneraient  à cette  expression  la  forme 
la  plus  commode  pour  le  calcul  seraient  o,  N',  N";  mais,  en 
posant 


on  obtiendra  une  formule  très-élégante;  en  effet,  on  a alors 
Ung  [r -t- H N' -4- N")]  = ^i^^^ot  i ( N' - N"  ) ; 


si  l'on  introduit  dans  cette  équation  l’angle  li  donné  parla  relation 
(E)  tangÇ=^, 


on  aura 


/«'  — ni" *i  — tangi; 

m'  -+-  m"  I + tang  î 


= tang(45“— î); 


Digitized  by  Google 


DÉTERMINATION  DU  TEMPS  ET  DE  LA  LATITUDE.  895 
de  telle  sorte  (|iie  la  formule  précédente  deviendra 

(F)  tang[f+  i(N'  + N'')]=tang(45»-ç)  cot|(N'-N"). 

Les  équations  (A),...,  (F)  renferment  la  solution  du  pro- 
blème. On  cherche  d'abord,  à l'aide  des  équations  (A)  et  (C),  les 
valeurs  de  m' , M',  N'  et  de  m" , M",  N";  on  trouve  ensuite  t par  les 
équations  (E)  et  (Fl,  et  f par  l'une  des  é(|uations  (B)  ou  (D);  on 
n'a  donc  pas  besoin  de  connaître  la  hauteur  pour  calculer  f et  f, 
mais,  en  substituant  dans  les  é(|uations  |)rimilives  (a)  les  nombres 
ainsi  trouvés,  on  obtient  la  valeur  de  A;  et  si,  d'un  autre  cèté, 
on  a lu  cette  hauteur  sur  l'instrument  lui-même,  la  comparaison 
du  calcul  et  de  l'observation  permettra  de  déterminer  l'erreur  de 
rinstriiment. 

Équations  différentielles.  — Eludions  maintenant  les  posi- 
tions relatives  que  les  trois  étoiles  doivent  occuper  dans  le  ciel, 
pour  (|ue  leur  observation  donne  les  résultats  les  plus  exacts. 
Pour  cela,  nous  aurons  encore  recours  aux  équations  différen- 
tielles. Puisque  les  trois  hauteurs  sont  égales,  on  peut  supposer 
que  les  valeurs  de  dh  sont  aussi  les  mêmes  dans  les  trois  équa- 
tions différentielles,  car  il  sufiit  de  reporter  sur  les  valeurs  du 
temps  les  erreurs  commises  dans  l'observation  des  hauteurs.  Dès 
lors 

/ = u-t-A«  — a, 

et  ainsi  dt  sera  composé  de  deux  erreurs  : 

I"  L'erreur  d[^u)  commise  sur  l'état  de  la  pendule,  et  qui  est 
la  même  pour  les  trois  observations,  car  on  considère  la  marche 
de  la  pendule  comme  connue; 

2“  L'erreur  commise  sur  le  temps  de  l'observation,  erreurTiui, 
au  contraire,  pourra  être  différente  pour  chacune  d'elles.  . 

Les  trois  équations  différentielles  sont  ainsi 

dh  — — cosA  dq  — cos*  sin  A du  — cosf  sinA  d (A«  ), 
dh  = — cosA'rff  — cosç  sinA't/a'  — cos^  sinA'r/(Au), 
dh  = — cosAV^  — cosy  sinA"(/«" — cosç  sin A'</ (Au). 
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Relranrhons  lu  soconile  «quation  de  la  première,  nous  obte- 
nons 


O = 2sin^  ( A A')  r/y  — 2 cos  J (A4-  A')  cosy  rf(  A«) 
cosifSinA  cosfsinA'  , 

siti  j (A  — A')  sin  j (A  — A') 


et  de  même,  en  relranrbanl  la  troisième  delà  première, 


o = 2sin  J ( A -K  A")  il^  — 2cos‘,  { A -+■  A")  cos®  A«  ) 

cosssinA  cosïsinA"  . _ 

'lu  -+-  -7—r- ‘lu"; 

sinj(A  — A' I sioyIA  — A ) 


enfin,  en  éliminant  successivement  il  (la)  et  «/y  entre  ces  deux 
équations,  un  n 

. cos®  sin  A cos  A'-|-A") 

n®  “ ' au 

^ 2sin|-(A  — A')siu-j(A  — A") 

ros?  sinA' cosj(A"-(- A)  ^ , 

2sinJ(A'  — A")sinJ-;A'  — A) 

eos^r  sinA"ros-l(A-t- A') 

2siiii(A" — A)sinj(A" — A')*** 


et 


fl  (la) 


sin  A sin  1(  A'-l- A") 

tl  U 

2siii  I (A  — A')  sin  ■ (A  — A") 
sin  A'sin-j-(A"-t- A) 

2 sin  y (A' — A")  sin  ÿ(A' — A) 

sinA"sinÿ(A -t- A')  ^ , 

2sin  ÿ(  A" — A ) sin  J (A"  — A') 


On  voit  ainsi  «pie  l’on  doit  choisir  les  étoiles  de  telle  sorte  «jue 
la  diflêrenee  des  azimuts  de  deux  «jueleonqui  s d’entre  elles  soit  la 
plus  grande  possible,  car  alors  les  dénominateurs  di  s coefficients 
de  du,  da'  et  da”  atteignent  leur  valetir  maximum.  On  prendra 
«lonc  des  étoiles  telles,  que  la  différence  de  b urs  azimuts  soit  sen- 
siblement de  120°. 


Kxf.mpi.e.  — Le  D’  Westpbal  a observé  au  Caire,  le  5 oc- 
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lolire  1822,  trois  hauteurs  égales  des  étoiles  suivantes  : 


a.  Petite  Ourse à 8'' 28'"  17*,  à l'ouest. 

a Hercule 8 3 1.21  , à l’ouest. 


a Belier . 8.47. 3o  , à l’est. 

Les  coordonnées  de  ces  étoiles  étaient,  pour  le  jour  iniliijiié  : 

a i 

a Petite  Ourse. .. . o'*58"i4’,  10,  4- 88"2 1' 54*1 3, 


a Hercsile 17.  6.34,26,  -(-  i4  36  2,0, 

2 Bélier 1.57.14,00,  4-22.37.22,7. 


Dans  le  cas  actuel, 

« = 4-  3“4',o,  H = 4-  19"  i3*,o, 

ou,  en  temps  sidéral, 

«'  — « = 4-  o'‘  3’"  4‘,5o  u"  — « = 4-  o'‘  19"  16*,  16 

— <*■  — — 7 . 5 I . 39 , 84  a'  — a 4-  0 . 58 . 59 , 90 

'*=-+-  7.54.44,34  À' = — 0.39.43,74 

— -t-ii8"4'*  5",  10  = — 9"55'56",  10 

On  il  en  outre 

; (-Î-  r)  = 36"52.'56*,i5, 

;(^4-^')  = 5l,28.58,I5, 

J {S  — S")  ;=32.52.i5,8o, 

■(^4-r)  = 55.29.38,50. 

On  en  conclut 

lug  »/'  = O , 1 1 8 3684 , log  iii"  —0,162  9829 , 

M'=  6o»48'ii",92,  M*=-  5"  16' 52", 22, 

N'  = 120 . 8.44  ,4  / ' ^"  = — 10.  i4.5o  , 27  , 

. ;(N'4-N')=  54»56'57',  10, 

;(N'-N*;=  65.11.47  ,37, 

ç = 4 7 ■ ^*6  • ' , 

r = — 56 . 18.28  • 09 , 
r4-N'=  63. 5o.  16, 38, 

f-l-K'’=  — 66. 33. 18, 36, 
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valnirs  qui,  introduites  dans  les  formules  (B)  et  (ü),  donnent 
pour  f la  même  valeur 

— 3o"4'  23*,  7 2. 

Avec  la  valeur 

/ = — 3'' 45“  1 3%  87, 
on  obtient  pour  le  temps  sidéral 

0=  II''  i3™o*,23; 

or,  le  temps  sidéral  à midi  était  1 2*'54“  2*,o4,  on  avaitMonc  pour 
valeur  du  temps  moyen  B**  17“  36*, 44»  l’etat  de  la  pendule  par 

rapport  au  temps  moyen  était 

Mi  = — 10“  40’,  56. 

Si  l’on  calcule  aussi  la  hauteur  avec  l’une  des  trois  équations  (a), 
on  trouve 

A = 3o”58'  i4*,44- 

A l’aide  des  quantités  auxiliaires  et  N",  on  obtient  les  angles 
horaires  /'  et  f", 

t'  = 67.'>2a'37",oi,  t"=  — 66“i4'24*>  *9i 

et,  par  suite,  les  trois  azimuts 

A = 2,  A'  = 89°33',2,  A"=  279*60', 4» 

enfin  on  a,  pour  les  équations  différentielles, 

rfy=  — 0,329  du  — 5,73gt/«'  — 6,o68rfa*, 
d (Au)  = — o,ooi8</u  + o,468r/u' — o,3g6(/u", 

où  d^  est  exprimé  en  secondes  d’arc  et  d (Au),  du,  du'  et  du"  en 
secondes  de  temps. 

122.  Formules  de  CugnoU.  — Cagnoli  donne,  dans  sa  Trigo- 
nométrie, une  solution  très-élégante  d’un  problème  (*)  qui,  sans 


( * ) Ce  problème  est  la  iuiTanl  : n Déterminer^  à Paide  de  trois  lieux  hélio- 
eemtn^urs  d'une  tache  du  Soleil  f ht  position  de  V Équateur  solaire  et  la  déclic 
naison  de  la  tache,  Gan»s  a le  premier  fait  remarquer  Tanalogie  de  ces  deux 
problèmes  {Monatliche  Correspondent^  vol.  \1X,  |>.  ^et  suif.). 
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être  identique  à celui  (|ui  nous  ocriipe  maintenant,  a cependant 
avec  lui  de  si  grandes  analogies,  que  les  mêmes  formules  s'ap- 
pliquent immédiatement  au  problème  actuel;  de  plus,  si  l’on 
veut  trouver  non-seulement  le  temps  et  la  latitude,  mais  aussi  la 
hauteur,  les  formules  <le  Cagnoli  donneront  lieu  h un  calcul  plus 
simple  que  les  méthodes  exposées  plus  haut. 

Soient  [fig.  12)  S,  S',  S"  les  trois  étoiles  observées  : considé- 

Fij.  13. 


S' 


runs  le  triangle  formé  par  le  zénith,  le  pôle  et  la  première  étoile, 
et  soit  P l'angle  parallactique;  les  analogies  de  Néper  don- 
neront 


(A) 


tangi(Ÿ-l-A) 


tangi(»  — ô) 


COS 

Ht 

■+- 

fl 

eus 

— 

p) 

ros 

4- 

fl 

cos 

K' 

— 

P) 

sin 

lit 

— 

P) 

sin 

U' 

-H 

P) 

sin 

i(f 

— 

P) 

sin 

P) 

COt(45“ — y S) 
tang(45“-l- jJ), 
tang(45“—  id) 
cot  ( 45°  -I-  y ^ ) ; 


pour  abn'ger,  posons 

PS"S'—  PS'S"=  2A, 
PS'S—  PSS"  = 2A', 
PS'S—  PSS'  = 3A", 
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Ips  analogies  tle  Néper,  appliquées  aux  triaugles  PSS',  PS' S" 
el  PS" S,  donneront 


(B) 


tangA  = 
tangA'  = 
langA"  = 


sin  3') 

rosi(^"+  3) 
sini(5" — ^) 

‘rôTÏ^F+T)' 

sin  î (J' — S) 
cos  i + 3 ) 


coti(V-).', 


cotU' 


col  I 


où  A et  V uni  la  même  signification  que  préccdemmenl  ; d'un  autre 
côté,  des  relations 


f)  -f-  PSS'  ==  PS'S  — //, 
//+  PS'S"=  PS"S'  — y>', 
,>  + PSS"  = PS"S  - />", 

il  résulte 

/ /;  = A'  -t-  A"—  A , 

(C) 

. //  = A + A"-  A', 

{ //'=  A + A'  — A'  ; 

mai»  nous  avons 

sinr  cos/r 

sin  P cos  y 

sin(/-+-)il  cosA  _ 

sin  y/'  cos  y 

donc 

sin  A sin/> 

sin  (A  + i)  ” sin/;' 

nu 

sinf  + sin  f/  -I-  i ) sin(  A'  A" — A)  -l-  sinf  A -4-  A" — A'  ) 

sine  — sin{t  -1-  i)  sin ' A'  A" — A ) — sin{  A + A" — A') 


el,  par  conséquent, 

lang(t  -h  J i)  colji  =;  tang  A"col  ( A — A'), 

a 
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011,  en  remplaçant  tangA"  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (B), 


(D) 


tang(f -4-  ii)  = 


sin  — 3) 
cos  j(3'  4-  J) 


cot(A — A'). 


Ainsi,  on  calculer.i  d'abord  A,  A'  et  A"  au  moyen  des  équa- 
tions { B),  puis  P,  p' , p"  et  r à l’aitlc  des  équations  (C)  et  (D),  et 
enfin  y et  A au  moyen  des  équations  (A). 

L’emploi  de  ces  formules  présente  un  inconvénient  : les  diffé- 
rents angles  qu'elles  renferment  n'étant  déterminés  que  par  leurs 
tangentes,  il  reste  une  incertitude  sur  le  choix  du  quadrant  dans 
lequel  il  faut  prendre  chacun  d'eux.  Néanmoins  on  peut  choisir 
arbitrairement  le  quadrant  dans  lequel  se  trouve  l’extréiriité  de 
l’un  d'eux,  A la  condition  de  premire  ensuite  i8o”  -t-  t au  lieu 
de  r,  si  l’on  trouve  pour  y et  A des  valeurs  telles,  que  cosy  et  sin  A 
aient  des  signes  contraires.  De  même,  si  les  valeurs  obtenues 
pour  y et  A sont  plus  grandes  que  90",  on  prendra  pour  ces  angles 
leur  supplément  à i8o°,  ou  leur  différence  avec  le  plus  prochain 
multiple  de  180°.  D’ailleurs  la  latitude  est  boréale  ou  australe, 
suivant  que  sin  y et  sin  A sont  de  même  signe  ou  de  signe  con- 
traire. 


Exemple.  — Applii|uon$  ces  formules  à l’exemple  donné  au 
n®  121.  Nous  avons 

= 4-  59°2o'  32", 55, 

1(3'' — 3')=  4-  4-  0.40,35, 

1J3" — 3)  = — 32.52. 1 5 ,80. 

1(3' — 3 J = — 36.52.56  ,i5, 

et  par  suite 

A = — 2”2' i*,33,  A'  = -t-84°49'4">“7>  A"=  — 29"44'i6",52, 
A-A'=— 86"5i'  5",4o, 

/4-1^  = 4-  3.  2.  4 i47> 
r = — 56. 18.28,08. 

Pour  trouver  y et  A,  t»n  devrait  employer  les  formules  (A)  dé- 

I.  26 


P'  = - 4"57'58",o5, 
1(3"4-3')  = 4-  18. 36. 42  ,35, 
l ( 3"-)-  3)  =-+-55.29.38, 5o, 
1(3' 4-  3)  = 4-5i.28.58  ,t5, 
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4o2 

duiles  du  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  la  première 
étoile;  mais  comme,  dans  ce  triangle,  certains  angles  sont  très- 
petits,  il  vaut  mieux  se  servir  du  triangle  qui  correspond  ü la 
seconde  étoile,  et  par  conséquent  calculer  les  formules 


tangf'^  -f-  h) 


cos - //) 

cos'-{t'-p') 


tang(45'*-t--;r^'). 


tangi(Ÿ  — h)  - 


sin //) 


cot(45»-l-iJ'). 


Nous  avons  maintenant 


62"7.2.' 37",02, 

//  — A -t-  A"  — a'  = 243 . ?4  • 38 , 08, 

et  enfin 

= 3o"4’23*.73, 
h = 149.1.45, 58, 

ou,  en  prenant  pour  h l'angle  supplémentaire, 

/<  = 3o"58'i4",42, 

valeurs  qui  s’accordent  parfaitement  avec  celles  trouvées  dans  le 
numéro  précédent. 


123.  Démonstration  analytique  des  formules  de  Cagnoli,  — 
D'a|irèslcs  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique, 
nous  avons  pour  les  trois  étoiles  les  systèmes  d'équations 

I sinA  = sin  y sin  J cosy  cos^  cosr, 

(fl)  • cosAsin/j  =cosysinr, 

( cosA  cos/>  = siny  ro%S  — cosy  sin^  cosf  ; 

IsinA  =sinysin^'  -1- rosy  cosJ*  cos(f-l-^), 
cosA  sin p'  = cosy  sin (/  -t-  i), 
cosA  cos/j’  = siny  cosJ’  — cosy  sinJ'  cos(/  -1-  ).  ): 

IsinA  = siny  sin  i"-(-  cosy  cos  d"  cos  (t -t- X'), 
cosA  sin  p"=  cosy  sin  (f  X'), 
cosA  cüs/>"=  sin  y cosJ' — cosy  sino*'cos(t  H-  X'). 
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Dans  ces  équations  remplaçons  J par  -H  — i') 

et  3'  par  ÿ(5  + 3')  — Ÿ(il  — 3'),  et  relranchons  l'une  de  l’autre 
les  premières  équations  de  chacun  des  systèmes  (a)  et  (i),  nous 
aurons  [équation  (a)  du  n°  121] 

^ O = sin  (f  sin  ^ (lî  — 3')  cos -t-  J') 

(a)  -f- coS(ji  cos{(ô  — ^')  cos  ](iî  + J’)  sin  J À sin(/ -I-  J 1) 

( — cosy  sin  — 3'  ) sin  j(^  -+-  3^  ) cos]  X cos(/  4-  ]X)  ; 


de  même,  nous  déduirons  des  troisièmes  équations  de  chacun  des 
systèmes  (a)  et  [b] 

coih  sini(/>  — p)  sin  \ p') 

= + siny  sin  J [3 — 3')  sin]  (i  + 3') 

4-  cosy  cos  ](ê — 5')  sin  ] (lî  + 3')  sin  -]X  sin  (r-i-  ] X) 

4-  cosy  sin  ] (i  — 3')  cos ] {3  4-  3')  cos  ]■  X cos(r  4-  ] X)  ; 

mulliplions  l'équation  (a)  par  cos  ] (J  4-  i'),  l’équation  (P)  par 
sin](d  -h  3')  et  retranchons  les  équations  résultantes;  sin  y sera 
éliminé,  et  nous  obtiendrons 


(y) 


cos/i  cos] (J  4-  lî')  s'D ](/>  4-  //)  sin  ](/>  — //) 


= cosy  sin  j(3  — 3')  cos]X  cos(r  4-  ]X). 

En  retranchant  les  secondes  équations  des  deux  systèmes  (a) 
et  (é),  il  vient 

(3)  cos/icos](/>'  4- p)sioj(p'  — p)  = cosy  sin]X  cos{f  4-  ]X), 
d’où 

, , , . sin] (J'  — 

tangî(p  +p)  = — cot]X  = tangA  ; 

par  la  combinaison  des  équations  correspondantes  des  groupes  [n) 
et  (c),  (6)  et  (c),  on  trouvera  les  formules  analogues 


tang](/>"4-/))  = 


sin](ê" — 3)  ,,,  , 


, , „ ,,  sin](î"  — 3')  , , . 

tang](/>  4-/<  )=  — ]^jj7-^^cot](X  — >)  = tangA; 

• 26. 
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enfin,  ajoutons  les  secondes  équations  des  syRtèmcs  (/?)  et  [b), 
nous  trouvons  la  relation 


( i)  cos/i  sinj  (//  -t-  /i)  cos  j(/j'  — />)  = cosy  cos  sin  (r  + J ).); 

et  en  divisant  membre  à membre  les  équations  (J)  et  («},  nous 
obtenons 


/>'—/>  — 2(A—  a'). 


Après  avoir  ainsi  calculé  p et  t pour  la  première  étoile,  nous 
pourrons  trouver  y et  /;  au  moyen  des  formules  obtenues  précé- 
demment à l’aide  des  analogies  de  Néper, 


tangi'y-t-  /,)  = 


tang'(?  — /i) 


cosj(r  -4-  p) 
cos,(r  — p) 
sin  j(t  — p] 
sin^(r  -i-p} 


cot(45‘’  — jd), 
tang(45'>—  \i). 


IV.  — Détermination  nu  temps  et  de  la  latitude  par  l'observation 
DES  azimuts  des  ÉTOILES. 

12i.  — Trouver  te  temps  par  l'observation  d’un  azimut.  — 
Nous  avons  montré  précédemment  comment  on  peut,  avec  la  dé- 
clinaison et  l'azimut  d’une  étoile  ainsi  que  la  latitude  du  lieu 
d'observation,  calculer  l'angle  horaire  de  cette  étoile  ; on  com- 
prend donc  que  si  la  lalilude  du  lieu  d'observation  est  connue,  il 
suffit,  pour  obtenir  l’état  de  la  pendule,  de  noter  l’heure  (|u'elle 
marque  au  moment  où  , une  étoile  dont  les  coordonnées  sont 
connues,  atteint  un  azimut  déterminé.  Lorsque  l'observation  est 
faite  dans  le  méridien,  on  n'a  besoin  de  connaître  ni  la  latitude 
ni  la  déclinaison  de  l'étoile,  et  d'ailleurs,  la  variation  de  l’azimut 
étant  alors  maximum , les  conditions  d'observation  seront  les 
plus  avantageuses  possibles. 

De  plus,  en  dilTéreiitiant  l'équation 

cotA  sin/ = - cosy  tang  j -t- siny  cosr, 
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on  obtient  (n°  36) 

cosA  d\  = — siii  A sin  h df  ■+■  cosS  coip  dl-, 
si  l'observation  est  faite  dans  le  méridien 

sin  A = O,  cosp  = i , 


et  si  l’étoile  passe  au  méridien  au  sud  du  zénith  . 


un  a donc 


/i  = 90"—  f 


dl  = 


sin(^  — J) 
cosi^ 


dX. 


4o5 


Cette  équation  montre  que  dans  la  détermination  du  temps  à 
l'aide  d'observations  faites  dans  le  méridien,  on  doit  choisir  des 
étoiles  qui  soient  proches  du  zénith  au  moment  de  leur  passage 
au  méridien,  car  alors  y — i = o,  et  tine  erreur  commise  sur 
Tazimut  n’a  aucune  influence  sur  la  détermination  du  temps. 

Actuellement  soient  a l’ascension  droite  d'une  pareille  étoile  et 
U le  temps  de  la  pendule  au  moment  de  son  passage  au  méridien  : si 
la  pendule  est  réglée  sur  le  temps  sidéral,  son  état  est  égal  à a — «; 
si  elle  est,  au  contraire,  réglée  sur  le  temps  moyen,  on  convertit 
en  temps  moyen  l’ascension  droite  de  l'étoile  donnée  par  les  Cata- 
logues, c’est-à-dire  le  tcm|)s  sidéral  de  son  passage  au  méridien, 
et  m étant  le  temps  moyen  ainsi  obtenu,  m — u sera  l’état  de  la 
pendule  par  rapport  au  temps  moyen. 

Pour  des  étoiles  qui  ne  satisfont  pas  à la  condition  précédente, 
l'exactitude  delà  détermination  du*lemps  dépend  de  l'exactitude 
de  la  direction  adoptée  pour  le  méridien.  Dans  le  cas  où  l’erreur 
commise  sur  cette  direction  est  très-faible,  il  est  facile  d'en  ob- 
tenir la  valeur  par  l'observation  de  deux  étoiles  passant  au  méri- 
dien, l’une  près  du  zénith,  l’autre  prés  de  l’horizon,  et  par  con- 
séquent de  trouver,  pour  l'état  de  la  pendule,  un  nombre  qui  en 
soit  coro|)létement  indépendant.  Soit  en  effet  AA  l'azimut  dans 
lequel  l’étoile  a été  observée  cl  que  nous  supposons  coïncider  à 
très-peu  près  avec  le  méridien  ; soient  © — a et  ©' — a'  les  angles 
horaires  des  deux  étoiles  aux  moments  des  observations  : ces  deux 
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angles  horaires  seront  du  m^me  ordre  de  grandeur  que  AA,  et, 
d’après  ce  qui  précède,  on  pourra  les  représenter  par  les  deux 
expressions 


Or 


sin(f  — 3) 
cas  3 


AA, 


sin  (ç  — cî') 
côi3' 


AA. 


0 = « + Am, 


0'=  m'4-  An; 


on  a donc  les  deux  équations 


sinf  ® — 3) 

a = H -f-  A M 1— T — ■'  A A , 

co  s J 

, , sin(<p  — 3') 

<x'=  u'  -(-  An -v,  AA, 

cosa 


qui  pourront  servir  à délennincr  à la  fois  An  et  AA.  Si  la  con- 
struction de  rinslrumenl  permet  d'observer  non-seulement  dans 
l'azimut  aA,  mais  aussi  dans  l'azimut  i8o°  -I-  AA,  il  convient, 
pour  déterminer  AA  avec  plus  d'exactitude  encore,  de  remplacer 
les  étoiles  précédentes  par  deux  autres  dont  l’une  soit  voisine  de 
l’équateur  et  l’autre  du  pôle.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les  coefficients 
de  AA  ont  des  signes  contraires  dans  les  deux  équations,  et  de 
plus  dans  celle  qui  est  relative  à la  circompolaire , ce  coefficient 
est  très-grand  en  valeur  absolue  {*). 

Exemple.  — A l’Observatoire  de  Bilk,  avant  que  la  lunette 
méridienne  fut  exactement  dans  le  méridien,  on  avait  observé  les 
passages  suivants  au  fil  moyen  ; 

a Cocher 5‘*6'"27*,75. , 

P Orion 5.8.  i?.,  71. 

Les  coordonnées  de  ces  deux  étoiles  étaient 

a = 5'’5’”33Sa5,  (î  = -(- 45°5o',3, 

a' = 5.7.  17, 33,  3' z=  — 8.23,  i; 


(*)  On  aiipposc  ici  que,  par  con>truclion  môme,  la  ligne  île  coilimalion 
de  l'inslrumenl  décrit  tin  plan  rertical.  Le  ca.  où  celle  condition  ne  terail 
pas  remplie  lere  traité  au  n^  22  du  second  volumo. 
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(l'autre  part,  la  latitiiilc  de  Bilk  a pour  valeur 
If  = 5i"  12', 5. 

Ces  nombres  introduits  dans  les  éi|uations  pr(!'cédenlcs  donnent 

— 54*)  4?  ” — 0, 134  33  A A , 

— 55, 38  = — 0 ,8"  I 78  A A ; 

on  en  déduit 

A«  = — 54*, 3o,  AA  = -(-  i*,23. 

123.  Trouver  le  temps  par  l'observation  rie  la  rlisparition  ri' une 
étoile  derrière  un  objet  terrestre.  — Olbcrsa  propose,  pour  déter- 
miner le  temps,  une  mélluide  simple  ipii  consiste  .à  observer 
répocpie  de  la  disparition  d’une  étoile  derrière  une  mire  verti- 
cale. Cette  mire  doit  cire  placée  haut  et  loin,  de  telle  sorte  qu’elle 
puisse  être  aperçue  distinctement  dans  la  lunette  en  même  temps 
que  réloile,  et  qu’en  outre  la  disparition  de  l’astre  soit  instanta- 
née. La  lunette  employée  dans  ces  observations  doit  d’ailleurs 
conserver  toujours  la  même  position,  et  n’avoir  (pi’un  faible  j;ros- 
sisseinent.  Supposons  que  d'autres  métiiodes  aient  fait  connaître 
pour  rtn  jour  quelconque  le  temps  sidéral  de  l’(.ccultation  de  l’é- 
toile par  la  mire,  ce  phénomène  devra  évidemment  arriver  les 
jours  suivants  au  meme  temps  sidéral,  tant  que  la  position  de 
l’étoile  sur  la  sphère  céleste  n'aura  pas  chan"é  : dès  lors  l’obser- 
vation d’une  occultation  faite  tin  autre  jour  donnera  immédiate- 
ment l’etat  d’une  pendule  réglée  sur  le  temps  sidéral.  Mais  si  l’on 
se  sert  d'une  pendule  réglée  sur  le  temps  moyen,  on  devra  tenir 
compte  de  la  quantité  dont  le  temps  sidéral  avance  sur  le  temps 
moyen,  c’est-.\-dire  de  l’accélération  des  fixes,  en  vertti  do  laquelle 
l’ép(K]ue  de  l’occultation  de  l’etoile  avancera  chaqite  jour  de 
3™  55*.  909  de  temps  moyen. 

Lorsque  l’ascension  droite  de  l’étoile  varie  seule,  le  temps  si- 
déral de  son  occultation  varie  de  la  même  quantité , puisque  la 
position  où  l’étoile  est  observée  correspond  toujours  au  même 
azimut,  et  par  suite  à la  tnème  hauteur  et  au  même  angle  horaire. 
Lorsque,  au  contraire,  la  déclinaison  varie,  l'angle  horaire  qui 
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correspond  à cet  azimut  déterminé  change  chaque  jour,  et  c/A 
et  iltf  étant  tous  deux  nuis,  on  a,  d'après  les  formules  différen- 
tielles du  n°  36, 

tlà  = cos  P il  h , cos  idt  — — %\npdh. 


où  P est  l'angle  parallaclique  ; d'où 


dl  = — 


coso 


Par  conséquent,  si  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  varient 
en  même  temps  des  quantités  An  et  \ le  temps  sidéral  de  la 
disparition  de  l'étoile  derrière  la  mire  se  déduira  du  temps  déjà 
détermine  par  l'addition  de  la  quantité 


-t- 


■ 5 


cos  J 


Exrsipi.r..  — Olbers  avait  trouvé  par  d'autres  observations 
que,  le  6 septembre  i8oo,  l'étoile  9 Couronne  disparaissait  à 
I I *' 23”  t8’,  3 de  temps  moven,  ou  à 22.'‘ 26'"2i',78  de  temps 
sidéral,  derrière  le  mur  vertical  d'une  tour  éloignée  dont  razimiit 
était  r).{"56'2i",4.  Le  12  septembre,  il  observa  sa  disparition  à 
to*'49"’2t*,o;  or,  ce  phénomène  devait  avoir  lieu,  en  temps 
moyen,  à 

1 1 23™  i8%  3 — 6''  ' 3"' 55’, 909, 

ou 

io'‘59™42*,9  ; 

par  rapport  au  temps  moyen,  l'étal  de  la  pendule  était  donc 


En  outre, 
avait 

et,  puisque 


+ I o"'  2 I •,  9. 

du  6 septembre  1800  au  6 septembre  1801,  on 
Aa  = -*- 42'',o,  ^^=—13', 2, 

/r=37'’3i',  5 = -t- 26”4 1’ , 
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nous  trouvons 


lan(;/> 

COSi} 


àS=  — 1 1',35; 


4 “9 


la  corri'ction  complùle  est  donc 

H- 53",  35  ou  3',5(). 

Par  conscquènt,  le  6 septembre  i8oi,  la  disparition  de  rétuile 
devait  avoir  lieu  à 22'*  26'"  25*,  34  de  temps  sidéral  ( ’) . 

126.  Trouver  la  latiturie  par  Tobsen'atinn  des  azimuts.  — 
Observation  d'une  étoile  connue.  — Quand  on  connaît  le  temps, 
il  est  facile  de  trouver  la  latitude  par  l'observation,  faite  dans  un 
azimut  déterminé,  d’une  étoile  dont  la  position  est  connue.  On  a, 
en  effet,  l’équation 

cot  A sin/  =:  — cos^  tanjj^  H-  sino  cos/, 
qui  donne,  après  différentiation, 

...  , cos^  rosB  sino  .. 

sinA  <V»  =:-  — cot/i  dA  H : — — ^ dt  H — Ç d3 . 

sin/i  sin/i 

On  voit  tlonc  que,  pour  déterminer  le  plus  exactement  possible 
la  latitude  par  l’observation  des  azimuts,  on  doit  faire  ces  obser- 
vations dans  le  voisinage  du  premier  vertical,  puisqu’alors  sin  A 
est  maximum.  De  plus,  il  convient  aussi  de  choisir  une  étoile  qui 
passe  près  du  zénith  du  lieu  d'observation,  car,  dans  ce  cas, 
les  coefficients  de  dA  el  dt  sont  très-petits;  en  eflét,  en  rem- 
plaçant cosS  cosp  par  la  valeur 

cos3  citsp  — sin^  cosA  -+■  cosif  sin/i  cosA, 

il  devient  évident  qu’au  zénith  les  erreurs  commises  sur  l’azimut 
et  le  temps  n’ont  aucune  influence;  mais,  puisque  sin/J  = t,  une 
erreur  commise  sur  U valeur  de  la  déclinaison  adoptée  produira 
alors  sur  la  latitude  une  erreur  d’importance  à ]>eu  près  égalé. 


(*  ) De  Zacb.  — Monattiche  Carrespondent^  vol.  111.  p.  la'i  el  tuiv. 
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On  observe  deux  étoiles  différentes  ou  deux  fois  ta  même  étoile, 
— Quand  on  n’obsfrve  qu’iinc  seule  étoile  dans  un  azimut  déter- 
miné, il  faut  connaître  cet  azimut  lui  même;  mais,  avec  deux  ob- 
servations d’étoiles  différentes,  il  en  est  autrement.  On  a,  en  effet, 
les  deux  équations 

cot  A sin  / = — cos<p  tang^  -f-  sinf  cosr, 
cotA'  sint'  = — cosf  tangd'  + sin^i  cosr'  ; 


en  multipliant  la  première  parsinr',  la  seconde  par  sin/,  on  ob- 
tient 


sinrsinr' 


sin  (A'  — A) 
sin  A sin  A' 


= cosç( tang^'  sin  / — tang J sin/')  -+-  sintp sin  ( /'  — /), 


et  comme 


cos^  sin/  = cos/i  .sinA,  eosS'  sin/'  = cos/d  sinA', 


^ cos  A cos  A'  sin  (A' — A) 

i=  cosf  (cos 5 sinô'  sin  / — sin  S cos<î'  sin/'  ) 

-f-  siniji  sin  (/'  — /)  cosS  cos  J'. 

j sin(^' -(- lî)  sin  ) (/' — /)=:OTsinM, 

( sin(  lî'  — lî)  cos  J (/*  — /)  = //(  eos  M , 

puis  multiplions  la  première  de  ces  équations  par  cos  ■)  ( /' H-  /),  la 
seconde  par  sin  (-(/'  + /],  et  retranchons  ensuite  la  seconde  de  la 
première,  nous  aurons 

/w  sin[  ) (/'  -I-  /)  — M]  = siniî'  cosi  sin  / — cos 5'  siniî  sin  /'  ; 

multipliant  au  contraire  la  première  éijuation  "par  cos^  ( /'  — /),  la 
seconde  par  sin  j(/' — /),  et  retranchant  ensuite  1a  première  de 
la  seconde,  on  aura 

/n  sin  [ {/'  — /)  — M]  = — siniîcosJ'  sin  (/'  — /)  ; 


on  a 
(6) 

Posons 

(A) 
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l’équation  (6)  peut  donc  s’écrire 

cos  A cos/i'  sin  (A' — A)=  -t-  cos^i  sin[  j(  f'-4-  r)  — M] 

— m sin  f sin  [ ^ (/'  — /)  — M ] cot  J . 

Si  maintenant  on  suppose  que  les  deux  étoiles  ont  été  observées 
dans  le  même  azimut  ou  dans  des  azimuts  qui  diffèrent  de  i8o°, 


et  par  suite 

(B) 


sin  (A' — A)  = O, 


tangç  = 


_ ■ 


lîl''- 


0 

0 


M] 

M] 


tangf . 


Il  n’est  donc  plus  nécessaire  de  connaître  l’azimut  dans  lequel 
l’observation  a été  faite;  mais  les  formules  (A)  et  (B)  permettent 
de  calculer  la  latitude  à l’aide  de  la  déclinaison  de  chaque  étoile 
et  de  l’heure  à la(|uelle  elles  ont  été  observées.  Quand  on  a ob- 
servé deux  fois  la  môme  étoile,  on  obtient  des  formules  beau- 
coup plus  simples  encore;  dans  ce  cas  en  effet  on  a,  d’après  la 
seconde  des  formules  ( A),  M = qo“,  et  il  vient 


(C) 


tang^  = 


cos  ) 

cos^(r'  — r) 


tango. 


Équations  différenliel'u-s.  — Dans  le  cas  général  où  l’on  a ob- 
servé deux  étoiles  dans  des  azimuts  differents,  les  équations  dif- 
férentielles sont 


cos/i  r/A  = sin/»  di  cos#  cos/>  dt  — sinA  sinA  dq, 
coih' dK'  — sin////#'  -+-  cos#'cos//' ///' — sin  A' sin  A'//^; 

d’où,  en  multipliant  la  première  équation  par  cosA',  la  seconde 
par  cos  A,  et  retranchant,  on  obtient  l’équation  suivante,  où  figure 
la  différence  des  azimuts, 

cos  A cos  A'  r/  ( A'  — A) 

= — cos  A'  cos#  cosy»  dt  -f-  cos  A cos#'  cos/j'  dt! 

— (sinA'  cosA  sin  A'  — sin  A cosA'  sin  A)  dq 
-H  cos  A sin//'//#'  — cos/i' sin// //#. 


i 
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Supposons  A' = i8o°-4-  A;  remplaçons  en  outre 
cosS  cos//  et  cosiî'  cosp'  par  les  valeurs 
cosJ  cosf/  =:  siny  cos/i  -4-  cos^i  sin/i  rosA  , 
cosi'  cosp'=  sinç  cos  A'  — cos^  sin  A'cosA , 
dl  et  dl'  par 

dt  z=  du  + d (^u) , dt'  = du'  + rf  ( A « ); 


duel  du'  étant  les  erreurs  commises  sur  l'observation  des  temps 
des  passaj;es,  dl  Su)  l’erreur  dont  est  affecté  l'état  de  la  pendule, 
nous  transformerons  cette  équation  comme  il  suit  : 


sin  Arf®  — cosf  cosA  (■/ (A«) 


cos/i  cos  A' 


sin  ( A -t-  A') 


— [rf(  A'  — A)  — sin^  «/(«'  — «)] 


cosÿ  cos  A 


sin  (A  4-  A') 
sin/j  cos  A' 
sin  (A  4-  A') 


— ( sin  A cos  A'  du  4-  sin  A'  cos  A du') 


smp  cos  A 

dS : — — dS  . 

sin  (A  4-  A ) 


Nous  voyons  donc  qu'il  y a tout  avantage  .*1  observer  les  étoiles 
dans  le  premier  vertical.  Dans  ce  cas,  le  coefficient  de  rfy  est  maxi- 
mum, et  les  coefficients  de  du,  du'  et  rffûu)  sont  nuis;  de  sorte 
que  la  différence  des  erreurs  des  temps  observés,  les  erreurs  de 
déclinaison  et  la  différence  de  A'  — A avec  180°,  influeront  seules 
sur  le  résultat.  Dans  le  ras  où  l'on  a observé  la  même  étoile  dans  le 
premier  vertical  à l’est  et  à l'ouest,  on  a 


A = A'  et  sinp'=;  — sinp, 


d’où 


rfy  — ■ i cot A [rf(  A'  — A)  — sin®  rf(«'  — “)]  H — rfJ; 


et,  puisque  (n°  .ïi) 


il  vient 


sin  3 

~ — I 

sin  y 


cos  y 

COS  8 


rfy  = J cot  A [rf  ( A'  — A)  — siny  rf(«'  — “)]  + 


sin  20 
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Cette  équation  montre  qu’il  est  préférable  d’observer  des  étoiles 
zénithales,  car  alors  colA  est  très-petit,  et  les  erreurs  de  A'  — A 
et  de  a'  — u n’ont  sur  le  résultat  qu’une  très-faible  inQtienre; 
d'ailleurs,  puisque  la  déclinaison  d'une  étoile  traversant  le  mé- 
ridien au  zénith  est  égale  à f , le  coefficient  de  dt  est  alors  égal  à 
l'unité;  l'erreur  de  la  déclinaison  subsiste  donc  tout  entière  dans 
le  résultat.  Par  suite,  si  l'on  ne  cherche  que  la  différence  des  la- 
titudes de  deux  lieux  assez  rapprochés  pour  que  la  même  étoile 
satisfasse  dans  les  deux  lieux  aux  conditions  précédentes,  on  ob- 
tiendra, avec  cette  méthode,  une  valeur  de  la  différence  de  lati- 
tude entièrement  débarrassée  de  l’^-reur  de  déclinaison  (*}. 


Exemple.  — L'étoile  ft  Dragon  passe  très-près  du  zénith  de 
Berlin.  On  l'a  observée  à l’Observatoire  avec  un  instrument  de 
passage  établi  dans  le  premier  vertical.  L’intervalle  des  temps  du 
passage  au  fil  moyen,  à l’est  et  à l’ouest,  a été  trouvé  égal  à 


34- 43*.  5, 

d’où 

y(/'  — t)  — 4°2°*  26", a5, 

de  plus 

S = 52“  25' 26",  77; 


puisque  l’observation  a été  faite  dans  le  premier  vertical , 
1'  -h  t — O,  vt  la  formule  (C)  donne,  pour  le  calcul  <le  la  latitude, 
l’équaiion 


tangy  = 


tangd 

cosÿ  (r' — t) 


d’où  l’on  déduit 

y = 52“3o'i3",o4; 


(*)  On  suppose  ici  que  i'insiriiment  <)es  passages  est  »>uni»ammenl  bien 
établi  pour  que  la  ligne  de  collimation  décrive  un  plan  verlical.  Dans  le 
cas  où  il  nVn  serait  pas  ainsii  voir  le  26  du  second  volume. 

(**)  Cette  formule,  qui  convient  h des  observations  falies  dans  le  premier 
vertical,  peut  s'obtenir  directement  par  la  considération  du  triangle  rectangle 
formé  par  te  pôle»  le  zénith  et  PétoUe, 
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enfîn,  la  formule  différentielle  est 

rfy=-t-o,o23io  [rf  (A'  — A)  — o,7g34rf(«' — «)]  +o,g9925rf^. 


127.  Trouver  te  temps  par  Tohservnt-'on  de  deux  étoiles  dans  le 
même  vertical.  — Qii.'ind  on  connaît  la  latitude  du  lieu  d’obser- 
vation, on  peut  trouver  le  temps  au  moyen  des  observations  de 
deux  étoiles  faites  dans  le  meme  vertical. 

En  effet,  l’équation 

(A)  sin[|(t'-t-t)-M]=  î^sin[;(f'— t)  -M], 

où 

t = U -h  Su  — a,  l'  z=  u'  -h  S U — 


m sioM  = sin  (3'  J)  sin  j(/'  — t), 
m cosM  = sin  [à‘  — J)  cos  J-(t'  — /), 


permet  <le  trouver  -(-  r,  et  par  suite  /'  et  t,  puisque  l’on  con- 
naît l’intervalle  t'  — t des  deux  observations  exprimé  en  temps 
sidéral . 

L’équation  différentielle  trouvée  au  n°  124  montre  que,  pour 
déterminer  le  temps  au  moyen  d’observations  azimntales,  il  con- 
vient de  faire  les  observations  au  voisinage  du  méridien,  car 
alors  le  coefficient  de  r/y  est  minimum,  tandis  que  celui  de  <//est, 
au  contraire,  maximum. 

' Ces  observations  permettent  aussi  de  déterminer  l’azimut  lui- 
méme  ; on  a,  en  effet, 

cos  J sint 

tang  A — cosy  sini  -t-  sin  y cosi  cos/’ 


et  en  éliminant  langd  entre  cette  équation  et  la  suivante 
sin  [ J ( /'  -I-  f ) — M ] 


langy  : 


sin  [ } ( /'  — /)  — AJ  ] 


tangJ, 


il  vient 
sin  y tang  A 


sin/sin[|(/' -f- /)  — M] 

— sin[  j(/'  — /)  — Al]  -I-  eos/sin[](/'  -I-  /)  — Al]  ‘ 
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enfin,  en  remplaçant  -J  (/'  — /)  — M par  j (<*  + f)  — M — / » on 
obtient  facilement 


(B) 


tangA  = 


lang[;(t'-f-/)  — M] 
sin  f 


La  formule  (A)  peut  encore  servir  à trouver  le  temps  sidé- 
ral où  les  deux  étoiles  sont  à la  fuis  dans  le  même  vertical.  En 
elTct , supposons  que  les  époques  des  deux  observations  soient 
les  mêmes,  c'est-à-dire  u = u',  dès  lors 


t — r a — a 


et  comme  avec  la  formule  [S.)  on  peut  calculer  t'  et  t,  on  aura 
le  temps  sidéral  cberclié  par  l’une  des  deux  relations 

r = 0 — a,  t'=  0 — a'. 


Exemple.  — Au  commencement  de  i84g  les  positions  des 
étoiles  Véga  et  Altaïr  étaient 

Véga....  a = i8''3i'"47‘i75,  J = -t- 38" 38' 52*, 2, 
Altaïr...  a' = ig.43  . ?3 , 43,  J'= -t-  8 28.3o,5. 

On  a donc 

r'-t=-i'-i."'35*,68  = - i7»53'55*,2; 

en  prenant  pour  f (latitude  de  Berlin)  la  valeur  52°3o'i6*,  on 
obtient 

M = I ga"  55'  53",  O , 
i(''—  t)  — M = i58.  7.  g, 4, 

d'où  l'on  déduit 

i(r'_p  ,)  _ M = 4- i42"35' 38",6, 

{{/'-(-»)  = — 24.28.28,4, 

= - i‘‘37“53-,g, 

et  par  suite 

t = — i'‘2"‘6',i,  /'=  — 2**  i3"“4'*>7- 
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A la  latitude  de  55,°3o'  i6",  les  deux  étoiles  se  trouvent  donc  dans 
le  meme  vertical  au  temps  sidéral 

0 = 

Ainsi  en  notant  l’instant  oi'i  deux  étoiles  quelconques  sont  dans  un 
même  cercle  vertical  (il  suffit  pour  cela  d’observer  leur  disparition 
derrière  un  fil  à plomb),  et,  d’autre  part,  en  calculant  ce  même 
instant  au  moyen  des  formules  précédentes  et  des  valeurs  connues 
des  coordonnées  des  étoiles  et  de  la  latitude,  on  peut  obtenir,  au 
moins  approximativement,  l'état  de  la  pendule.  Il  sera  commode 
de  prendre,  j>our  l’une  des  étoiles,  la  Polaire,  dont  le  mouvement 
lent  rend  l’observation  plus  facile. 

Remarque.  — Confuiller.  sur  la  tléiei  minatîon  des  latitudes,  tes  Mémoires 
de  M,  Ytos  \'lLLAsrrAr;  Sur  ta  tlrtermiaatian  des  tongUudrs,  latiludrs  et  asi~ 
mais  terrestres^  insrn^  dons  tes  Annales  de  iOhservatoire  impérial^  t.  VIII 
et  IX. 

V.  — DéTERMI.VATIOX  DE  LA  DIFFÉRENCE  DES  LONGITI  DES  GÉOGRAPniQUKS 
DE  DEUX  LIEUX. 

128.  Dftrrrtvnatinn  rie  la  différence  ries  longitudes  de  deux 
lieux,  par  l'observation  tic  phénomènes  vus  simultanément  rie  cha- 
cun d'eux.  — Si,  au  même  instant  physique,  on  connaît  les 
heures  de  deux  lieux  différents  de  la  surface  de  la  terre,  on  sait 
quel  est  au  même  instant,  pourcharun  tie  ces  lieux,  l’angle  horaire 
de  l’équinoxe  du  printemps.  la»  différcnie  de  ces  deux  angles 
horaires,  c’est-a-dire  la  diflérence  des  temps  observés  au  même 
instant  en  ces  deux  lieux,  mesure  l'arc  d'équateur  compris  entre 
chacun  d’eux,  ou  la  différence  de  leurs  longitudes  géographiques. 

Comme  le  mouvement  diurne  de  la  sjihcre  céleste  est  dirigé  de 
l’est  à l’ouest,  un  lieu  qurlconi|ue  est  nécessairement  situé  à 
l’ouest  de  tout  autre  lieu,  dont  l'heure  est  au  même  instant  su- 
périeure à la  sienne;  il  est  à l'est  dans  le  cas  contraire.  En 
Astronomie,  on  prend  ordinairement  comme  premier  méridien, 
c’est-à-dire  comme  méridien  à partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes, le  méridien  d’un  observatoire  important,  celui  de  Paris 
ou  de  Greenwich,  par  exemple;  en  Géographie,  au  contraire,  les 
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longitiiiles  se  complaiont  .'iiUreroisii  p.irlir  du  miriilien  de  l’île  de 
Fer  dont  la  longitude  est  de  ao"o'  ou  i'‘2o'"  à l’ouest  de  Paris. 

Emploi  des  phénomènes  nstronomiqucs.  — Pour  obtenir  en 
deux  lieux  différents  l'indication  d’un  même  instant  phvsi<|ue, 
tantôt  on  se  sert  de  signaux  artificiels,  tantôt  on  observe  uii  phéno- 
mène astronomique  apparaissant  au  même  instant  en  tous  les  lieux 
de  la  Terre.  Parmi  ces  phénomènes  nous  plaçons  en  première 
ligne  les  éclipses  de  Lune.  Une  éclipse  de  Lune  étant  produite 
par  l’entrée  de  la  Lune  dans  le  cône  d’ombre  de  la  Terre  et  le 
temps  qu’emploie  la  liitnière  à parcourir  le  rayon  de  la  Terre  étant 
tout  à fait  insensible,  le  commencement  et  la  fin  d'ttn  pareil  phé- 
nomène, tout  aussi  bien  que  l’entrée  et  la  sortie  d’une  tache  dé- 
terminée de  la  Lune,  seront  vus,  au  même  instant  physique,  de 
tous  les  points  de  la  Terre.  II  en  est  absolument  de  même  pour  les 
éclipses  des  satellites  de  Jupiter.  * 

Ces  phénomènes  ser.iient  d’un  usage  très-commode  pour  déter- 
miner les  différences  de  longitude,  qui  seraient  égales  aux  diffé- 
rences mêmes  des  temps  observés  en  divers  lieux  de  la  Terre,  si 
leurs  observations  pouvaient  se  faire  avec  une  très-grande  exac- 
titude. Mais  sur  la  surface  de  la  Lune  l’ombre  de  la  Terre  est 
toujours  mal  definie,  et  les  erreurs  d’observation  peuvent  atteindre 
une  minute,  et  même  davantage. 

De  même  l’immersion  ou  l’émersion  des  satellites  de  Jupiter  n'est 
jamais  instantanée;  l’observation  de  ces  phénomènes  n'est  donc  ja- 
mais d’une  précision  pat  faite  : c’est  pourquoi  ils  ne  servent  actuel- 
lement presque  plus  à la  solution  du  problème  qui  nous  occupe. 

Si  l'on  voulait  employer  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  il 
serait  absolument  nécessaire  qu'en  chacun  des  deux  lieux  les  ob- 
servateurs fussetit  munis  de  lunettes  de  même  puissance  et  qu’ils 
observassent  un  nombre  égal  et  très-grand  d'immersions  et  d’émer- 
sions; ils  devraient  d’ailleurs  se  borner  au  premier  satellite,  dont 
le  mouvement  autour  de  Jupiter  est  très-rapide,  et  prendre,  pour 
différence  des  longitudes,  la  moyenne  arithmétique  des  différences 
ainsi  obtenues  ; mais,  malgré  toutes  ces  précautions,  il  n’y  aurait 
pas  lieu  d’espérer  obtenir  ainsi  une  très-grande  exactitude. 

Benzeoberg  a proposé  de  faire  servir,  à la  détermination  des 
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longiliiJes,  l’observation  de  la  ilisparilion  ries  étoiles  filantes.  Ces 
pbénoniènes  peuvent,  en  effet,  être  observés  très-exaclement  ; 
mais  ils  ont  cet  inronvénient,  qu’on  ne  sait  jamais  à l’avance  à 
ipiel  instant  et  à (jtiel  endroit  du  riel  une  étoile  filante  apjiaraît. 
Kût-on  même,  en  deux  lieux  différents,  observé  un  grand  nombre 
d’étoiles  filantes,  quelques-unes  seulement  d’entre  elles  seront 
identiques  dans  les  deux  lieux;  en  outre  pour  s’assurer  de  leur 
identité,  il  faut  déjà  connaître  approximativement  la  différence 
de  longitude  <les  deux  lieux. 

Emploi  ilex  signaux  nrtificirls.  — La  méthode  des  signaux 
artificiels,  comme  l’cx|)losion  instantanée  d'un  tas  <le  poudre, 
permet  d’obtenir  la  différence  de  longitude  avec  une  grande  pré- 
cision. Bien  que  cette  metbode  ne  soit  directement  applicable  que 
pour  des  lieux  dont  la  distance  ne  dépasse  pas  dix  milles,  il  est 
néanmoins  possible,  par  la  coatbinaison  d’un  grand  nombre  de  si- 
gnaux, de  déterminer  de  celte  manière  la  diflerence  de  longitude 
de  lieux  Irès-éloigncs.  Soient,  en  effet,  A et  D les  deux  stations 
dont  on  vent  déterminer  la  différence  / de  longitude,  et  soient 
Al,  A„A„.  . . un  certain  nombre  de  stations  intermédiaires  dont 
les  différences  inconnues  de  longitude  sont  fi, /,  désignant 
la  différence  des  longitudes  de  A,  et  A,  /,  celle  de  A,  et  A,,  et 
ainsi  de  suite. 

Supposons  qu'aux  stations  A,,  A„  A,,...on  ait  donné  des  signaux 
aux  époques  . . (temps  de  ces  lieux);  à la  première  sta- 

tion A on  ne  voit  le  signal  donné  en  A,  qu’au  tenqisr, — /,  = 0; 
à la  station  A,  on  l’aperçoit  au  temps  /,  -t-  /,  = 0,;  de  même 
l’observateur  placé  en  A,  voit  le  signal  donné  en  A,  au  temps 
L — /,=  0,,  et  celui  qui  est  placé  en  A,  voit  le  meme  signal  au 
temps  f, -4-  /,  = 0,....  Or,  si  la  dernière  station  auxiliaire  est  dé- 
signée par  A,^_i,  la  somme 

/,  -t-  /,  -I- 

représente  la  différence  cherchée  l des  longitudes  des  deux  sta- 
tions extrêmes,  on  a donc 

/ = (0,  — 0)  -4-  (0,  — 0,  ) -t-  (0,  — 0,  ) -t-  . . . 

OU 

/ = 0,-1  — (e._,—  0,_,)  — . . (0,—  0,)  — 0. 
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Ainsi  toute  dcteiminnlion  absolue  du  temps  faite  dans  les  sta- 
tions intermédiaires  où  les  signaux  ont  été  observés  est  inutile;  il 
suffit  de  eonnaitre  l.i  marche  de  chaque  pendule.  Aux  deux  stations 
extrêmes  seules,  dont  on  veut  déterminer  la  différence  de  longi- 
tude, une  détermination  trés-exuetc  du  temps  est  indispensable. 

Au  lieu  de  se  servir  comme  signal  de  l’explosion  de  la  poudre, 
il  est  plus  commode  d’employer  V héliotrope,  instrument  inventé 
par  Gauss,  qui  permet  de  réfléchir  les  rayons  solaires,  dans  une 
direction  quelconque,  à de  grandes  distances.  I.’héliotrope  étant 
dirigé  vers  l’autre  station,  on  obtient  un  signal  instantané  en  dé- 
couvrant l’ap])areil. 


DéU'rminalion  tics  longilndcs  par  la  méthode  chronométrique, 
— La  différence  des  longitudes  de  deux  lieux  peut  aussi  être 
obtenue  en  transportant  d’un  lieu  dans  l’autre  un  bon  chrono- 
mètre, et  en  déterminant  pour  chaque  station  l’état  et  la  marche 
du  ehrononiétre.  En  effet,  soit  Au  l’état  du  chronomètre  à la  pre- 
mière station,  et — ; — sa  marche  diurne,  l’état  du  chronomètre 
dt 


, . d\u  „ . . 

après  a jours  sera  Au  a Supposons,  par  exemple,  qu  a 

une  époque  u'  séparée  par  n jours  de  l’époque  de  la  première 
observation.  Au'  soit  l’état  du  ehronometre  déterminé  à la  se- 
conde station,  et  désignons  par  l la  longitude  orientale  de  ce  lieu, 
nous  aurons 


U ——  l — f-  A U — f-  a 


d \ u 

~dT 


=:  u'  Au', 


d’où 


/ = Au  -t-  n • 


d Au 

~dT 


Au'. 


On  a supposé  ici  que,  dans  l’intervalle  des  deux  observations, 
le  chronomètre  avait  toujours  conservé  la  meme  marche;  mais,  en 
réalité,  ce  cas  se  présente  très-rarement,  ou  plutôt  il  n’en  est 
jamais  ainsi;  il  faut  donc,  pour  que  cette  méthode  donne  des  ré- 
sultats exacts,  ne  pas  se  contenter  d’un  seul  chronomètre,  mais 
en  transporter  un  nombre  aussi  grand  que  possible  et  prendre  la 
moyenne  des  différents  résultats  obtenus  à l’aide  de  chacun  d’eux. 

27. 
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Celte  méthode  a servi  à déterminer  ht  différence  de  longitude  de 
différents  observatoires,  par  exemple,  ceux  deCrccnwith  et  de 
Poulkowa  (*). 

C’est  aussi  la  méthode  employée  en  mer  : on  se  sert  d'un  chro- 
nomètre dont  l'état  et  la  marche  ont  été  déterminés  avant  le  dé- 
part par  rajiport  au  temps  d'un  port  quelconque,  le  temps  en 
mer  étant  donné  par  la  hauteur  du  Soleil. 

129.  Drtcnninatwn  de  lo  dijjérence  des  longitudes  par  le  télé- 
graphe élertriffue.  — La  ntéthode  la  plus  commode  de  détermi- 
nation des  longitinles  repose  sur  l'emploi  du  télégraphe  électrique. 
Les  pendules  des  deux  stations  peuvent  être  comparées  au  moyen 
de  signaux  télégraphiques;  l'observation  de  ces  signaux  se  faisant 
de  la  même  manière  <|iie  les  précédents,  il  n'y  aurait  rien  ù ajouter 
à ce  que  nous  avons  dit.  Mais  la  méthode  peut  être  envisagée  à 
un  autie  point  de  vue  et,  à ect  égard,  nécessite  d’assez  longs  dé- 
veloppements. La  différence  des  longitudes  des  deux  stations  est 
évidemment  le  temps  nécessaire  à une  étoile  pour  passer  du  mé- 
ridien d'une  de  ces  stations  au  méridien  de  l'autre.  L'em|)loi  du 
chionographe  permet  d'en  effectuer  la  mesure  avec  une  très- 
grande  exactitude. 

Description  du  chronngraphe.  — Le  chronographe  consiste 
essentiellement  en  un  cylindre,  sur  lequel  est  enroulée  une  feuille 
de  papier,  et  qu'un  mouvement  d'horlogerie  fait  tourner  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  son  axe.  Un  stylet  se  meut  lente- 
ment dans  une  direction  perpcndiculaii'e  à celle  du  mouvement 
du  papier,  de  manière  à occuper  sur  celui-ci  une  position  diffé- 
rente à chaque  révolution  du  cylindre.  Si  les  mouvements  du 
cylindre  et  du  stylet  sont  uniformes,  celui-ci  décrit  une  hélice 
qui  se  transforme  en  un  système  de  lignes  parallèles  sur  la  feuille 


(*)  Voir  pour  pin»  de  datait»  : 

Strcvc,  Er/sédition  chronométrique  exécutée  par  ordre  de  Sa  Majesté  l'Em- 
pereur Sicolas  pour  la  détermination  de  la  longitude  géooraph'que  relative 
de  l’Observatoire  central  de  ituiitr  (>aint.Péter»b<)iir|r,  l8'i4); 

Expédition  executed  under  prqfessor  Airy  ta  détermine  the  longitude  of  Va- 
lentin (Àppendix  10  the  Greenwich's  observations  oj  184S). 
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de  p.ipier  déroulée.  Le  slyl>'t  est  en  outre  relié  h un  élerlro- 
aimant,  de  telle  sorte  tpie  si,  .'l  un  instant  donné,  le  murant  est 
interrompu,  rariualure  de  l'aimant,  ramenée  en  arrière  par  un 
ressort,  soulève  le  stylet  qui  cesse  de  toucher  le  papier  et  y laisse 
un  espace  blanc.  Supposons  dès  lors  (|ue  le  courant  excitateur 
de  l'électro-aimant  traverse  une  pendule,  et  ijue,  par  un  mé- 
canisme ijuclconque,  il  soit  interrompu  h rliatpie  oscillation  du 
balancier,  chaque  seconde  de  la  pendule  sera  représentée  sur  la 
feuille  de  papier;  imaginons  d’ailleurs  que  la  durée  d’une  révo- 
lution du  cylindre  soit  de  i ntinutc,  on  trouvera  sur  la  feuille  de 
papier  une  série  de  lignes  dont  chacune  sera  divisée  en  6o  parties, 
et  telles,  que  les  signes  correspondant  aux  mêmes  secondes  dans 
les  dirrérenles  minutes  forment  comme  une  suite  de  lignes  paral- 
lèles entre  elles  et  perpendiculaires  à celles  que  trace  le  stylet.  Le 
circuit  étant  d’abord  ouvert,  fermons-le,  lors  d’une  minute  déter- 
minée, avant  le  battement  de  la  seconde  o : le  premier  signe  de 
seconde  manjué  sur  le  papier  corresponiira  à cette  st'conde  de  la 
peniiule,  et  il  sera  très-facile  de  savoir  quelle  est  la  seconde  de 
la  pendule  qui  correspond  à un  signe  quelconque. 

Supposons  que  le  courant  traverse  en  outre  unec/ry(*),  et 
qu’à  un  instant  quelcompic  on  donne  un  signal  au  moyen  de  cette 
clef;  il  en  résidiera  sur  la  feuille  de  papier  un  trait  blanc,  qui  se 
distinguera,  par  sa  position  et  sa  longueur,  des  si;;nes  île  seconde; 
et  en  mesurant  la  distance  qui  le  sépare  du  signe  de  seconde  le 
plus  voisin,  on  aura  avec  une  grande  exactitude  le  temps  de  la 
pendule  ipii  correspond  à l'envoi  du  signal. 

Emploi  du  chrono"rnphc.  — Mrthode  des  signaux  d’étoiles.  — 
A l’une  des  stations,  A par  exemple,  se  trouvent  la  jiendiile  et  le 
chronographe,  et  à chaque  station  au  voisinage  d’un  instrument 
des  passages,  et  à portée  de  l’observateur,  est  disposée  une  clef. 
Un  courant  électrique  traverse  cet  ensemble.  En  chacune  des 
deux  stations  A et  B,  les  observateurs  donnent  un  signal,  au 


(*)  Celle  clef  e»l  un  nppareîl  anatojTiie  au  iranipnlalmir  du  iclêgraphe 
de  Morse;  maU  elle  est  consiruilo  do  manière  è interrompre  le  courant 
quand  on  appuie  sur  la  louche. 
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moyen  de  la  clef,  au  inomenl  même  où  une  étoile  déicrminée 
pusse  derrière  chacun  des  fils  de  rinstruiiient,  ?ij;nal  <jue  le  cou- 
rant inscrit  sur  le  clironographe.  La  différence  des  temps  d’ob- 
servation mesurée  sur  le  papier  et  corrigée  de  la  marche  de  la 
pendule  pendant  l'intervalle  des  deux  observations,  ainsi  que  de 
la  quantité  dont  chaque  instrument  s’écarte  du  méridien,  est  la 
diflércnce  des  longitudes  des  deux  stations. 

Mais  un  courant  électrique  qui  traverse  un  circuit  de  grande 
longueur  est  souvent  de  faible  intensité,  surtout  si  la  ligne  n’est 
pas  en  parfait  étal;  dans  ce  cas  on  ne  fera  pas  agir  directement, 
sur  réleciro-aimant  du  clironographe,  le  courant  principal  qui 
passe  par  les  clefs  des  deux  observateurs,  niais  on  lui  fera  seu- 
lement traverser  un  relais  qui  ouvrira  et  fermera  le  courant  d’une 
pile  locale  destinée  à agir  sur  cet  électro-aimant. 

Souvent,  à cause  de  la  confusion  qui  jipiit  exister  entre  les 
signes  de  seconde  et  les  signaux  des  observateurs,  on  préfère 
employer  deux  stylets.  L’un  des  stylets,  mû  par  le  courant  d’une 
pile  locale,  inscrit  d’une  façon  continue  l'heure  de  la  pendule; 
l’autre,  qui  se  meut  parallèlement  au  premier,  indique  sur  le 
clironographe  les  signaux  de  chatjue  observateur.  Il  faut  encore 
que  la  différence  des  longitudes  des  deux  stations  soit  supérieure 
au  temps  ijiie  met  une  étoile  à traverser  le  réticule  de  chacun  des 
instruments;  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  employer  trois 
stylets  et  deux  fils  télégraphiques. 

£n  raison  de  la  durée  nécessaire  à la  transmission  du  signal 
de  A en  B,  durée  dont  nous  parlerons  plus  tartl,  la  différence 
des  longitudes  obtenue  ainsi  est  erronée.  Pour  remédier  .à  cet 
inconvénient,  on  établit  un  clironographe  et  une  pendule  à cha- 
cune des  deux  stations,  surtout  si  elles  sont  un  peu  éloignées.  Les 
secondes  de  la  pendule,  tout  aussi  bien  que  les  signaux  des  deux 
observateurs,  sont  alors  inscrits  sur  chacun  des  rhronographes, 
et  la  moyenne  des  dilférenccs  de  longitude  obtenues  aux  deux 
stations  est  débarrassée  de  cette  erreur. 

' Une  étoile  quelcompie  donne  ainsi  une  détermination  de  lon- 
gitude déj.à  plus  approchée  que  celle  que  donnerait  une  autre 
méthode  quelle  tpi’elle  soit;  et  comme  on  jieiit  observer  autant 
d’étoiles  qu’on  le  desire,  la  précision  de  la  métiiodc  n’a  d’autres 
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limites  que  celles  qu'impose  rexaelilude  avec  laquelle  ont  été  dé- 
terminées les  erreurs  inslrunicnlales.  En  outre,  si  aux  deux  sta- 
tions on  a observé  les  mêmes  éloilcs,  le  résullat  obtenu  sera 
évidemment  indéjiendant  des  erreurs  (|ui  peuvent  exister  sur  les 
positions  de  ces  étoiles;  il  reste  neanmoins  soumis  à certaines  er- 
reurs dont  nous  allons  parler. 

Temps  de  la  Irnnsmissiim.  — Tbéoriquement  les  diiTérences  des 
longitudes  données  par  les  clironograplies  des  deux  stations  de- 
vraient être  rigoureusement  égales,  mais  ce  fait  ne  se  présenté 
jamais.  En  effet,  le  courant  ne  se  propage  pas  instantanément,  et 
par  suite,  dans  le  ras  au  moins  où  les  deux  stations  sont  fort 
éloignées,  il  s’écoulera  un  temps  petit,  mais  mesurable,  entre  le 
moment  où  un  signal  parti  il’un  lieu  A situé  à l’est,  parvient  au 
lieu  B situé  ;i  l’ouest.  L’instant  d’arrivée  du  signal  enregistré  en  B 
corresjtondra  donc  l’instant  où  l’étoile  ét.iit  au  méridien  d’un 
certain  lieu  situé  à l’ouest  de  A.  La  différence  de  longitude  enre- 
gistrée en  B sera  donc  trop  petite  de  tout  le  temps  nécessaire  à la 
transmission  du  courant  du  point  A au  point  B.  Ln  signal  parti 
de  A mettra  le  même  temps  pour  arriver  en  B,  et  l'instant  où  il 
sera  enregistré  en  A correspondra  au  temps  où  l’étoile  était  au 
méridien  d’un  certain  lieu  situé  à l’ouest  de  B;  la  différence  de 
longitude  enregistrée  en  A sera  donc  trop  grande  <le  tout  le  temps 
nécessaire  à la  transmission  du  courant.  I.a  moyenne  des  diffé» 
rences  données  aux  tieux  stations  par  les  appareils  enregistreurs 
est  debarrassée  de  cette  erreur.  Au  contraire,  la  dcmi-difference 
de  ces  nombres  (on  retranche  le  résultat  enregistré  en  B de  celui 
obtenu  en  A)  est  égale  au  temps  de  transmission  lui-méme.  Dans 
la  détermination  de  la  différence  des  longitudes  de  Seaton  (Was- 
hington) et  Ralcigh  (Caroline  du  Nord)  laite  en  i853,  le  docteur 
Gould  a trouvé  que  le  retard  causé  par  la  transmission  du  cou- 
rant dans  un  circuit  d’environ  4^3  kilomètres  était  de  o’,o3. 

Temps  fV armature.  — Entre  le  moment  où  un  signal  donné, 
soit  par  la  pendule,  soit  par  l’observateur,  parvient  à l’électro- 
aimaut  et  relui  où  le  stylet  du  ebronographe  presse  sur  le  papier, 
il  s’écoule  un  petit  intervalle  de  temps,  dit  temps  d’armature. 
Nous  n'en  avons  pas  tenu  compte  dans  ce  r|ui  précède,  supposant 
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que  ce  temps  était  le  même  pour  les  deux  observations  de  la 
même  étoile,  liypolliés<!  fort  probable,  si  les  signaux  de  la  pen- 
dule n’ont  pas  changé,  et  si  ceux  des  deux  observateurs  sont 
donnés  de  la  même  manière. 

fi.qiinlinn  personnelle.  — Outre  les  erreurs  que  peut  produire 
dans  la  différence  des  longitudes  l’inexacte  détermination  des  er- 
reurs instrumentales,  la  ra|>idilé  relative  avec  la(pielle  les  obser- 
vateurs pereoivent  une  impression  donnée,  ou  leur  ér/iinilnn  per- 
sonnelle, intervient  encore  dans  le  résidtat.  D'ailleurs,  cette  erreur 
n’est  pas  jiarticniière  il  la  méthode  actuelle,  mais  se  présente  dans 
tontes  les  antres.  Dans  la  méthode  chronographique,  l'erreur  dé- 
pend du  temps  qui  s'écoule  entre  le  mometit  où  une  impression 
vient  frapper  la  rétine  de  l’observateur  et  celui  où  il  en  a con- 
science, et  par  suite  presse  la  clef.  Si  cet  intervalle  est  le  même 
pour  les  deux  observateurs,  l.i  différence  de  longitude  n'en  sera 
pas  modifiée;  mais  s’il  diffère  de  run  à l’autre,  c’est-à-dire  s’il 
existe  entre  ces  deux  observateurs  une  différence  d'éi|uation  per- 
sonnelle, la  différence  de  lunuitude  déterminée  par  cette  nicthode 
est  en  erreur  de  toute  la  grandeur  de  cette  ijuanlité.  Cependant 
l’erreur  qui  (irovient  de  cette  source  sera  complètement  éliminée 
(en  admettant  que  l'équation  personnelle  soit  invariable),  si  les 
observateurs  font  une  seconde  fols  la  même  détermination  ajirès 
avoir  réciproquement  changé  de  station.  Les  deux  déterminations 
de  longitude  diffèrent  du  double  de  l'équation  personnelle,  et  leur 
moyenne  en  est  indépendante. 

Les  deux  observateurs  peuvent  encore  déterminer  d’une  autre 
manière  la  valeur  de  leur  équation  personnelle.  En  un  même  lieu 
ils  observent  tous  deux  avec  un  meme  instrument  dont  le  réti- 
cule est  muni  de  plusieurs  fils.  L’un  d’eux  observe  d'abord  à un 
nombre  déterminé  de  fils,  et  l'autre  avec  les  llls  qui  restent  ; on 
réduit  ensuite  au  fil  moyen  de  l'instrument  chacun  des  temps  ob- 
servés (t.  Il,  n’’20);  les  résultats  trouvés  par  les  deux  observateurs 
avec  différentes  étoiles  présentent  entre  eux  une  différence  con- 
stante précisément  égale  à leur  équation  personnelle;  puis  on  re- 
commencera ces  opérations,  le  premier  opérateur  se  servant  des 
derniers  fils  et  le  second  des  premiers.  Les  temps  observés  réduits 
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au  fil  moyen  présenteront  une  difféience  presque  égale  h la  pre- 
mière, mais  en  sens  opposé.  La  moyetine  de  toutes  res  dilférenccs 
donne  une  valeur  de  l'équation  personnelle  conqiléteinent  indé- 
pendante des  erreurs  dont  peuvent  être  cniaeliées  les  valeurs 
employées  pour  les  distances  de  fils  dans  la  réduction  au  (il 
moyen  (*).  Il  faut  ajouter  à la  différence  de  longitude  observée  la 
valeur  de  reqo.ition  personnelle  ainsi  iléterminée.  Par  exemple, 
l'observateur  placé  à l’est  observe- t-il  un  phénomène  plus  tard 
que  celui  placé  à l’ouest,  de  la  ipiaiitité  «;  ré(pialion  personnelle 
est  alors  E — 0 =:  -I-  o ; la  différence  de  longitude  sera  dans  ce 
cas  trop  petite,  et  il  faudra  lui  ajouter  la  quantité 

Second  procédé.  — Quand  les  deux  stations  sont  très-éloignées, 
les  déperditions  par  les  supports  et  par  l'air  peuvent  produire 
dans  le  courant  des  interriqitions  fréquentes,  et  un  grand  nombre 
d’observations  peuvent  être  perdues;  de  plus  on  ne  dispose  sou- 
vent d’un  fil  télégraphique  (jue  pendant  très-peu  de  temps  de 
chaque  soirée.  On  emploie  alors  un  procédé  diflérent  de  celui  que 
nous  avons  indiqué,  il  est  fondé  stir  notre  première  définition  de 
la  différence  des  longitudes  de  deux  lieux.  En  chaque  station  on 
détermine  l'heure  de  la  pendule  locale  par  des  observations  astro- 
nomiques, et,  à un  moment  donné,  on  fait,  au  moyen  du  chro- 
nographe,  une  comparaison  électrique  des  deux  pendules.  Dans 
chacune  des  deux  stations  le  courant  d'une  pile  locale  traverse  à la 
fois  une  pendule  et  nn  chronographe,  et  on  ne  fait  communiquer 
le  courant  principal  avec  les  deux  courants  locaux  que  pendant 
un  temps  très-court,  au  commencement  et  à la  fin,  jiar  exemple, 
d’une  sé'rie  d’observations  ; et,  par  suite,  à res  deux  époques  seules, 
les  secondes  di  s ileux  pendules  seront  enregistrées  sur  le  chrono- 
graphe de  chaque  station.  A chacune  de  ces  stations,  après  avoir 


(*)  On  peut  encore  opérer  comme  il  suit:  tes  ileiiT  ohservntPiirs,  placés 
soit  sur  un  même  mériJien,  suii  en  deux  lieux  voisins  dont  les  méridiens  sont 
distants  d'une  quaolité  connue  et  detcriuiuéo  diicclemcnt  en  métrés,  obser- 
vent chiicun  avi c son  instrument  les  mêmes  étoiles  à l.v  même  pendule: 
la  ditr.-rence  des  résultats  obtenus  donne  la  valeur  de  l'i-qualion  person- 
nelle {Annalet  de  l*Obsetvütoire  impérial^  t.  \ lit,  p. 
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ouvert  le  circuit  pendant  q«el(|ucs  instants,  on  le  fermera  au 
commeneement  d'une  minute  de  façon  à connaître  les  temps  de 
chaque  pendule  qui  eorrespondent  aux  signes  de  seconde  marepics 
sur  les  chronograplies  : rliacune  des  secondes,  ainsi  notée,  don- 
nera une  eonqiaraison  des  deux  jiendules,  et  il  faudra  prendre  la 
moyenne  de  toutes  ces  comparaisons.  Quant  aux  différences  entre 
les  états  relatifs  îles  deux  pendules  obtenus  aux  deux  st.itions, 
elles  donnent  le  double  du  temps  nécessaire  au  courant  pour 
passer  d’une  station  à l'autre,  et  on  peut  de  la  sorte  déterminer 
cet  intervalle  avec  une  grande  exactitude.  Dans  la  pratique  un 
petit  nombre  de  comparaisons  suffiront,  car  l’exactitude  d'une  4 

comparaison  cpielconque  est  ordinairement  équivalente  à celle 
avec  laquelle  on  connaît  l’état  de  la  pendule.  Ainsi  on  n’aura  cer- 
tainement besoin  de  faire  passer  ces  signaux  de  pendule  que  pen- 
dant quelques  minutes,  et  la  jiartie  essentiellement  tele‘graplii(|ue 
de  l’opération  sera  limitée  à ce  petit  intervalle  de  temps  au  com- 
mencement et  à la  fin  de  la  série  d’observations.  Après  avoir  fait 
les  comparaisons  de  jiendules,  on  intercalera,  a cliaipie  observa- 
toire, la  clef  dans  le  courant  local,  et,  au  moyen  rl’observations 
astrononiiijucs  qu’il  enregistrera  sur  son  clironogra)die,  chaque 
obsci'vateur  déterminera  l’état  de  sa  pendule  par  rap|iort  au 
temps  sidéral.  Ces  corrections,  appliijuées  avec  un  signe  conve- 
nable aux  résultats  des  comparaisons  des  deux  pendules,  per- 
mettront de  trouver  la  différence  des  longitudes.  La  valeur  ainsi 
obtenue  sera  nécessairement  soumise  aux  erreurs  dont  nous 
avons  parle  plus  haut,  et  devra  en  être  corrigée;  mais  en  obser- 
vant les  mêmes  étoiles  aux  deux  stations,  les  différences  de  lon- 
gitude obtenues  seront  indépendantes  des  erreurs  qui  peuvent 
affecter  leurs  ascensions  droites. 

La  comparaison  de  ces  deux  procédés  donne  lieu  à tpielques 
remarques.  Le  premier  rlonne  la  marche  de  la  pendide  d’une 
façon  continue,  et  par  suite  il  ne  faut  interpoler  cette  marche 
que  pour  un  intervalle  de  temps  égal  h la  différence  de  longitude 
des  deux  lieux,  intervalle  qui  sera  généralement  beaucoup 
moindre  que  la  durée  d’une  série  d’obsi  rvations.  Dans  le. der- 
nier, au  contraire,  l'état  de  la  pendule  n’étant  donné  (pi’aii  com- 
mencement et  à la  fin  de  la  série,  il  faut,  pendant  tout  cet  inter- 
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▼allé,  supposer  à la  iiiarrlie  de  la  pendule  une  variation  uniforme; 
à cet  égard,  ce  procédé  est  donc  inferieur  au  premier. 

Exemple.  — Le  2f)  juin  1861,  on  a fait  une  détermination  de 
longitude  entre  l’Observatoire  ii’.\nn-Arlior,  dans  l'État  ilii  Michi- 
gan, et  relui  de  Clinton,  dans  l'É.lat  île  New-York,  et  cent  vingt-six 
comparaisons  inscrites  sur  les  deux  ch ronogra plies  ont  donné  : 

Temps  Temps 

do  la  penihile  de  la  poruliile 
do  Clinton.  d'Ann-Arbor. 

A Anu-Arbor. . . . 1 3'' o = if)'’58"’7(j’,  5(’>, 

A Clinton i3.5<).3,o=  i().58. 29 , 4o; 

la  pendule  de  Clinton  était  réglée  sur  le  temps  moyen,  et  sa  ré- 
duction au  temps  sidéral  de  Clinton  était,  pour  l'époriue  don- 
née, -4- 6'*33'"4tS‘,o^,  tandis  (|ue  la  correction  de  la  pendule  de 
Clinton,  par  rapport  au  temjis  sidéral,  était  -t-  i^t’,87.  En  se 
reportant  au  cbionograplic  d’Ann-Aibur,  on  voit  que 

Temps  sidéral  Temps  sidéral 

de  Clinlon.  d'Ann* \rbor. 

2o''32”’4f)*i“7  = '9*'%'"3i*,43  ; 

de  même  le  chronograplie  de  Clinton  donne 

Temps  sidéral  Temps  sidéral 

de  Clinlon.  d’Ann-.Aihor. 

2o*'32'"49%o7  = 19'' 5q"’ 3 1',  . 

La  différence  de  longitude  est  donc,  d'après  les  lectures  faites 
A Ann-Aibor,  33“‘i7*,ü4,  et  à Clinton,  37"’ 17*, 80  ou,  en 
moyenne,  33“' 17*,  72. 

Dans  ce  cas,  l'équation  personnelle  était  P — B = -i-  o’,o4,  et 
comme  P était  l’observateur  placé  à l’est,  la  difléreiice  de  longi- 
tude corrigée  était 

33"  17-, 76  (•). 

(*)  Le  D**  Peters  observait  à Clinton,  et  TAuleur  de  cct  ouvrage  à Ann- 

Arbor. 
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Remarque.  — Lfi  mi'lhotlrt  rhrnnngrapMqiie  a ôlft  surtout  cmplnyé*t  en 
Amériqui’ par  le  V.  S.  Koau  Surery^  sou  principe  s été  intliqiic  par  C.  NVal- 
ker  et  \V.  Hotiil,  niais  le  premier  insirumeol  rpii  ail  pu  rèelleinenl  servir  à 
lVnre(jisireni.-nl  «les  observations  est  tlù  à Miteliol  de  (Uitcinr.ali.  Celle  mô- 
tho  lea  eit  eusuiic  dcveleppce  et  pcrrecliuniiee  par  le  Df  Gould. 

Consulter  sur  ce  sujet  : 

Report  !>/  the  superintendant  oj  tbe  U.  S.  Coast  Suivrp,  for  1 8‘>6  et  1817  ; 

FOssteu  et  Petecs,  liiflerence  de  ton^itude  entre  ttrrlin  et  Alloua^ 

Peamahoib  et  Hirsch  1 Di/fcrence  de  longitude  entre  Génère  et  Neuf- 
chatef i 

Brciiss  ol  Al’Wers,  bijfèrenee  de  longitudi‘  entre  Leiptiget  Altona. 

Remarque.  — D.ins  le  gniml  ir.ivail  entrepris  depuis  l’an- 
née 1854  par  l'Observatoire  impérial  de  Paris  pour  la  révision 
de  la  meiiilienne  de  Fiance,  la  méthode  lélegrapliif]iie  a subi 
de  nombreux  peifictionneuienls.  En  i8j6,  dans  In  détermina- 
tion de  la  longitude  de  Bourges,  on  avait  en  recours  à l’enregis- 
trement eliimirpie  des  observations;  plus  tard,  en  i8i)i,  dans  la 
détermination  de  la  longitude  du  Havre  (*),  on  supprima  l’en- 
registiemeiit,  qui  exige  un  transjiort  et  un  maniement  d’appareils 
étrangers  aux  observations  astronomiques  pures,  pour  recourir 
à la  comparaison  électrique  directe  des  |iendiiles  des  deux  stations. 
Enfin,  en  1882,  dans  la  détermination  des  longitudes  du  Havre 
et  de  Dunkerque,  on  siippi  ima  même  cette  comparaison,  et  l’on 
réduisit  le  procédé  ü une  extrême  simplicité  : les  deux  observa- 
teurs observent  en  réalité  à la  même  pendule. 

A chacune  des  deux  stations  on  fait  battre  par  la  meme  pendule 
sidérale  deux  relais  très-sensibles,  et  on  observe  sur  le  battement 
de  ces  relais  comme  sur  le  battement  d'une  pendule.  Les  relais 
roiirnissent  aux  deux  stations  l’estime  de  la  fraction  de  seconde; 
resleà  compter  les  battements  et  à les  rattacher  ;i  une  origine  com- 
mune. Chaque  observateur  est  muni  d’une  pendule  servant  de 
compteur,  dont  il  met  et  entretient  les  battements  d’accord  avec 
ceux  lie  son  relais.  En  outre,  au  commencement  de  chaque  série 
d’observations,  l’un  des  observateurs  envoie  à l’autre  un  signal 


(•)  Oétermination  à*  !a  lortntludc  df  llourfes  en  i856,  de  celte  du  Havre 
en  iSGl  (Annales  de  t'Obnervatoire^  1.  VIII7  p.  1 Cl  suiv.). 
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éicririqne  au  niomenl  où  son  compteur  et  son  relais  liallent  une 
seconile  ronde;  l'autre  observateur  reçoit  ce  signal  sensiblement 
en  coïncidence  avec,  une  seconde  de  son  relais  et  de  son  comp- 
teur. Cliacuu  d'eux  marque  la  seconde  ronde  donnée  ou  reçue,  et 
la  dilférence  donne  l’avance  de  l’un  des  cadrans  sur  l'autre,  de 
telle  sorte  (|u’en  ajoutant  ou  retrani  liant  cette  différence  aux  pas- 
sages observés  d’un  côté  , on  obtienne  le  même  résultat  que  si 
l'on  avait  eu  sous  les  yeu.x  le  cadran  de  la  pendule  employée  dans 
l’autre  station. 

En  faisant  battre  deux  relais  à une  grande  distance  l’un  de 
l’autre  et  par  l’intermédiaire  d’un  long  circuit,  il  doit  se  mani- 
fester quelque  diflérence  dans  les  temps  indiipiés  aux  deux  extré- 
mités de  la  ligne.  On  l’éliminera  en  faisant  battre  alternativement 
la  seconde  par  les  deux  stations.  D’ailleurs,  par  des  expériences 
directes,  M.  I.e  Verrier  s’est  assuré  (pi’un  circuit  d'une  longueur 
de  800  kilomètres  n’apportait  qu’un  retard  de  o‘, o3.  L’erreur 
provenant  de  ce  retard  pourra  donc  être  négligée  toutes  les  fois 
que  les  deux  stations  seront  peu  éloignées. 

Il  y a d’ailleurs  deiiji  moyens  de  diriger  les  observations  : 

1“  On  peut  observer  les  mêmes  étoiles  aux  deux  stations,  et  dés 
lors  la  différence  de  leurs  ascensions  droites,  con  igée  de  la  marche 
de  la  pendule,  supposée  uniforme  pendant  l’intervalle  des  deux 
observations  de  la  même  étoile,  sera  indépendante  des  positions 
adoptées  pour  ces  étoiles; 

3“  Il  est  possible  d’éliminer  complètement  l’erreur  provenant 
de  la  marche  de  la  pendule  : pour  cela,  on  dresse  à l’avance  une 
liste  d'étoiles,  dites  étoiles  de  longitude,  qu’on  observe  un  grand 
nombre  de  fois  dans  une  des  stations,  et  dont  les  positions  peu- 
vent être  par  suite  considérées  comme  connues  avec  exactitude. 
Chacun  des  observateurs  observe  alors  des  étoiles  cpielconi)ues 
prises  dans  cette  liste,  en  ayant  soin  toutefois  de  diriger  chaque 
série  d’observations  de  manière  que  l’époque  moyenne  des  pas- 
sages observés  dans  les  deux  stations  corresponde  sensiblement  au 
même  instant  physique;  il  suffit  pour  cela  qu’à  la  station  la  plus 
orientale  chaque  série  commence  h une  é|ioque  qui  soit  en  re- 
tard, sur  celle  où  commence  la  même  série  à l’autre  station,  d'un 
intervalle  de  temps  égal  à la  difféicnce  de  longitude  des  deux 
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stniions,  différcnre  que  l'on  connaît  toujours  d’un  façon  appro- 
chée (*]. 

1 30.  Détermination  dcf  différeneex  de  longitude  par  les  éclipses  ; 
méthode  ancienne.  — On  peut  encore,  pour  déterminer  la  diffé- 
rence en  longitudes  di's  deux  lieux,  se  servir  de  l’observation  de 
certains  phénomènes  célestes  cpii,  n’ayant  pas  lieu  simultanément 
pour  tous  les  points  de  la  Terre,  peuvent  sans  erreur  sensible  être 
ramenés  à nn  seid  et  même  instant.  Si  les  observations  sur  les- 
quelles celte  méthode  repose  peuvent  être  faites  avec  une  grande 
exactitude,  elle  offrira  des  avantages  réels,  car  les  phénomènes 
observés  étant  visibles  à la  fois  d’une  grande  partie  de  la  Terre 
pourront  servir  A déterminer  les  différences  de  longitude  de  deux 
lieux  trcs  éloignés.  Ces  phénomènes  sont  les  occultations  des  corps 
celestes  les  uns  jiar  les  autres;  ainsi,  les  occultations  des  étoiles  et 
des  planètes  par  la  I.une,  les  éclijises  de  Soleil  et  les  |)assages  de 
Mercure  et  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil.  Tous  ces  astres,  sauf 
les  étoiles  fixes,  ayant  une  parallaxe  (celle  de  la  Lune  atteint  même 
une  valeur  considérable),  on  les  voit  au  même  instant,  de  differents 
points  de  la  surface  de  la  Terre,  en  des  points  différents  du  ciel; 
les  occultations  des  astres  ou  les  contacts  de  leurs  bords  ne  seront 
donc  pas  aperçus  au  uième  instant  en  des  lieux  différents.  Aussi 
faudra  t-il  apjiliquer  a chaque  observation  une  correction  due  A la 
parallaxe,  pour  avoir  l’instant  où  l’occultation  aurait  eu  lieu  si 
l’astre  n’avait  pas  en  de  parallaxe  sensible,  ou  plutôt  si  le  phéno- 
mène avait  été  observé  du  centre  de  la  Terre. 

On  calcule  d’abord  les  parallaxes  en  longitude  et  en  latitude,  et 
les  diamètres  apparents  des  deux  astres  pour  l’époque  de  l’entrée 
et  de  la  sortie  (ou  la  parallaxe  en  ascension  droite  et  en  décli- 
naison, si  l’on  préfère  employer  ce  système  de  coordonnées).  Le 
triangle  formé  |>ar  le  pôle  de  l’écliptique  et  les  centres  des  deux 
astres,  dans  lequellcs  trois  côtés  sont  connus  (savoir  : les  complé- 


(")  (Jonsuilcr  Annalei  de  l ’Ohsrrvntoire  intpAriat,  l.  VIII  : 

Détermination  de  la  longitude  du  Havre  en  iBGi,  par  M.  Le  Verrier  (p.  6o 
et  siliv. ); 

Détermination  de  la  longitude  de  DunAenjue  en  par  M.  Ytod  Villar- 

ceau  ( p.  309  et  luiv.). 
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raents  des  lalitiules  .'ipparcnips  des  deux  astres,  et  la  somme  ou  la 
différence  de  leurs  derni-diamèlres),  permet  alors  de  trouver 
l’anj'le  au  pôle,  c’est-à-dire  lu  différence  des  longitudes  apparentes 
des  deux  astres  pour  répoque  de  l'observation;  en  la  corrigeant 
de  lu  parall.ixe  en  longitude,  on  a pour  la  môme  époque  lu  dif- 
férence de  longitude  des  deux  astres  vus  du  centre  de  la  Terre. 
Connaissant  la  valeur  de  cet  angle  et  la  vitesse  relative  des  deux 
astres,  on  obtient  l’époque  de  la  conjonction  vraie,  c'est-à-dire 
l'époque  pour  leqiiellc  les  deux  astres,  vus  du  centre  de  la  Terre, 
auraient  la  même  longitude,  époque  exprimée  en  temps  du  lieu  de 
l’observation.  Si,  en  un  autre  lieu,  on  a observé  une  occultation 
des  deux  astres  ou  un  contact  de  leurs  bords,  on  a de  la  même 
manière  l’époque  de  la  conjonction  vraie  exprimée  en  temps  de 
ce  lieu.  La  différence  de  ces  deux  époques  est  la  différence  des 
longitudes  géographiques  des  deux  lieux. 

S'il  était  possible  d’observer  avec  une  exactitude  parfaite  aux 
deux  lieux  les  époques  du  contact,  on  aurait  de  cette  manière  une 
détermination  très-exacte  delà  longitude,  à la  condition  encore 
que  les  données  employées  pour  la  réduction  au  centre  de  la  Terre 
fussent  exactes  elles-mêmes.  INIais  ces  quantités  comportent  tou- 
jours de  petites  erreurs,  il  faudra  donc  déterminer  leur  influence 
sur  le  résultat  et  chercher  à éliminer  ces  erreurs  par  une  com- 
binaison convenable  des  observations. 

Telle  est  la  méthode  la  plus  ancienne,  celle  dont  on  s’est  servi 
d’abord  pour  déduire  des  observations  d’éclipses  la  différence  des 
longitudes  de  deux  lieux.  On  emjrloie  à présent  une  méthode  un 
peu  différente.  Au  lieu  de  prendre  pour  point  de  départ  l’équa- 
tion qui  exprime  les  conditions  du  contact  des  bords  des  deux 
astres,  et  qui  ne  contient  que  les  coordonnées  géocen triques,  on 
développe  une  autre  équation  dont  l’inconnue  est  l’époque  de  la 
conjonction,  ou,  puisqu’on  n’a  nul  besoin  de  la  connaître,  dont 
l’inconnue  est  la  différence  de  longitude  elle-même. 

131.  Méthode  de  Bestel  ; exemple  du  calcul  d'une  éclipse  de 
Soleil.  — Les  bords  de  deux  astres  paraissent  en  contact  quand 
r«il  se  trouve  sur  l’une  ou  l’autre  des  deux  surfaces  enveloppes 
de  leurs  plans  tangents  communs.  Puisque-les  corps  célestes  peu- 
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vent  être  ronsideré»  eomnie  s]iliériqiics  (à  l'exception  de  Jupiter  et 
de  Saturne),  les  surfaces  envtlo|ipes  sont  toujours  relies  de  deux 
cônes  droits,  dont  l'un  a son  soiumet  placé  entre  les  rentres  des 
deux  astres,  et  l’autre  en  dehors  et  au  delà  du  [>lus  petit;  le  con- 
tact sera  extérieur  ou  intéiiciir,  suivant  que  l'œil  se  trouvera  sur 
le  premier  ou  le  second  de  rcs  deux  cônes.  Dans  le  premier  cas, 
le  plan  tangent  commun,  passant  par  l’œil  de  l’observateur,  laisse 
les  deux  astres  de  clia<|ue  côté  du  plan;  dans  le  second,  il  les 
laisse  du  même  côté. 

Équation  fondamentale  de  la  théorie  des  éclipses.  — L’équa- 
tion d'un  cône  droit  rapporté  à un  système  d’axes  rectangulaires 
dont  l’un  coïncide  avec  l'axe  du  cône  est 

(c—z)’  UngV, 

dans  laquelle  on  représertte  par 

c la  distance  du  sommet  du  cône  au  plan  des  xy, 
f l'angle  ijuc  fait  l’axe  du  cône  avec  la  génératrice. 

Nous  chercherons  d’abord  l’équation  du  cône  qui  enveloppe  les 
deux  astres,  en  le  rapportant  à un  système  d’axes  dont  l'un  soit 
la  ligne  qui  joint  leurs  centres.  En  remplaçant  ensuite  dans  cette 
équation  les  coordonnées  variables  x,  y,  z par  les  coordonnées 
d'un  lieu  de  la  Terre  rapporté  à ces  mêmes  axes,  nous  obtiendrons 
l’éijuation  fondamentale  de  la  théorie  des  éclipses.  Dans  ce  but, 
il  faut  d'abord  déterminer  la  position  de  la  droite  qui  joint  les 
centres  des  deux  astres. 

Soient  : 

a et  d l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du  point  où  la  ligne 
des  centres,  ])rolongêedu  côté  del’ustre  le  plus  éloigné,  ren- 
contre la  sphère  céleste, 

a,  d et  A les  coordonnées  géocentriques  et  la  distance  au  centre 
de  la  Terre  de  l’astre  le  plus  rapproché, 

a',  i'  et  a'  les  coordonnées  géocentriques  et  la  distance  de  l’astre 
le  plus  éloigné, 

G la  distance  des  centres  des  deux  astres. 
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on  a les  équations 

Gcos</  cos<7  = y cosS'  cosa' — i cos5  cosa, 

Gcos</  sinrt  = a'costf'  sina' — ^cosS  sina, 

G sinrf  = A'  siniî' — A sinJ , 
ou 

Grosrf  cos{rt  — a')  = a'  cosiî' — Acos  ^ cos(a  — a'), 
Gcos</sin(/i  — «')=  — Acos^  sin(a— a'), 

^ Gsin</=  A'siniî' — Asini}. 

Prenons  pour  unité  le  rayon  équatorial  de  la  Terre,  et  désignons 
par  TT  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  de  l’astre  le  plus  voisin, 
et  par  r'  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  moyenne  de  l’astre 
le  plus  éloigné  (qu’on  supposera  être  le  Soleil);  si,  comme 
dans  les  Tables  astronomiques,  A et  A'  sont  rapportés  au  demi- 
grand  axe  de  l’orbite  terrestre,  nous  devrons,  dans  les  formules 

précédentes,  remplacer  A'  par  , ot  A par  — î— , de  sorte 

sinre'  ' sinr 

qu’elles  deviendront 

Gsinir  coid cos  (a  — a')  = A'  — - cosj'  — cos^  cos  (a  — a'). 

sinar'  ' '* 


Gsinircos</sin(<i  — »')  = 


— cosiî  sin  (a  — a') , 


„ . . , , siutt  . . 

G sinjr  sinrf  = A — - sms  — smo . 
sinir 

On  déduit  aussi  des  équations  qui  précèdent 

Gsinir  cosrf  = A'  cosS'  cos!a  — a')  — cosJcosfa  — al, 
sin  ' ' V M 


et  il  en  résulte 


tang(a  — a')  = — 


on  Ipouv^rait  de  même 


sin  n'  cos  J . 

7T-- Ti  sin  (a  — a') 

A sinjr  costf 

sinjr'  cosiî  , 

I — -~r-- Î7  Costa  — a') 

A' sinjr  COSS  ' ' 


tang(rf-^iî')  = — 


sin(5  — 3') 


sintr' 

I “ -7-: — cos((î  — 

À sin  71  ' ' 
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Pour  les  éclij)ses  de  Soleil,  ‘ est  une  petite  quantité;  on 
obtient  donc,  d’après  la  formule  (toi)  du  n°  11 , 


(A) 

et  en  posant 
on  aurait  aussi 

(D) 


I a — a!  • 


sinn-'  ros^ 


Ül'  »inn  cusd 


d=i< 

A'sinir  ' " 


G sin  7t’ 


sin  TT 

= t 7—. ■ 

A MU  ;; 


Imaginons  un  syslémi^d'axes  reclangiilaircs  dont  l’origine  soit 
uu  centre  de  la  Terre,  l’axe  des  y étant  dirige  vers  le  pôle  Noid  de 
l’équateur,  les  axes  des  z et  des  x étant  dans  ce  jtlan,  et  passant 
le  premier  par  le  point  dont  l’ascension  droite  est  n,  le  second 
par  le  point  d’ascension  droite  qo"-(-  a\  par  rapport  à ces  axes, 
les  coordonnées  de  l’astre  le  plus  voisin  seront 

Zi  = A cos^  cos(a  — <i),  ^,  = Asin5,  .r,  =;  A cosil  sin(a  — a); 


si  l’on  fait  maintenant  tourner  les  axes  des  j et  des  z dans  le  plan 
des^z  d'un  angle  — il  (*),  de  sorte  que  le  nouvel  axe  des  z soit 
dirigé  vers  le  point  dont  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  sont  a 
et  d,  les  coordonnées  de  l’astre  le  plus  proche  rapportées  à ce 
nouveau  système  d'axes  auront  pour  expiessious 


sin  J sin  rf  + eos^  cosd  ros(a  — a) 

z zr:  — , 

SI  II  n 

sin  ^ cosrf  — cosô  sinr/  cns(*  — nj 


cos^  sin  (a  — o ) 


(’  ) L’angle  d iloil  étr>-  pris  négatif,  car  te  mouvement  do  la  partie  positive 
de  l'aie  des  f ac  fait  ven  la  partie  poiilive  de  l'uie  dcs^. 
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OU  encore 

cos(i  — tt)  cns’ j (a 

sin(5  — d)  cos’j(a 

cos^  sin(a  — a) 
sin  JT 

L’ase  des  z est  maintenant  p.arallèle  à la  ligne  qui  joint  les  centres 
des  deux  astres;  transportons  les  axes  parallèlement  à eux- 
mêmes,  de  manière  h faire  coïncider  ces  deux  lignes,  x et  _r  re- 
présenteront par  rapport  à ces  nouveaux  axes  les  coordonnées 
du  centre  de  la  Terre  prises  en  signe  contraire. 

D'autre  part,  rapportées  à un  système  d’axes  parallèles  à ces 
derniers  et  passant  par  le  centre  de  Iji  Terre,  les  coordonnées 
du  point  de  la  surface  de  la  Terre  défini  par  la  latitude  géocen- 
trique  y',  le  temps  sidéral  0 et  la  distance  au  centre  p ont  pour 
expressions 

SÇ  = pjsine/siny'-l-  cosrf  cos»'cos(0  — (?)], 

>!  = pjcosrfsiny'— sindcos!f'cos(0  — a)], 

I Ç =:  pcosy'sin(0  — a). 

Par  rapport  au  troisième  système  d’axes  les  coordonnées  de  ce 
même  lieu  sont  Ç — x,  n — jr  et  Ç;  la  condition  à laquelle  ces 
coordonnées  doivent  satisfaire  pour  que  ce  lieu  soit  situé  sur  la 
surface  du  cône  circonscri  taux  deux  astresest  donnée  par  l 'équation 

' (.r_Ç)»-H{^_„)’=(c-Ç)Mang>/, 

où  il  faudra  exprimer  c et  / en  fonction  des  grandeurs  qui  se 
rapportent  au  centre  de  la  Terre. 

On  trouve  l’angle  / au  moyen  de  l’équation 


où  ret  r'  son|  les  demi-diamètres  des  deux  astres,  et  où  l’on  prend 
le  signe  -t-,  pour  les  contacts  extérieurs, 
le  signe  — , pour  les  contacts  intérieurs. 

28. 


— <i)  — cos (d  -I-  rf  ) sin’  i — n) 

sinir 

— <i)  -1-  sin  (d  -h  d)  sin’  j (a  — a) 

siuir 
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Puisque  G est  exprimé  en  parties  du  rayon  équatorial  de  la  Terre, 
ret  r'  doivent  être  rapportés  à la  même  unité.  Désignons  par  K 
le  demi-diamètre  de  la  Lune  exprimé  en  parties  du  rayon  équa- 
torial de  la  Terre,  et  par  H le  demi-diamètre  apparent  du  Soleil 
pour  une  distance  égale  au  demi-grand  axe  de  l’orbite  terrestre, 
et  remarquons  que 

, sin  H 

'■  = 7’ 

SIUtt 


nous  aurons 


ou 


sin /■=  — r (sinH  ± K sinff'), 

Gsinw'  ' 


(E) 


sin /=  — 7 (sinH  db  K sinTtM  ; 


mais  on  a d'après  Encke 

# 

log  sinit'  = 5,  6186145, 

déplus,  d'après  les  Tables  de  la  Lune  de  Burkhardt,  K = o,  3726, 
et,  d'après  Bessel,  H = 1 5' 5g", 788;  on  a donc 


log  (sinH-f-Ksinjr')  = 3, 668804 1,  pour  les  contacts  extérieurs, 
log  (sinH  — Ksinir')  = 3,6666go3,  pour  les  contacts  intérieurs. 


II  nous  reste  encore  à exprimer  la  quantitité  c,  ou  la  distance 
du  sommet  du  cône  au  plan  des  .ry.  On  a,  comme  on  le  voit  ai- 
sément, 


(E) 


en  prenant 

le  signe  -4-,  pour  les  contacts  extérieurs, 
le  signe  —,  pour  les  contacts  intérieurs. 


Désignons  maintenant  par 

l la  grandeur  ctang/,  c’est-à-dire  le  rayon  de  la  trace  du 
cône  sur  le  plan  des  xy, 

\ la  grandeur  tang/,  c'est-à-dire  la  tangente  de  l’angle  au 
sommet  du  cône, 
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aoiis  aurons  pour  équation  fondamentale  des  éclipses,  la  relation 

(j:—  îY-h  — 'Aï)*, 

qui  exprime  que  le  point  de  la  surface  de  la  Terre  déterminé  par 
y',  6 et  P se  trouve  sur  la  surface  du  cône  enveloppant  les  deux 
astres. 

Puisque  la  quantité  / est  essentiellement  |M>sitive,  il  faudra 
prendre  X négatif,  si  l'équation  (F)  donne  pour  c une  valeur 
négative. 

A l'aide  des  Tables  du  Soleil  et  de  la  Lune,  un  cherchera  d'après 
les  formules  (C)  et  (U),  les  quantités  qui  servent  au  calcul  de  x, 
X et  Z,  Ç,  >1  et  toutefois,  puisque  ces  Tables  sont  toujours  affec- 
tées de  petites  erreurs,  les  valeurs  calculées  pour  x,  etc.,  dif- 
féreront un  peu  des  valeurs  véritables.  Si  donc  ix,  et  M sont 
les  corrections  qu’il  faut  apporter  aux  valeurs  calculées  de  .r,  r et  / 
pour  avoir  les  valeurs  véritables,  l'équation  précédente  deviendra 
évidemment  (*) 

(x  -(-  Ax  — \jr—  (/  -(-  A/  — Xi)’. 

Calcul  de  la  longitude.  — Actuellement,  supposons  que  les 
valeurs  a,  S,  ic,  a',  S' , tt'  tirées  des  Tables  ou  des  Éphémérides 
astronomiques  se  rapportent  au  temps  T du  premier  méridien 
adopté;  soit,  en  temps  de  ce  premier  méridien,  T -I- T' l'heure 
qui  correspond  à l’observation  d’une  phase  de  l’éclipse,  soient 
aussi  X,  et  y,,  x'  et  y'  les  valeurs  de  x.  et  y et  de  leurs  dérivées 
au  temps  T ; nous  aurons 

x = x,-t-x'T',  y —y,-y  y'T. 

De  même  les  grandeurs  $,  » et  i seraient  données  par  la  somme 
de  deux  termes  analogues.  Mais  puisque  ces  grandeurs  varient 
toujours  très-lentement  et  que,  dans  la  pratique,  on  connaît  déjà 
une  valeur  approchée  de  la  différence  de  longitude,  et  par  suite 
du  temps  du  premier  méridien  correspondant  au  temps  de  l’ub- 


( * ) On  a négligé  ici  let  erreurs  de  n,  d et  X,  car  on  ne  peut  pas  les  déier- 
miner  par  les  obserTalions  des  éclipses. 
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servalion  ; on  peut  considérer  ces  grandeurs  comme  étant  connues 
pour  celte  époque.  L'équation  précédente  devient  donc 

(x.—  I + x'T'-t-  [j-,—  e -l-r'T'-h  A.)  )’  = (/-!-  AZ-iî)»; 

si  X et>-  variaient  proportionnellement  au  temps,  x'  et/'  seraient 
des  constantes,  et  il  suriirait  de  les  calculer  une  fois  pour  les  con- 
naître à un  instant  quelconque.  En  réalité,  ceci  n’a  pas  lieu;  mais, 
comme  les  variations  de  x'  et  /'  sânt  toujours  trcs-peliles  par 
rapport  aux  variations  de  x et  de/,  on  peut  résoudre  l'équation 
précédente  par  approximations  successives,  et  arriver  ainsi  rapi- 
dement au  résultat. 


Posons 


•r’/  — y'i'=i  Ax, 

/'/  -1-  x'i'=  A/; 

et 

^ m sinM  = x, — n sinN 

(O) 

•,  ///  cosM  — /, — a,  n cosN 

( /-iÇ  = L; 

l’équation  précédente  pourra  s’écrire 

( L-f  A/)*  = [mcos{M  — N)-l-/»(T'-(-/)]’-f-[msin(M  — N)  — /i»']*, 

et  en  négligeant  les  carrés  de  i'  et  de  A/,  on  a pour  trouver  T'-t-  /, 
l'équation  du  second  degré 

(T'-l- ()=-l- a ^ (T'-+- /)cos(M -N) 

L* — m*sin’(M  — N)  wi“cos’(M  — N) 

n’  /i’ 

m L« 

a — i'sin(M  — N)-l-  a — A/. 

Résolvons  cette  éipiation  par  rapport  à T' i,  en  remarquant 
que 

_ Ax 

v'x  -f-  A X = i/x  » 
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et  en  posant 

(H)  Lsinij/ =:  m sin(M  — N), 

nous  aurons 


»./  "*  ...  .,1  L cos  il  , 

T'=  — — cos(M  — N)  q:  — ^ f' tangi|(  if:  — seci).. 


ou,  en  exceptant  le  cas  où  i{i  serait  très-petit, 


m sinfiji  ± (M  — N )] 
n siiii{i 


— izpi'tangijqz 


— sec  il. 
// 


Pour  rentrée,  ou  en  d’auires  ternies  pour  le  commencement  de 
l’cclipse  ou  d'une  phase  quelcon<|ue,  T'  aura  une  valeur  positive 
plus  petite,  ou  une  valeur  négative  plus  grande  qu’à  l'époque  de  la 
sortie  ou  de  la  fin;  par  conscipient  si  l’on  prend  toujours  l’angle  i{i 
dans  le  premier  ou  le  quatrième  quadrant,  il  faudra  choisir  le 
signe  supérieur  pour  l’entrée,  et  le  signe  inférieur  pour  la  sortie, 
comme  on  le  voit  aisément  à l'aide  de  la  première  forme  de  l'é- 
quation en  T';  si  l’on  prend,  au  contraire,  l’angle i|i  dans  le  pre- 
mier ou  le  quatrième  quadrant  pour  l’entrée,  et  dans  le  second 
ou  le  troisième  pour  la  sortie,  on  aura  dans  les  deux  cas 


m sin(M  — N -t-iji) 
n sini{< 


/■  — /'  tangi|i 


M 

n 


sécif.. 


ou 

(J)  T'= cos(M — N)  — — i — /'  tangiji  — — séci|/. 

n n °'n 


Dans  lu  cas  d’une  éclipse  nnnulairit  et  pour  le  contact  intérieur, 
la  sorties  lieu  avant  l’entrée;  il  faut  donc,  à l'inverse  de  ce  qu’on 
a fait  tout  ù l'heure,  prendre,  pour  l'entrée,  i|<  dans  le  second  ou 
le  troisième  quadrant,  et,  pour  la  sortie,  le  prendre  dans  le  pre- 
mier ou  le  quatrième. 

Quant  à l’équation  (J)  on  la  résout  par  approximations  suc- 
cessives. Dans  ce  but  on  calcule  les  valeurs  de  x,  y,  z,  a,  d,  g,  l 
et  X à l'aide  des  furmules  (A),  (B),  (C),  (E),  (F)  pour  plusieurs 
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heures  successives,  de  sorte  que,  à l'aide  des  formules  d'interpo- 
lation, on  puisse  trouver  pour  chaque  instant  les  valeurs  de 
x„  r,  et  de  leurs  dérivées  ; on  adopte  ensuite  une  valeur  de  T, 
aussi  exacte  que  le  permet  la  connaissance  approchée  de  la  dilTé- 
reni-e  de  longitude,  on  interpole  pour  cette  époque  les  gran- 
deurs y et  et  on  trouve  à l'aide  des  formules  (D),  (G), 

(H)  et  (J)  une  valoir  plus  approchée  de  T'.  Avec  la  valeur  T-i-T' 
on  recominenre,  s'il  est  necessaire,  le  calcul  précédent. 

Représentons  par  T la  valeur  adoptée  dans  la  dernière  a|>- 
proximation,  et  par  T'  la  correction  trouvée,  en  sorte  que 

T-t-T'=r—  U, 

oh  t est  le  temps  donné  par  l'observation,  u la  différence,  prise 
positivement  à l'est,  des  longitudes  du  lieu  d'observation  et  du 
premier  méridien,  c'est-à-dire  du  méridien  dont  le  temps  a servi 
de  base  au  calcul  des  grandeurs x,^, etc.,  nous  avons 


ni  L 

: / — Th — cos(M  — N)  H-  - cosij» 

H-  é -t-  »'  tangi|>  H-  — séc-^. 


ou  d'après  la  formule  (H) 


,,,  , _ msin(M — N H- il»)  , 

(Kl)  w = r — T-l ; — ; ^ -+- / H-t'tangJi  H scci. 

n sinij;  ” ' n ^ 


Les  valeurs  de  .r'  cl  y ont  été  trouvées  en  prenant  l'heure  de 
temps  moyen  comme  unité  de  temps.  La  formule  précédente  sup- 
pose donc  U rapporté  à cette  même  unité.  Or  t,  temps  d'observa- 
tion, sera  donné  en  secondes,  et  pourra  n'ètre  pas  un  temps 
moyen;  pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que  T est 
donné  en  secondes  du  même  temps  que  r;  dès  lors  si  nous  vou- 
lons obtenir  la  différence  des  longitudes  en  secondes  du  temps 
d’observation,  il  faudra  multiplier  tout  le  second  membre,  ex- 
cepté t — T,  par  le  nombre  s de  secondes  de  temps  moyen 
contenues  dans  une  heure  de  cette  espèce  de  temps,  de  telle 
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sorte  que  la  fqrmule  précédente  deviendra 


(K) 


„ m sin  (M  — N + ) 

w = r — T + — i — >-  -r— 

n Sln^|l 

A/ 

-h  {/>  i's  tang4)  •'  — séc'j/. 


L’équation  (R)  ne  donne  pas  la  difrércnce  des  longitudes  du 
lieu  de  l'observation  et  du  premier  méridien,  mais  plutôt  une 
relation  entre  cette  dilTérence  et  les  erreurs  des  éléments  du  calcul 
de  réduction.  Mais  si  en  d’autres  lieux  on  a observé  la  même 
éclipse,  on  a pour  chacun  d’eux  autant  d’équations  analogues 
qu’on  a observé  de  phases  de  l’éclipse.  Par  la  combinaison  de 
toutes  les  équations,  on  élimine  ensuite,  comme  on  le  montrera 
plus  tard,  lés  erreurs  provenant  d'un  ou  plusieurs  éléments  du 
calcul,  et  de  cette  manière  on  rend  le  résultat  aussi  indépendant 
que  possible  des  erreurs  des  Tables. 

Il  faut  encore  développer  les  quantités  i et  V déterminées  par 
les  équations 

xi  — y'i'=  Ax, 
y/  H-  x'i'—  A^  ; 
ou 

ni  = sinNAx  cosN  A;, 

«<■'=  sinNA_^  — cosN  Ax. 

Les  quantités  x et  / dépendent  de  a — a,  S — et  it.  Consi- 
4érons-le$  comme  inexactes,  nous  aurons 

Ax  = AA(a  — n)-|-BA(i  — rf)  + C Air, 

A_y  = A'A(a  — <r)  + B'A(5  — C'Air, 

OÙ  A,  B,  C sont  les  dérivées  de  x par  rapport  à x — a,  5 — d 
et  ir,  et  A',  B',  C'  les  dérivées  de  y,  par  rapport  aux  mêmes  gran- 
deurs. Mais  puisque  A(a  — a),  A (5  — d)  et  Air  sont  toujours  de 
petites  quantités,  on  peut,  dans  l’expression  des  dérivées,  négliger 
les  termes  où  sin  (a  — a)  et  sin((î  — rf)  entrent  comme  facteurs, 
et  y remplacer  cos  (a  — a)  et  cos(^  — d)  par  l’unité. 
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On  obtient  ainsi 


A 

B =- 
G = 
A'= 
B'= 


COS(»  , , cos<î 

— »cos  I a — n ) — > 

sinTT  siiiir 

sinJ 

sin  (a  — a)  = O, 

sin  jr 

cos  1}  sin  (x  — <7)cosîT  x 

&i 


Sin^TT 

cosJ  sin// sin  (x  — a) 
sinir 

cos  (J  — ti)  I 
sinir  sinir 


tangir 


:o, 


tan^ir’ 

comme  / et  i',  et,  par  suite,  4(a  — a),  &{3 — d)  et  Air  sont 
tnujniirs  exprimées  en  parties  ilu  rayon,  il  fuiulra,  pour  avoir 
en  secondes  les  erreurs  des  éléments,  diviser  les  dérivées  par 
9.06  a65.  Posons 

206  265 . /I  sin  ir  ^ ’ 

nous  aurons 


is=  -)-A  sinN cos^  A(x  — a)  + h cosN  A(^  — d) 

— /i  cosir  An  (x  sin  N + / cosN), 

i's—  — h cosN  cosiî  A(x  — a]  -i-  h sinN  A(J  — d) 

-4-  /i  cosir  Air(xcosN  — ^ sinN), 

ou,  en  multipliant  la  première  équation  par  cosifi,  la  seconde  par 
sini{i,  et  ajoutant, 

(/r  + «'rtangi|i) 

= sin(N  — iJi)cosJ  A(x  — o)  -h  cos(N  — iji)  A(J  — d) 

— cosir  [x  sin(N  — ij<)  -+-/cos(N  — i|<)] 
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il  en  résulte 


m sin( M — N Æ) 

” / — T -t-  — r : ; — 

n siny 

sin(N  — ^!/)  , , . cos(N  — iji) 

h ; cos^  A{*  — «)  -‘r  h 1 à(5  — d] 


COS"{> 

, 206265  . 


cus4> 


sin;r'A/ — /jCOSir 


j~xsin(N  — \| 


— •4.)-(-r<-os(N— ^I-)■ 


CUS>|( 


Afr. 


Enfin,  en  posant 

(1  = -I-  sinN  cosi  A(oi  — a)  +cosN  i(^  — d), 

V = — cosN cosJ  A(a  — 11)  + sinN  — d), 
a = 206265  sinrr  A/, 

n = cos  TT  A TT  , 

J-  sin ( N — i{i ) (N  — '!' ) 

£ — _ . , 

cos  41 

on  obtient  en  définitive 

( . ^ — N -+-4-) 

1 ^ t 1 "T“  — s — — ; ;; 

(M)  { n siii4« 

( + A(x -4- //V  tang4<  H- As  séc\j(  — AEQ. 

Chaque  observation  d’une  phase  d’une  éclipse  donnera  une 
équation  analogue  ; et  puisque  chacune  d’elles  contient  cinq  incon- 
nues, il  suffira  de  cinq  de  ces  équations  pour  en  trouver  les  valeurs. 
Dans  la  pratii[iie,  on  ne  pourra  pas  déterminer  <r  et  tl,  à moins 
que  les  observations  n’aient  été  faites  en  des  lieux  très-éloignés 
les  uns. des  autres.  Au  contraire,  le  calcul  des  coefficients  mon- 
trera toujours  l'influence  que  peuvent  avoir  sur  le  résultat  les 
erreurs  dont  sont  entachés  l et  tt.  Il  sera  également  toujours  pos- 
sible de  débarrasser  la  différence  de  longitude  des  erreurs  de  p etv, 
mais  on  ne  pourra  déterminer  la  dernière  de  cesquantitésquesi  l’on 
connaît  les  différences  en  longitude  du  lieu  et  du  premier  méri- 
dien. Si  P et  V sont  connues,  les  erreurs  des  ascensions  droites  et 
des  déclinaisons  données  par  les  Tables  s’obtiendront  au  moyen 
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cosS  A (a  — «)  = (isinN  — V cos  N, 

A(5  — rf)  = ft  cosN  + V sinN. 

Tableau  des  formules.  — Les  formules  qui  servent  à la  déter- 
mination des  longitudes  par  l’observation  d’une  éclipse  de  Soleil 
sont  réunies  dans  le  Tableau  suivant  : 


(>) 


t d = 3'- 


sinir'  cosS 
A'  sinTT  cosf' 
sinir' 


7 («■ 


â'  sinn 


{S -3'), 


sinTT 

? = I — : » 

A Sinir 


où  a,  j et  n sont  l’ascension  droite,  la  déclinaison  et  la  parallaxe 
horizontale  équatoriale  de  la  Lune;  a',  3",  A'  et  tt'  l’ascension 
droite,  la  déclinaison,  la  distance  et  la  parallaxe  horizontale 
équatoriale  moyenne  du  Soleil  ; 

cosS  sin(a  — a) 

: > 

sinTT 

sin(5  — d)  cos’l  (a  — o)  -4-  sin(^  -4-  d)  sin’j  (a  — a) 

— — — — , 

sinn- 

cos(^  — d)  cos’-j(a  — a)  — cos(5  d)  sin®ÿ(a  — a)  _ 
sinTT  ’ 

(3)  sin/=  — ^ (sinH  ± K sinTf' ), 
où 

log^sin  H K sinw')  --  3,6688o4i  pour  le»  contact»  eitérieurs, 
log[sinH  — Ksin7c')  = 3,b66bgo3  Pour  la»  contact»  intérieur»; 

(4)  c = z±-^-, 

sin  J 
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en  prenant 

le  signe  pour  les  contacts  extérieurs, 
le  signe  — , pour  les  contacts  intérieurs; 

(5)  tang/=A,  /=c;, 

où  X a toujours  le  même  signe  que  r ; 

1ï  = P cosç'  sin(e  — a), 
ri  — p[cosrfsinf'  — sin</cosf'  cos(0  — a)], 

Ç = p[siD<isinf'  ■+■  cost^cosf'  cos(6  — «)], 


où  f'  et  P sont  la  latitude  géocenirique  du  lieu  et  sa  distance  au 
centre  de  la  Terre,  6 le  temps  sidéral  observé  de  l’entrée  ou  de 
la  sortie. 

Si  de  plus  on  a,  pour  le  temps  T,  les  valeurs 


I = X,, 


on  calculera 


r = r.. 


(7) 


msinM  = x, — Ç,  nsinN=:x'  ('), 
m cosM  =x»  — " I n cosN  =y  , 
/-Xi;  = L; 


(8) 


Lsini{<  = msin(M  — N), 


en  prenant  i|i,  dans  le  premier  ou  le  quatrième  quadrant  pour 
l'entrée,  dans  le  second  ou  le  troisième  pour  la  sortie;  et 


(9) 


r= 


m sin(M  — N -f-  \ji  ) 
n sin\|i 


^cosm-N)-lîi^. 

rt  ' • n 


\ 


(*)  Les  râleur*  üe  et  de  loge  étant  presque  conitantea,  il  conTtendra, 
ai  Von  a uo  grand  nombre  d'obaenrationa  à réduire,  de  lea  calculer  d^abord 
pour  uo  certain  nombre  d'beurea  entière*.  On  en  déduira  eniuite  par  une 
simple  interpolation  les  râleurs  correspondantes  à an  temps  donné  quel* 
conqae. 
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Od  aura  Iwialement,  pour  délerniiner  u,  l'cquation 
(lo)  U — t — T — T'-f-A(i  + /ivtangi}i, 


2oG  265./»  sin  r’ 

fl  = -4-  sinN  cosS  A(a  — «)  -t-  uosN  — ei), 
V = — cosN  cos  J A (a  — n)  + sinN  A — d), 

et  par  suite 

cos  J A(a  — n)  — fl  sinN  — V cosN, 

A — d)  z=  fl  cosN  + y sin  N. 


Exemple.  — L’obscrvalion  (Icl'crlipse  lolale  de  Soleil  du  “j  juillet 
1842,  fuite  ù Vienne  et  à Poiilkowa,  a donne  les  résultats  suivants  : 


VlEXSE. 

b m S 

Contact  intérieur  h IVntrco. . . i3.  Temps  moyen  de  Vienne. 

Contact  intérieur  II  la  sortie.  • i3.5i.2a,o  Temps  moyen  de  Vienne. 

l'OrLKOWA. 


Contact ’oxlérienr  è IVnlrée., 
Contact  eitérieur  à la  sortie. . 


*9*  7*  3,5  Temps  moyende  Poulkowa. 
21 . ia.5a,o  Temps  moyen  üo  Pouikuwa. 


Dansle  Jahrhuch  de  Berlin,  on  trouve  les  positions  suivantes  de 
la  Lune  et  du  Soleil  : 


T.  m. 


de 

Barlla.  « 

$ 

log  A' 

h 

K 

0 f ff 

to5.  8.4o»î)3 

-4-33.33.10,35 

106  5o..38,4ç) 

H-33.33.34,4^ 

59.55,06 

0,007  30G1 

18 

io5. 47-43, 3i 

33.  i5.  0,34 

IC16  53.13,37 

23  33.  7,cj3 

■Sg  56,37 

0,0073056 

«9 

106.2G.34 , I 1 

3>.  7.40,45 

106.55.45,3.4 

33. 33. 5t ,35 

59.57,65 

0,007  *^'5* 

30 

107.  5.22,3i 

33.  0. 10,75 

lüG.  58.30,4*9 

22  3<.34i75 

59.58,91 

0,007 3046 

31 

'<'7-4Î-  7>7^ 

33.53,31 ,39 

107.  o.61,yi 

23.32 

r>o.  0,14 

0,0073041 

33 

108.33.50,34 

23.4 4 -4^ 

107.  3.27,78 

33. 3j.  1,40 

60.  1,35 

0,007 

Si  nous  calculons  d'abord  les  quantités  />,  d et  g au  moyen  des 


Dif 
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formules (i),  nous  trouvons 


et  (5), 


h 

a 

d 

'«es 

0 , 0 

i8 

ioG.53.11,53 

1 -*-33.33.  3,04 

1,9989808 

•9 

106.55.50,33 

22.3a  40)4: 

1,9989811 

20 

106  58  ig,io 

22  .3a.. ^0,87 

1 .99*^ ‘>‘'•5 

31 

107.  0.47,88 

22.3a. i5,a5 

'.9989^19 

obtenons  ensuite,  au  moyen  des  formules  (2),  1 

h 

X 

r 

logi 

n 

— 1,503  21 14 

-1-0,824 

1,7535349 

18 

— 1 pOOG  1 l5:{ 

-*-o,*;o3  93.^1 

i,7'8  4333 

•9 

-Oi4i''934'  • 

-t-o,58i 

I ,7'iR  3;)j3 

30 

-+-0,  f 08  3.*>l 

-eo,40i  278', 

1 ,^58  nfii4 

2T 

-l-o,6fi5  3;85 

-*~o,3î()  3y85 

i,758oçoo 

33 

-Hi  ,233  4009 

-(-0,217  i6ü3 

1 

^ 

Io(t7 

h 

Contact  ailérieur. 

Cunlact  iniériear. 

Contact  e&térlcur. 

Contact  iutérlenr 

'7 

0,535  33i4 

0,010  054s 

63  G333 

3 , 6G0  .âo84  n 

18 

0,535  3001 

o,oioo85o 

3 ,663  (.223 

3,660  5o85n 

*9 

0,536  i4-V> 

0,010  1409 

3,6  >3  CsiS 

3,6Co  5o87n 

30 

0,536  o655 

0,010  2193 

3^1 66a  6336 

3 ,660  5o88n 

31 

0,535  9633 

0,010  3i7y 

3,6536237 

3,6Co5o89rt 

33 

0,535  83'|5 

0.010  4499 

3,662  6j39 

3,G(>o5o9in 

Maintcnanr,  pou 

r Vienne,  le  temps  observé  du 

contact  inté- 

rieur  à l’entrée  était 

1 8''  4 f)"*  25* , O , 

ou  en  temps  sidéral 

0 = i’>52“29*,8  = 28'’7'27",oj 

de  plus 

î = 48"i2'  35",  5, 

et,  par  suite,  la  latitude  géocenirique 

?'=48"i'8“,9, 

'°gp  = «>999'952. 


et 
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Prenons  maintenant  T = 1 8'’ 3o“,  nous  obtenons,  pour  cette 
époque, 

X,  — — O 5^0,  -t-o,6434'3i 

et,  d’après  les  formules  (6  ), 

| = — 0,654897,  r,  = -t- 0,635482,  logÇ=  1,606857  ; 
de  plus,  par  les  formules  du  n“  15, 

x'= -f- 0,557  i85,  — 0, 121140, 

et,  d’après  les  formules  {7),  (8)  et  (9), 

M = 276“  i3' 54",  logm=  2,863708, 

N = 102.  i5.58,  log/i  = 1 ,756o3o, 

IogL=  2,077  778, 
ç = 39"57'io",  T'=  — 6“>4o‘,85. 

Puisque,  dans  ce  cas,  il  n’est  pas  nécessaire  de  recommencer  le 
calcul,  on  obtient,  d’après  la  formule  (10), 

M = -4-  o**  i2"’44*>  ' >7553.(*  4- 1 ,4703.». 

De  l’observation  du  contoct  intérieur  à la  sortie,  on  déduit  éga- 
lement, en  conservant  la  même  valeur  pour  T, 

ï=  — 0,653763,  «=-4-  0,633338,  logï  =7,612367, 

M = 277046' 40",  logm  = 2,87  1874,  logL=2, 078638, 

4 = i5o”54'5i'.5, 

T'=-8"54',74, 

et  ainsi 

O)  = -t-  o'’  1 2'" 27*,26  -t-  1 ,7553.(1  — 0,9764 
Si  l’on  adopte  pour  Poulkowa  la  valeur 
ç=  59046' 18", 6 

d’où 

f=  59036' 16",  8,  log(.  = 1,99891 7a, 


Digilized  by  GoOglc 


DfiTERMI>AT10iy  DES  LONGITUDES  PAR  LES  ÉCLIPSES.  44') 

on  (léiluit  des  observations  faites  en  ce  lien 

tü'=:  I*’8"'2(i',57  -I-  I ,7559. P + o,5oG4.v, 

U — 1.8. 22  ,(')7  -I-  1 ,7541  .p  — o,3o34-v. 

On  a,  par  suite, 

U — (ü  — -1-  55'"42*»4^‘  — o,c)G39.v, 
w' — U = -(-  55. 55  ,4 1 H-  o,(i73o.v, 

d’où 

u'  — w = -+-  55"' 5o',o7 
et 

v^.:—  7",94. 

Pour  déterminer  aussi  l’erreur  p,  nous  regarderons  comme 
connue  la  différence  <le  longitude  entre  l’une  des  stations  et 
Berlin.  Or  la  différence  des  longitudes  de  Vienne  et  de  Berlin  est 

-I-  ü''  1 i"'56‘,4o; 

nous  déduirons  donc  de  la  première  équation  relative  à m 

P = — 20" , 55 . 

Bn  outre,  puisque  nous  avons 

cos  J A(a  — a)  — fl  sinN  — v cos  N, 
à{S  — rf)  = pcosN  + y sinN, 

nous  trouvons 

C0s5  A(a  — n)  = — 21", 78,  &(S  — d]  = — 3", 38. 


132.  Détermination  des  longitudes  au  moyen  des  occultations 
d'étoiles  par  la  Lune.  — Dans  ce  cas,  les  formules  sont  beaucoup 
plus  simples.  En  effet,  comme  alors  7r'=  o,  il  vient 

fl  = a’,  d — S'. 

Nous  n'avons  donc  pas  besoin  de  calculer  les  formules  (ij,  et  les 
coordonnées  du  lieu  d’observation  sont  indépendantes  du  lieu  de 
I.  29 
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la  Lime,  car  nous  avons  simplement 


Ç = P cosij)'  sin(0  — a'), 

>1  =;  p[sinŸ'  cos^'  — cosy'  sin^'  cos(e  — a')  ]. 

La  troisième  coordonnée  Ç n’est  pas  employée  , puisque,  dans 
le  cas  actuel,/  = o,  et  par  suite  X = o;  nous  avons  donc  un  cy- 
lindre enveloppant  au  lieu  d’un  cône.  Le  rayon  / du  cercle,  suivant 
lequel  le  plan  des  xjr  rencontre  ce  cylindre,  est  égal  au  deini- 
diamétre  K de  la  Lune.  Il  ne  sera  donc  pas  non  plus  nécessaire 
de  calculer  la  coordonnée  z,  mais  seulement  x et  j-  que  donne- 
ront les  relations  simples 

cosiî  sin  (a  — a') 
sinjr 

_ sinJcosiî'  — cos5  sin5' cosfa  — o') 
sin  Tz 


L’équation  fondamentale  des  éclipses  se  transforme  en  la  sui 
vante 

(K -t- (x -f-  Ax (J- -4-  A) 


que  nous  résoudrons  de  la  même  manière  que  précédemment. 
Prenons  encore  e — u = T -t-  T',  et  désignons  par  x,  et  jn,  et  r' 
les  valeurs  de  .r,y  et  de  leurs  dérivées  correspondantes  au  temps  T, 
nous  calculerons  les  quantités  auxiliaires 


msinM=x,  — ç,  /jsinN  = .r', 
ni  cosM  = r«  — r,.  Il  cosN  = 

K sin-}  = m sin  (M  — N), 

et  nous  trouverons,  pour  déterminer  w,  la  formule 


T , . sin(M  — N-t--}) 

o)=t  — T-)-r  — . — i 

n Sin} 


/ip  -H  Av  tang} , 


dans  laquelle  A,  p et  v ont  la  meme  signification  que  précédem- 
ment. 
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Exemple.  — L’immersion  et  l’émersion  «l’AMéb.Tran,  observées 
à Bilk,  le  79  novembre  1B49,  ont  donné  les  résultats  suivanis  : 

Immersion.  . . 8’’  iS""  i?.*,  1 , temps  moyen  de  Bilk, 
Émersion.  ...  9.18. 19  ,8,  temps  moyen  de  Bilk. 

L’immersion  de  la  meme  étoile,  observée  à Hambourg,  a 
donné 

8''33"'47*)2,  temps  moyen  de  Hambourg. 

D’après  le  Nautwnl  Almanar,  la  position  de  l’étoile  était  ce 
jour- là 

4'’ ' '^‘1^4  — 67"49'  3", G, 

S'  — + 1 5 . i5.37  ,7. 

De  plus,  on  a pour  Bilk 

y'  = 5t'’l'  I0",0,  logp  = I ,99g  1701  , 
et  pour  Hambourg 

»' =:  53“22'4",  7,  logp  = 1 ,9990624. 

Enfin  le  Nantirai  Almanac  donne  (temps  moyen  de  Greenwich] 
les  positions  suivantes  de  la  Lune  : 


tl 

a 

0 

71 

h m g 

4.  6.  2, !5 

-(-■5.47.24,6 

Oü.dOjH 

8 

4.  8.35,09 

(lO-Si  ,8 

y 

i II.  y,3i 

i6«  a.  (i;5 

r>0..Vi,g 

Nous  trouvons  donc,  pour  ces  trois  éjiocpics. 


h ^ 

1 -i.i^ogSo 

S — 11,634228 

9 —0,02-364 


-(-0,006752  Ij 
-t-0, 606  8(14  j 


r 

-(-0,527.577 
-(-0,046  3i8 
-(-0,704974 


i.r 

-(-0, 1 18  741 
-t-o , 1 1 8 050 


Nous  avons  maintenant,  pour  l’iiumcrsion  à Bilk, 

0 = o'*  49"' 29*,  93,  0 — a'  = — 5o"2G'34",6; 

29. 
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ë= — o,484oi5,  »)=-(- 0,843 a i6; 

acluellciiicnl,  prenons  pour  T la  valeur  T ’j*‘5o"',  nous  aurons, 
pour  celle  époque , 

■r,  — Ç = — O ,a5i  348,  r,  — n = — 0 ,0 1668a , 

■r'— ■ + O ,808  ;8<) , J''=:  -(-  O , I 1 8 7 1 3 , 

il’où 

M=  + a.(>8"  12'  10",  log/»=  I ,4oi  228, 

N — 78.55.S0  , logn  = 1 ,7Ç)i  t()4, 

4,  = — 6.43.11,  T'=-l-  2'"o*,85. 

Nous  déduisons  donc  de  l'immersion  observée  à llilk  l’équa- 
lion  suivanle  entre  les  erreurs  p,  v et  lu  différence  o>  de  longitude 
entre  Bilk  et  Greenwicli  : 

w = -f-  27'"  1 2' ,«)5  + 1 ,5p45 -p  — 0 , 187c) . v; 

de  même  l'émersion  observée  ù Bilk  donnera 

U = 4-  27™ 27’,  10  + 1 ,5()37 .p  -+■  0, 5338. ï, 

Pt  l'immersion  observée  à Hambourg 

w'  = 4-  4o"’3‘,76  4-  I ,5i)  |5.p  — 0,1 382. v; 

nous  aurons  donc  les  deu.x  équations 

w'  — U = 4-  t2'"5o',8i  4-  o,o5i 7 .V , 
w' — w = 4-12.36  ,8()  — o,8lx)8.v, 

d’où  l'on  tire 

<»'  — M = 4- 12'"  49', 80  et  v = — tg",6i. 

133.  Prédiction  d’une  éclipse.  — Les  équations  générales  rela- 
tives an.\  éclipses  et  aux  occultations  données  dans  les  n*'*  131 
et  132  servent  aussi  à calculer  le  temps  de  leur  arrivée  en  un 
lieu  donné  de  la  surface  de  la  Terre.  Si  nous  prenons  pour  T un 
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certain  temps  du  premier  méridien  voisin  du  milieu  de  l'éclipse, 
et  si  nous  formons  pour  ce  temps  les  quantités  x„  et 

l'équation  fondamentale  des  éclipses  est 

(x.  4-,r'r-  5;’  -4-  (r.  + J'T'  - L’  fj, 


où  $ et  U sont  les  coordonnées  du  liai  de  la  Terre  au  temps 
ï -f-  T'  de  la  phase  cherchée  de  l'éclipse.  Par  conséquent,  si  nous 
désij^nons  par  f»,  le  temjis  sitléral  correspondant  au  temps  T, 
0,-1-  «,  sera  le  temps  sidéral  du  lieu  de  longitude  m,  pour  lequel 
nous  calculons  l'éclipse,  si  S,  et  r,,  sont  les  valeurs  de  ç et  >i  au 


temps  B,  ■+■  «„  et  si  l'e.xprcssion 
nous  avons 


r/  f H — rt  ) 


se  rapporte  au  temps  T, 


, f/(  H — n) 

Ç = f,  -f-  P cos  y COS  (0,  -4-  w,  — a) — T , 

...  , </  0 — o)  . . 

>;  = »i, -4- P COS9  8in(0, -t- w, — a)  — 7^ r sinrt. 


t/t 


Posons  maintenant 

»isinM=.j-,  — Ç„ 
m cos  M = y,  — n, , 

n sinN  = ar'  — p cos^'  cos(a 


a) 


•/(0  — a) 


dt 


• . ' r/(0  — " ) . , 

//  cosN  =x — P cosy  sin(0,  -t-  w,  — a) — — - sinrf, 


dl 


sin-}  = — sin(M  — N), 


où  L,  désigne  la  valeur  de  L qui  correspond  au  temps  T ; nous 
trouverons 

T'  = — — cos  ( M — N ) qp  — cos  il  — t — T — w,  ; 
n n 

on  devra  prendre  l’angle  dans  le  premier  ou  te  quatrième  qua- 
drant, et  employer  le  signe  supérieur  pour  le  commencement  de 


(*  ) Pour  une  oceullalion,  on  a L = K =:  0,1715. 


Digitized  by  Google 


4^4  ASmONOnlE  SPHËRIQUB. 

l’éclipse,  le  signe  inferieur  pour  la  fin;  en  d’autres  termes,  si  l’on 
pose 

IXI  I 

coslM  — >) cosii  = T, 

n n 


coslM  — N) 

n 


l’époque  du  commencement  de  l’éclipse  exprimée  en  temps  moveii 
du  lieu  est 

/ - T -f-  W,  + T 

et  celle  de  la  fin 

/'  = T -1-  w.  4-  t'. 


Une  première  approximation  donnera  les  époques  des  contactsâ 
quelques  minutes  près,  et  cela  suffit  parf.iitemcnt  aux  besoins  des 
observations.  Cependant  si  l’on  désire  une  valeur  beaucoup  plus 
approrhée,  on  recommencera  le  calcul  en  se  servant  de  T 4-  t et 
de  T 4-  t'  au  lieu  de  T. 

Il  est  encore  nécessaire  de  connaître  les  points  du  bord  du 
Soleil  (ou  de  la  Lune,  dans  le  cas  de  l’oediltation)  oii  se  font  les 
contacts.  Si  dans  les  expressions 

■r.—  ï + x’T, 

nous  remplaçons  T'  par  la  valeur 

• 

fft  I 

cos  ( M — N ) lE  — cosJi , 

n n 

nous  trouvons 


X — E=  — (/«  sin  M cos  N cos  N sin  — m cosM  sinN  cos  N si  ml 
sinij»  ' 

rpm  sinM  cosN  sinN  coS’}±/«  cosMsinNsinNcosiJi), 


ou  bien 


1)1  sin  ( M — N ) . 


= qrL,sin(Nq=>|.), 

et  de  même 

,r  — U = + L,  cos(  N ^j/). 
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On  aura  donc,  pour  l'entrée, 

r — \ — — L, sin  (N  — ^|<i  = L,  sin  (N  -I-  180“ — iji), 
y — -n  — — LjCos(N  — J»)  = L,cos(N  -4-  180" — ij;). 


et,  pour  la  sortie. 


X — Ç = L,sin(N  + il), 
/ — » = L,  cos(N  + ^j<). 


Nous  avons  vu,  au  n"  131,  que  ? — x et  »i  — y sont  les  coor- 
donnéesd'tinlieude  laTerresilué  sur  la  surface  du  cône  enveloppe, 
par  rapport  à un  système  d'axes  dans  lequel  l’axe  des  zest  la  li^ne 
qui  Joint  les  centres  des  deux  astres,  et  l'axe  des  x est  parallèlcà  l’é- 
quateur ; X — Ç et/  — >1  sont  donc  les  coordonnées  d’un  point  situé 
dans  la  direction  de  la  ligne  qui  joint  le  lien  de  la  Terre  au  point 
de  contact  des  deux  astres,  et  dont  la  distance  au  sommet  du 
cône  est  égale  à la  distance  qui  sépare  ce  dernier  point  et  le  lieu 

de  la  Terre.  — — et  — - — sont  ainsi  le  sinus  et  le  cosinus  de 

L» 

l'angle  que  l’axe  des  / ou  le  cercle  de  déclinaison  passant  par  le 
point  Z(*)  faitvavec  la  ligne  menée  du  point  Z an  point  de  con- 
tact. Mais  puisque  ce  point  Z est  toujours  voisin  du  centre  du  So- 

JC  — ? 

leil,  nous  pouvons,  sans  erreur  appréciable,  supposer  que  — — - 

L» 


sont  le  sinus  et  le  cosinus  de  l’angle  que  le  cercle  de 


déclinaison  passant  par  le  centre  du  Soleil  fait  avec  la  ligne  menée 
du  centre  du  Soleil  au  point  de  contact.  Dans  une  phase  quel- 
conque, cet  angle  est  donc  donné  par  les  expressions 


Q = N — -(-  180”,  pour  le  commencement, 

Q'=N-l-i|i,  pour  la  fin. 

Pour  une  éclipse  annulaire  de  Soleil  il  faudra  prendre  à l’entrée 
N -I-  pour  l’angle  de  position  correspondant  à un  contact  Inté- 
rieur, et  N — -I-  iSo"  à la  sortie. 


(*)  Le  point  Z est  le  point  d'intcrtection  de  l'axe  des  t,  ou  de  la  ligne 
joignant  les  centres  des  deux  astres  arec  la  sphère  céleste. 
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Tahlcau  des  formules  employées  dans  le  ealcul  d'une  éclipse. 
— Ainsi,  les  formules  qui  servent  au  calcul  d’une  éclipse  sont  les 
suivantes.  Pour  un  temps  voisin  du  milieu  de  l’éclipse  (le  mieux 
sera  de  prendre  une  heure  ronde),  temps  du  méridien  auquel 
conviennent  les  Tables  du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  calculera  les 
formules  (i),  (2),  (3),  (4)  et  (5)  du  n°  131,  ainsi  que  les  va- 
leurs des  dérivées  J-"  et  7 ';  on  calculera  ensuite  les  formules  ana- 
logues aux  formules  (6)  : 

Ç,  =:  P coS(f' sin + w,  — /7 ) , 

— P [cosr/ sin®'  — sin 7/ cos^'  cos(0,  -+-  w,  — «)], 
î,  P [sinrf sin^'  -1-  eo%d  cosy'  cos(e,  -t-  u,  — a)]. 


oîl  00  est  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  moyeu  ï,  et 
w,  la  longitude  du  lieu  comptée  positivement  à l’est  du  premier 
méridien  ; et  si  l’on  pose 


l/l  sin  M = .r,  — , 

/Il  cos  M ==  — 71, , 


, 1/(0  17  I 


Il  sin  N =;  x'  — P cosy'  cos  (0,  -t-  u,  — a) 


1/(0  — . 

n cosN  —y  — P cosy  sin(0,  -(-  w,  — a)  — . — r sim/. 


de 


L*  i 

« 

et  iji  étant  compris  entre  — yo“  et  -t-  90" 


sin4i  = — sin  (M  — N ) , 


cos(M  — N) cos'i, 

n n 

: — — cos(  M — N)  -I-  — cos-i, 
n n 


le  temps  moven  du  lieu  correspondant  au  commencement  et  à 
la  fin  de  l’éclipse  sera  donné  par  les  valeurs 

f = T -I-  01,  -t-  T,  pour  le  commencement, 
r'  = T -t-  U,  t'  , pour  la  fin. 
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Les  expressions  (A)  donnent  les  points  du  bord  du  Soleil  où  se 
font  les  eontarls. 

Tabli'nu  des  formules  employées  dons  le  calcul  d'iiuc  occulta- 
tion. — Dans  le  ealcul  d’une  occultation  les  formules  sont  beau- 
coup plus  simples.  Pour  le  temps  T du  (iremier  méridien,  temps 
voisin  du  milieu  de  ruccultation,  on  calculera 


_ cnsS  sin(a  — a'  ) 

* sin  r 

siniî cos5'  — cosô  sin5'  cos(a  — a') 

r.  = T 

SUI7 


ainsi  que  les  dérivées  x'  et  on  calculera  ensuite  les  quantités 

= P cosy'  sin  (b,  m,  — a') , 

»,  = P [sin  y'  cosiî'  — cos»'  sinô'  cos(8,  w,  — »')]i 


où  0,  est  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  T ; et  si  l’on 
pose 

m sinM  = x, — Ç, , 
lu  cos  M - Xt  — < 

n sin  IS  = .r  — p cos^  cos  (0o  oi,  — a ) . 

, , * , r/0  . „ 

n cosN  =x'  — P cos^  sin(0,  -t-  w,  — a ) — sms  , 


H ^ = i,4'9'6  (*), 


sin  i|(=  — sin(M  — N)  (où  l’on  a — <90"), 

K. 

logK  ^ 1 ,43537, 

T = — — cos(M  — N)  — — cüS'l',  t'~ cos'M  — N)  -f- — cosij/, 

n 'n  n n 


(•  ) En  effet,  dans  les  dérivées  précédentes  on  a pris  l’heure  pour  uniic  de 
temps,  est  donc  la  variation  de  l'angle  horaire  i-n  une  heure  moyenne; 
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le  temps  moyen  du  l!eu,  correspondant  à l'émersion  ou  à l'immer- 
sion, sera  donné  par  les  expressions 

r = T -4-  w,  + T , pour  l’immersion , 

/'  = T 4-  w,  t',  pour  l'émersion. 

L'angle  de  position  est  dans  ce  cas  l'angle  que  le  cercle  de  décli- 
naison passant  par  le  centre  de  la  Lune  Tait  avec  la  droite  allant 
de  ce  point  au  point  de  contact;  cette  droite  est  donc  dirigée  ici 
du  centre  de  l’astre  le  plus  rapproché  vers  le  plus  éloigné;  il  faut 
dans  les  expressions  (A)  changer  \}i  en  r}>  — i8o",  et  l’on  a 

Q = N — , pour  l’immersion , 

Q'  = N -i-  i])  — iSo",  pour  l’émersion. 

Exemple.  — Calculer  le  temps  du  commencement  et  de  la  fin 
de  l’éclipse  de  Soleil  du  ■j  juillet  i84a  pour  Poulkowa.  Prenons 
T = 19'',  temps  moyen  de  Berlin;  d’après  le  n"  131 

— 0.44893,  J,  — -I- o ,58280,  / = o,536i4, 

x'=  4- 0,55718,  y = — o,i2i33,  log>  = 3,66262, 
o = io6"55',8,  4- 22”32',8. 

De  plus,  nous  obtenons 

0.=:  2*'3'"8’, 

et,  puisque  la  différence  u,  de  longitude  entre  Poulkowa  et  Berlin 
est  égalé  à 4-  i’’7'"43’,  il  vient 

0,  4-  w,  — <7  = 3oo“46',9, 

et,  par  suite, 

5.=  — 0,43361,  logi;..=  1 ,75470, 

7î,  = H- o,6i)56o,  logLu  — 1 , 727 1(>. 


or  c«*l  inierTaîl*^  de  temps  eontienl  3609,86  secondes  ti«iértles:  en  mullipUant 
ce  nombre  par  et  rn  le  di>isant  par  2o6a65  aün  d'etprimer  lesdcriTces 
en  psrlies  du  rayon,  on  a bien 

loc^  =7,41916. 
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-^  = P cos^'  cos  e,  (J,  — a)  — ^ - — — ! = -I-  O .o6"f)2  (*), 

dr„  , ■ , ,<^(®  — f*)  ■ . 

— =:  P cos^  sin  (0,  -+-  uj  — a)  — . — ^ sinrf  = — o,o4352; 

on  en  conclut 


dt 


+ 0,48956,  y — — — 0,07781 1 


il  en  résulte 

M = i87°44  > ' ) logm  = I ,05628, 
N=  99-  '-O»  logn  = 1,69522, 
1J1  = 1 2“  19',  o ; 

d’où 

T = — 1 ,057  — — I '■  3'",  4 , 

t'=  + I ,046  = + 1 .2  ,8. 


Le  commencement  et  la  fin  de  l’éclipse  ont  donc. lien  aux  épo- 
ques inurqiiées  par 

, / = I9'’4'",3,  r' = 21*’ io"’,5. 


(*)  On  a en  clTet  «n  temp» 


on  arc 


(railleurs 


d'où 


^ = -i-36o9',86, 
= ,9u: 


àa 

dt 


=-*■  56999  >'2. 


Cl  le  logarithme  de  ce  nombre  osprimé  en  parties  du  rayon  est  1,41798. 
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La  différence  entre  ces  époques  et  celles  qui  ont  été  données 
par  l’observation  n’esl  que  de  3'“.  En  reronitnençant  le  calcul 
avec  T = 18''  et  T = on  aurait  des  valeurs  déjà  Irès-appro- 
cliées  des  époques  inconnues  du  comnienceinent  et  de  la  fin  de 
l’éclipse. 

Les  valeurs  des  angles  de  position  des  points  de  contact  pour  le 
comincDceincnt  et  la  fin  de  l’éclipsc  sont 

26-"  et  111°. 

üitnaïquc.  — Sur  le  calcul  des  cclipiea,  consulter: 

BrssEL.  — llebrr  die  Brrechnunff  der  Lètn^e  aus  Sternbedecfiuttf^en  J Alti  ono- 
mtiche  NachriehieRf  n®®  loi  ri  152), 

Bessel.  — Astronornischc  Vntersuchun^en  (vol.  Il,  p.  g5  et  suiv.  ). 

Hasses,  — Asironontische  yachrichlcn,  ii®*  330  .1  342. 

131.  Méthode  des  distances  lunaires.  — On  peut  encore  trou- 
ver les  longitudes  par  l’observation  de  la  distance  de  la  Lune  à 
une  étoile  ou  au  Soleil.  Celte  méthode  a l’avantage  de  pouvoir  être 
employée  à un  moment  quelcompie,  pourvu  que  la  Lune  soit  au- 
dessus  de  l’horizon  ; aussi  est-ce  la  méthode  dont  les  marins  se 
servent  habituellement. 

Dans  ce  but,  les  Éjihémérides  contiennent  les  distances  de  la 
Lune  au  Solen,  aux  planètes  et  aux  étoiles  les  plus  brillantes,  telles 
qu’elles  seraient  vues  du  centre  de  la  Terre,  et  calculées  de  trois  en 
trois  heures  d’un  premier  méridien  déterminé.  Si  maintenant, en  un 
lieu  quelconque,  on  mesure,  à une  éjioque  déterminée,  la  distance 
de  la  Lune  à l’un  de  ces  astres,  et  qu’on  la  corrige  de  la  réfraction 
et  de  la  parallaxe,  on  trouvera  la  distance  vraie  que  l’on  aurait  ob- 
tenue au  même  instant  en  se  plaçant  au  centre  île  la  Terre.  On 
cherche  alors  dans  les  Ephémérides  le  temps  du  prémitr  méri- 
dien correspondant  à cette  distance;  la  différence  entre  ce  temps 
et  l’époque  où  a été  faite  l’observation,  et  qui  est  exprimée  en 
temps  du  lieu,  donne  la  longitude  du  lieu  d’observation.  Mais 
cette  méthode  suppose  que  les  Tables  sont  exactes,  de  sorte 
que  leurs  erreurs  ne  sont  point  éliminées  du  résultat;  elle  ne 
présente  donc  pas  une  précision  comparable  à celle  que  donnent 
les  observations  correspondantes  faites  pendant  les  éclipses.  De 
plus,  nous  devons  remarquer  que  le  moment  du  contact  de  deux 
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astres  peut  être  observé  beaucoup  plus  exaclement  qu'une  dis- 
tance des  mêmes  astres. 

Pour  calculer  la  réfraction  et  la  parallaxe  des  deux  astres,  il 
faut  connaître  leurs  hauteurs.  En  mer,  on  observera  donc  ces 
bailleurs  un  peu  avant  et  un  peu  après  l’observation  de  la  dis- 
tance lunaire;  les  variations  de  ces  hauteurs  dans  ce  petit  inter- 
valle de  temps  pouvant  être  considérées  comme  proportionnelles 
au  temps,  une  simple  proportion  permettra  de  trouver  les  hau- 
teurs apparentes  des  astres  au  moment  de  l’observation  de  la  dis- 
tance lunaire.  On  trouve  ensuite  les  hauteurs  vraies  des  centres 
des  astres  en  corrigeant  les  hauteurs  observées  de  la  réfraction, 
de  la  parallaxe  et  du  demi-diamètre  des  deux  astres. 

Au  lieu  d’observer  ces  hauteurs,  il  est  préférable  de  déterminer 
par  le  calcul  les  hauteurs  vraies  et  apparentes  des  deux  astres.  A 
cet  effet,  on  suppose  connue  approximativement  la  différence  de 
longitude  du  lieu  d'observation  et  du  premier  méridien,  et  on 
cherche  ensuite  dans  les  Ephémérides  la  position  de  la  Lune  et 
celle  de  l’astre  pour  le  temps  approché  du  premier  méridien  qui 
correspond  au  temps  de  l’observation.  Puis,  .à  l’aide  des  formules 
du  n°  33,  un  calcule  les  hauteurs  vraies  des  deux  astres  et  aussi, 
approximativement  du  moins,  leurs  azimuts,  si  l'on  veut  tenir 
compte  de  l'aplatissement  de  la  Terre.  Les  formidesdu  n"  67  per- 
mettent alors  de  calculer  la  parallaxe  de  hauteur  p'.  Pour  la  Lune 
nous  emploierons  la  formule 

. osinwsinfz — (o  — ®')cosAl 

tangy  =_  ■ J-  - i J -r, 

I — f smp  cos[z  — — f ) cosAj 

déduite  de  celle  que  nous  avons  donuéi-,  en  remarquant  que 

cos( Ÿ — f'} cosi  { A'  -1-  A)  sin  ((p  — ly') 

cos  7 cosj(A'  — A)  sin  7 

est  presque  égal  à l'unité. 

Eu6n  on  cherche,  en  tenant  compte  des  indications  des  instru- 
ments météorologiques,  la  valeur  de  la  réfraction  correspondante 
à ces  hauteurs  affectées  de  la  parallaxe,  et  toutes  ces  corrections 
faites,  on  obtient  les  hauteurs  apparentes  des  deux  astres.  Mais 
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puisque,  dans  le  calcul  de  la  réfraclion,  on  doit  déjà  employer 
les  hauteurs  a|iparentes,  c’est-à-dire  les  hauteurs  affectées  de  la 
parallaxe  et  de  la  réfraction,  il  sera  necessaire  de  recommencer 
le  calcul. 


Corrections  dues  à la  parallaxe  et  à la  réfraction,  — On  n’ob- 
serve jamais  la  distance  des  centres  des  deux  astres,  mais  seule- 
ment la  distance  de  leurs  bords.  Il  faut  donc  augmenter  on  dimi- 
nuer la  distance  observée  de  la  somme  des  demi-diamètres  appa- 
rents des  deux  astres,  suivant  qu’on  a observe  les  bords  les  plus 
voisins  (intérieurs)  ou  les  bords  les  plus  éloignés  (extérieurs).  On 
fora  donc  subir  au  demi-diamètre  donné  par  les  Tables  deux  cor- 
rections relatives,  l’une  à la  parallaxe,  l’autre  à la  réfraction. 

Si  r est  le  demi-diamétre  horizontal  de  la  Lune,  ce  deuii-dia- 
mètre,  alfecté  de  la  parallaxe,  a pour  valeur 

r'  = r (1  + P sinAÎ, 

où  P est  la  parallaxe  horizontale  exprimée  en  parties  du  rayon. 

La  réfraclion  diminue  le  diamètre  vertical  d’un  astre,  mais  n’en 
change  pas  le  diamètre  horizontal;  le  demi-diamètre  mené  dans  la 
direction  de  la  distance  mesurée  est  donc  le  rayon  vecteur  d’une 
ellipse  dont  le  grand  axe  est  égal  au  diamètre  horizontal  de  l’astre, 
et  dont  le  petit  axe  est  égal  à son  diamètre  vertical.  Il  est  facile 
de  calculer  ( nous  donnerons  ces  formules  dans  le  second  volume) 
la  diminution  qu’éprouve  le  demi-diametre  vertical  ; on  peut  en- 
core en  prendre  la  valeur  dans  des  Tables  spéciales  dont  l’argu- 
ment est  la  hauteur  de  l’astre,  et  qui  sont  données  dans  tous  les 
ouvrages  de  navigation.  Dès  lors  soit  i:  l'angle  que  le  cercle  ver- 
tical passant  par  le  centre  de  la  Ltine  fait  avec  la  direction  de  la 
distance  mesurée,  h'  la  hauteur  du  second  astre  et  A la  distance: 
on  a,  dans  le  triangle  formé  par  les  deux  astres  et  le  zénith. 


sin  (A  — A'  cos// 

sinr  — . — ' 

sut  A 


sin  //  — cosi  sm  h 

cos  JT  = . ’ 

sin  A cos/( 


d’où 

, , cos  ) ( A -4-  //  -t-  //')  sin  ' ( A -4-  //  — //') 

tan"’  j:  = - - - . 

” ^ ’ sini^  A — /<  -4-  //'j  cos  j (A  — h — h' ^ 
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U'ailleurs,  si  a représente  le  demi- axe  horiAonlal  de  l’ellipse  el  b 
son  demi- axe  vertical,  on  a 

_ h 

V,  cos’tr  H sin’TT 

a’ 

Distance  vraie  des  centres  des  deux  astres.  — Aprt’S  avoir  ainsi 
déduit  de  la  distance  observée  la  distance  apparente  des  centres 
des  deux  astres,  il  est  facile  d’obtenir,  en  combinant  les  hauteurs 
apparentes  et  vraies  des  deux  astres,  la  distance  vraie  de  leurs 
centres,  telle  qu’elle  aurait  été  observée  du  centre  de  la  Terre. 
Désignons  en  effet  par  H',  /i'  et  Y les  hauteurs  et  la  distance  ap- 
parentes des  deux  astres,  par  F.  la  diflérence  de  leurs  azimuts; 
nous  aurons,  dans  le  triangle  formé  par  le  zénith  et  les  lieux  appa- 
rents des  deux  astres, 

cosA'  = sinH'  sin/i'  -4-  cos  H' cos  A'  cosE, 

— cos(  H'  — h'  ] — ?.  cos H'cos/i'  sin’  j E. 

Désignons  de  plus  par  H , A et  A les  hauteurs  et  la  distance 
vraies. des  deux  astres,  nous  avons  de  même 

cosA  sin  H sin  A -h  cosH  cosA  cosE, 

= cos  (U  — A ) — 3.  cos  H eus  A sin’-j-E  ; 

eu  éliminant  sin’jE  entre  les  deux  équations,  on  en  déduit 
. cosll  ensA  , , 

(fl)  cosA  = cos(lI  — A)  -t-  — ; — ^cosA — cos  H — A )]. 

' ' ' ■ cos  II  eus  II  ■' 

Actuellement  posons 

cos  II  cosA  I 

^ cos  H'  cosA'  C ^ 

(B)  H — A = rf,  U'— A'=(/', 


(*)  Dan«  la  plupart  dus  cas  C sera  plus  (^rand  que  Piinllé;  il  ne  sera 
moindre  que  PunitOy  que  si  la  hauteur  de  la  Lune  est  lrès«|}rande  et  celle 
du  second  astre  très^pnite. 
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d et  d' étant  toujours  pris  positifs;  nous  pourrons  alors  poser 
aussi 


(C)  cosif^:  C cosrf",  cosA'=  C cosA", 


car  dans  le  cas  où  C est  moindre  cpie  l’unité,  cosr/'  et  cos  A'  sont 
eux-mêmes  petits:  avec  ces  notations  l’équatiori  (a)  deviendra 


COSA  — C0SA"=  COSf/  — cosrf", 

ou,  en  introduisant  les  sinus  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-dif- 
férence des  ares,  et  remplaçant  les  sinus  des  petits  arcs  A — A" 
et  — d"  par  les  arcs  eux-mêmes, 


A — A"=  {d—  d") 


sin  ; [d  -^d") 
sin{  (A  -4-  A^y 


enfin  prenons  sin  j(A'-(-  A";  au  lieu  de  sinA(A  A"),  et  posons 

(D) 


■'  Sln;^A'-^- A") 


l’équation  (a)  se  trouve  en  définitive  remplacée  par  la  relation 
(E)  A = A"-|-x, 


qui,  dans  la  plupart  des  cas,  est  suffisamment  approchée.  Mais 
si  A diffère  notamment  de  A',  il  faudra  recommencer  le  dernier 
calcul  et  chercher,  avec  la  valeur  que  nous  venons  d'ohlenir 
pour  A,  une  nouvelle  valeur  de  x au  moyen  de  la  foriiuile 


X 


--  ut  _ d" 


H- 

sin  ;i  A -h' A")  ' 


Nous  avons  supposé  ici  que  l’angle  Ea  la  même  valeur  pour  le 
centre  de  la  Terre  et  pour  un  point  de  sa  surface.  Or,  nous  avons 
montré  dans  le  n”  67  que  la  parallaxe  change  aussi  l'azimut  de  la 
Lune.  A et  H étant  razimut  et  la  hauteur  vrais,  pour  avoir  l’azi- 
mut vu  d’un  point  de  la  surface  nous  ajouterons  à l’azimut  géo- 


(*)  Bremickcr.  — Ueher  die  BeducUon  der  Monddistansrn  {^stronomische 
Naekrichten,  n®  716). 
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cpnlrit|iie  l’angle  AA,  calcule  par  la  relalion 


. sin/<sinA  . , ,, 


4li5 


Dans  la  formule  qui  ilonne  cosA,  on  aurait  ilonc  ilii  employer 
ros(K — AA),  et  non  pas  cosE  = cos(A — d)\  la  variation  qui 
en  résulte  pour  A est 


(/A  = 


cos  H cos/i  sinî  A — /■/) 


sin  A 


<t  A , 


</A  : 


n sin  O cos  A sin  A sin  (A  — o)  . , 

^ =.in(y-^'). 


sin  A 


correction  qu’il  faut  ajouter  à la  valeur  trouvée  précédemment 
pour  A. 

ExEMPt.B.  — Le  2 juin  i83i,  23*' 8'" 45*  de  temps  vrai,  on  a 

trouvé  pour  distance  des  bords  les  plus  voisins  du  Soleil  et  de 
la  Lune  A'=  96"47’ to”)  en  ün*  1“  latitude  boréale  était 
i9”3i'  et  la  longitude  comptée  à l'est  de  Greenwich  était  estimée 
égale  à 8’’5o"'.  La  hauteur  du  baromètre  était  29,6  ponces  an- 
glais, le  thermomètre  du  baromètre  marquait  88°  F.  et  le  thermo- 
mètre extérieur  go°  F. 

D'après  le  Nautiail  Atmanac,  les  lieux  du  Soleil  et  de  la  Lune 
étaient  les  suivants  : 


Temps  moyen 
de 

Greenwich. 

Asc.  dr.  X . 

Déclinaison  C • 

Parallaxe. 

h 

12 

336.  G. 24,0 

0 t H 

— 10. 5o. 58,0 

56.44,0 

i3 

336.38.  4,7 

— 10.41.48,4 

56.45,9 

M 

337.  9.45,7 

— 10. 32.35,0 

56.47,9 

i5 

337.41.27,0 

— 10.23.17,9 

56.49,9 

Asc.  dr.  0 . 

Déclinaison  O- 

12 

70.  5.23)2 

4-22.11.48,9 

i3 

70.  7.56,9 

-(-22.12.  8,4 

14 

70. io.3o,5 

-(-22.12.27,9 

i5 

70. i3.  4i> 

-4-22.12.47,3 

3o 


Digitized  by  Google 


466 


ASTRONOMIE  SI'IIÊRIQUE. 


Le  temps  de  l'observation  correspondait  à i4''i8'"45'  temps 


moyen  de  Greenwich,  et  pour  ce  temps  on  a 

O » » O t » 

AfC.  droite  C • • = dS;.  ii).  A«c.  droite©  ■ = ;o.  11.18, 5 

Déclinaison  C..  = — iu.7().4i,3  Déclinaison©..  =-(-32.12.33,9 

Parallaxe  J ....  = 56.48,5  Parallaxe© = 8,5 


et  par  suite  aux  angles  horaires 

-i- 6o“2’53",8  — 1 2'’48'45"’,  o, 

correspondent  les  hauteurs  et  les  azimuts  vrais  de  la  Lune  et  du 
Soleil 

H=  5"4i'68",4,  A = -i-76"43',6, 

/(  = 77  43-56 , 7,  «=  — 75.  4.4- 

La  parallaxe  de-la  Lune  calculée  avec  la  formule 

, osiD/3sin[a  — fo  — «’lcosAl 

tanc//=  — * 7 — Î-- , - •'  - , 

1 — f siiiy3  cosli  — — » ) cos  AJ 

est  //'—  36' 35",  4;  la  hauteur  apparente  H'  de  la  Lune  est  donc 
4"45' 9.3",  o.  Reste  !i  trouver  la  refraction;  on  se  sert  d'abord 
de  H'  pour  en  obtenir  une  valeur  approchée,  on  recommence  en- 
suite ce  calcul  avec  la  hauteur  corrigée  et  en  tenant  compte  des 
indications  des  instruments  météorologiques.  On  obtient  ainsi 
R = 9'  3",  2,  la  hauteur  apparente  affectée  de  la  réfraction  est  donc 

4°54'’C"', 

pour  le  Soleil,  on  trouve  de  même 

A'=77"44'6",5. 

En  multipliant  la  parallaxe  horizontale  par  0,2726,  on  a le  demi- 
diamètre  horizontal  de  la  Lune 

/-=i5'28",8, 

et  avec  cette  valeur  91  trouve  pour  demi-diamètre  apparent 
affecte  de  la  parallaxe 

r'=  |5'  3o",  I . 
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Lu  Aluiiii-diamètre  vertic.Tl  est  diminiiù  do  2(>",o  par  la  rol’rac- 
tioii.  et  puisijiie  ir  — le  rayon  de  la  Lime  dans  la  direelion 

de  la  distaneo  mesurée  est 

le  demi-diamètre  du  Soleil  était  du  reste  i5'47  donc  la  dis- 
tance apparente  des  centres  de  la  Lune  et  du  Soleil  était  égalé  à 

A'=A)7”i8'i",(i. 

De  plus  les  formules  (A),  (B)  et  (G)  donnent 
logC  = 0,000463, 
r/=72“  l"i8", 

r/'=  72.49.40, 

72. 5o . 48, 

A».-=  97. 17.33, 

et  enfin  un  double  calcul,  fait  à l'aide  des  formules  (D)  et  (G), 
donne  pour  distance  vraie  des  centres  du  Soleil  et  de  la  Lune 

A = 96-30' 3g". 

Maintenant,  d'après  le  Nautieal  Almannc,  les  distances  vraies 
des  centres  des  deux  astres  sont 

Temps  vrni 
de  Greenwich. 

12'-  , 97-43' O",  4, 

1 3 97 . 1 3 . 4 , 5 , 

if  96.43.6,  5, 

i5  <)6.  i3.6,  2; 

ainsi  la  distance  96-30' 39"  correspond  au  temps  vrai  de  Green- 
wich 1 4'’ 2.4'"  55’,  2,  et  puisque  le  temps  vrai  de  l’observation  était 
23** 8'"  45% O,  la  longitude  du  lieu  a pour  valeur 

8'‘43'-49‘>®>  * Greenwich. 

La  valeur  de  la  différence  de  longitude  ainsi  trouvée  est  si  voi- 
sine de  la  valeur  adoptée  d'abord,  que  le  calcul  des  positions  du 

3o. 
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Soleil  et  de  la  Lune  fait  pour  le  temps  vrai  de  Greenwich  trouvé 
en  dernier  lieu  ne  peut  amener  qu’un  écart  excessivement  faible. 
Si  la  différence  entre  la  valeur  trouvée  et  la  valeur  admise  était 
J. lus  considérable,  il  serait  nécessaire  de  recommencer  le  calcul 
avec  les  lieux  du  Soleil  et  de  la  Lune  obtenus  par  interpolation 
pour  i4''24"'55‘,  temps  vrai  de  Greenwich. 

Bessel  a donné  au  n®  220  des  Astronomische  Nar/iric/ilcn  (*  ' 
une  autre  méthode  qui  permet  d'obtenir  une  plus  grande  approxi- 
mation dans  la  détermination  de  la  différence  des  longitudes 
à l’aide  des  distances  lunaires.  Mais,  en  mer,  on  se  sert  toujours 
de  la  méthode  précédente  ou,  tout  au  moins,  d’une  méthode 
, complètement  analogue;  d'autre  part  sur  terre,  on  a pour  la  dé- 
termination des  longitudes  des  procèdes  qui  comportent  une  exac- 
titude beaucoup  plus  grande;  aussi  est-il  inutile  d’exposer  ici  la 
méthode  suivie  par  Bessel. 

135.  jMrt/iotleAisriilminnlions/unairei. — L’observation  des 
culminations  de  la  Lune  en  des  lieux  différents  fournit  un  excel- 
lent moyen  de  détermination  des  longitudes.  A cause  de  la  rapi. 
dité  du  mouvement  de  1a  Lune,  le  temps  sidéral  de  sa  culmination 
est,  en  effet,  bien  différent  pour  chaque  lieu  de  la  Terre.  Par 
conséquent,  si  l’on  connaît  son  mouvement  en  ascension  droite, 
on  peut  de  la  différence  des  temps  sidéraux  de  culmination  en 
différents  lieux  déduire  la  différence  des  longitudes  de  ces  lieux. 
D’ailleurs  les  observations  étant  toujours  faites  dans  le  méridien, 
la  parallaxe  et  la  réfraction  n’ont  pas  d'influence  sur  la  longitude 
obtenue;  c’est  là  le  grand  avantage  de  cette  méthode.  En  outre, 
pour  rendre  encore  les  résultats  indépendants  des  erreurs  instru- 
mentales, on  n’observe  pas  réellement  le  temps  sidéral  de  la  cul- 
mination de  la  Lune,  mais  bien  les  différences  des  temps  sidéraux 
de  culmination  de  la  Lune  et  d’un  certain  nombre  d’étoiles  voi- 
sines de  son  parallèle,  dites  êloites  de  ta  Lune,  dont  les  positions 
sont  données  dans  les  Éphémérides  astronomiques  avec  une  très- 
grande  exactitude,  et  sont  publiées  à l’avance  pour  permettre  aux 


( * ) L'pxempla  précédent  est  tiré  de  ce  Mémoire. 
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(liffeitnis  «ibscrvaleurs  (i’oLücrver  li-s  mûmes  étoiles  dans  les  dif- 
férents lieux.  Cette  métliode  a été  proposée  an  siéele  dernier  par 
Pigott  ; mais  elle  ne  fut  appliquée  que  lieaiiconp  plus  tard,  lorsque, 
par  les  progrès  accomplis  dans  les  methodes  d'observation,  les 
résultats  ainsi  obtenus  eurent  pu  acquérir  l'exactitude  necessaire. 
Soit  a l’ascension  ilroite  de  1a  Lune  au  teiiqis  T d’un  certain 

fl  X il^  X , . ■ , 

premier  méridien,  -- i ses  dérivées;  et  supposons  <iu  en 

<lt  dl‘  ' ' ‘ 

un  lieu  dont  la  longitude  à l'est  du  premier  méridien  est  u,  on  ait 

observé  la  culmination  de  la  Lune  au  temps  du  lieu  T+  r -i-  u, 

correspondant  au  temps  T -i- f du  premier  méridien;  pour  cette 

époque  l’ascension  droite  de  la  Lune  a pour  valeur 


ilx  . (i'-rt 
' ~dt  '*■ 


Imaginons  qu’en  un  autre  lieu  de  longitude  u'  on  ait  observé 
la  culmination  de  la  Lune  au  temps  de  ce  lieu  T-t-t'-t-  u'  cor- 
respondant au  temps  T-t- f'  du  premier  méridien;  pour  cette 
époque  l'ascension  droite  de  la  Lune  a pour  valeur 


. , „ rf’a  , ,,  i/'a 

a -H  t 1-  ! f ’ 1-  î / ^ — 

(/{  ' dt^  f/t‘ 


Les  observations  étant  faites  toutes  deux  dans  le  méridien,  les 
temps  sidéraux  des  observations  sont  égaux  aux  ascensions 
droites  vraies  de  la  Lune.  Dés  lors,  situons  posons 


T -t-  t “H  w — 0,  T -T-  t'  -f-  ca’  0 , 


et  si  nous  admettons  que,  dans  les  Tables  où  nous  prenons  a.  et 
ses  dérivées,  les  valeurs  de  l'ascension  droite  de  la  Lune  soient 
toutes  trop  petites  de  la  quantité  Aa,  nous  aurons  les  équations 


<ix  (-/-'a  , tl‘x 

0 = a -t-  Aa  -I-  t -T-  -f-  TT  -,T 

dr  ‘ dt-  ‘ dt^ 


0 = a -(-  Aa  -T  t'  ---  -t-  — - ■+-  ' <'>  - --  -f  . . . , 
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(l'où 
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, , lia  ,<■/'* 

(«}  0 _ e = — 


et  puisque  nous  avons  aussi 

(II)  u'  — w :=■:  (0'  — 0)  — ( /* — , 

il  siiifira  pour  pouvoir  calculer  w' — m tie  dêleriiiiiier  t' — t à 
l’aide  de  l’cquation  (a).  Ür  cette  équation  n’est  pas  seulement 
fonction  de  t' — /,  elle  contient  encore  <'• — mais  par  une 
transformation  convenable  un  peut  l’aincncr  à ne  renfermer  que 
t' — t.  En  effet,  au  lieu  de  T,  introduisons  la  moyenne  arithmé- 
tique des  temps  T -t-  / et  T -t-  c'est-à-dire  le  temps 


il  faudra  remplacer  T-f-/  et  ï-t-t'  par  T' — ÿ(f' — t]  et  T'-t- 1 (t' — /'i; 

...  . lia 

supposons,  en  outre,  que  a et  ses  denvees  . . .,  correspon- 
dent au  temps  T',  nous  aurons  les  équations  suivantes 


, , , , da  , , . d‘‘x  , , tl'a 


lit  ■'  ' lit’ 

0'— a -t-  4*-+-  5(f'-  0^  ■+■  |l''—  O’-T? 

' lit  ‘ ' lit- 


ilO 

, , , <l'^ 


et  par  conséquent 

0— 0::^(/-r/)-  -t-~(/— fl’ 

' * ‘ (It  ‘ ilt‘ 


Pour  résoudre  cette  équation  par  rapport  à t' — f,  nous  négli- 
gerons d'abord  le  terme  en  (f' — f)’,  et  nous  remplareyons  ensuite- 
dans  le  second  membre  f' — / par  la  valeur  ainsi  obtenue.  Nous 
trouvons  alors 

0' 0 I 0' 0\’f/-'3t 

' f — f = ^ / — ÿ—  J -jfr 

1t  \ ~Ut  J 

si  la  diftérence  des  longitudes  des  deux  lieux  ne  surpasse  pas 
deux  heures,  le  dernier  ternie  est  si  petit,  qu'on  [leut  le  négliger 
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coniplélement.  Cette  solution  n’est  (railleurs  qu’indirecte,  puis- 
<|ue  la  détenninatioM  de  T'  suppose  déjà  une  connaissance  ap- 
prochée de  la  dilférence  des  longitudes. 

Pour  l'application  de  ccite  luélhode,  il  est  nécessaire  d'ajouter 
quelques  retnar(|ues. 

Supposons  0 et  0'  donnés  «-n  temps  sidéral  et  0 — 0'  exprimé 
en  secondes;  pour  trouver  aussi  t'  — f en  secondes,  il  faudra 

adopter  la  iiienie  imite  pour^;  ainsi  h étant  l’arc  qui  repré- 
sente la  variation  de  l'ascension  droite  de  la  Lune  en  une  heure 
sidérale,  on  aura 

du  I h 

dt  l5  3Goo 


Or,  dans  les  Éphémérides,  les  positions  de  la  Lune  ne  sont  pas 
rapportées  au  temps  sidéral,  mais  au  temps  moyen  ; on  n’y  trouvera 
donc  que  le  mouvement  de  la  Lune  en  une  heure  de  temps  moven, 
mais  comme  366,  24*20  jours  sidéraux  valent  365, 242*0  jours 
moyens, 

L'n  jour  sidéral  = 0,997  269  3 jour  moyen, 

et,  par  conséquent,  si  h'  désigne  le  mouvement  de  la  Lune  en 
ascension  droite  pour  une  heure  de  temps  moyen,  on  a 


(<^) 


du  I 0 , 997  2.69  3 , 

dt  i5  36oo 


Il  en  résulte 


1 5 X 36oo  0'—  0 
0,9972693  /,' 


et,  d'après  l’équation  [b]. 


I i5  X 3600  I 
0 , 997  269  3J  ’ 


mais,  pour  la  Lune,  le  second  terme  de  la  parenth('sc  est  tou- 
jours plus  grand  que  l’unité,  il  vaut  donc  mieux  écrire  l'expres- 
sion précédente  comme  il  suit 


(‘■) 


(U  — u'=  (0'—  S) 


/ I 1 5 X 3(k>o 
\ A'  0 , 997  269  3 


— I 


)■ 
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et  suivant  que  0' — 0 sera  positif  ou  négatif,  le  second  lieu,  celui 
dont  le  temps  d’observation  est  0',  sera  à l’ouest  ou  à l’est  du 
premier. 

Dans  les  Tables  on  donne  toujours  les  positions  du  centre  de  la 
Lune,  mais  en  réalité  on  n’en  observe  jamais  que  l’un  des  bords; 
il  est  donc  nécessaire  de  calculer  à l’aide  du  temps  de  l’observation, 
celui  de  la  culmination  du  centre.  l'ious  donnerons  dans  le  second 
volume  le  procédé  rigoureu.x  et  la  méthode  de  réduction  des  ob- 
servations de  la  Lune  faites  au  méridien;  mais  pour  le  but  que 
nous  voulons  atteindre  aetuellement,  ce  qui  suit  sera  suffisant. 
Appelons  premier  bord  celui  qui  passe  le  premier  au  méridien, 
c’est-à-dire  celui  dont  l’ascension  droite  est  inferieure  à celle  du 
centre  : il  faudra,  si  l’on  a observé  le  premier  bord,  ajouter  au 
temps  de  l’observation  une  certaine  correction,  et  la  retrancher 
au  contraire,  si  l’on  a observe  le  second  bord.  Cette  correction  est 
d’ailleurs  égale  au  temps  que  met  le  demi-diamètre  de  la  Lune  à 
traverser  le  méridien,  ou,  en  d’autres  termes,  à l’angle  horaire 
curresjiondant  au  demi-diamètre  de  cet  astre;  lî  et  R étant,  à un 
moment  donné,  les  valeurs  de  la  déclinaison  et  du  demi-diamètre 
géocentrique  de  la  Lune,  et  à l’augmentation  de  son  ascension 
droite  en  une  seconde  de  temps  moyen,  c’est-à-dire  la  valeur 


de  — donnée  par  l’équation  (<f),  on  a 


<U  1 5 3t)oo 


la  valeur  de  cette  correction  est  donc  au  même  instant 


_R t__ 

i5  eos^  1 — À ’ 


mais  comme  à et  R varient  avec  le  temps,  si  0 et  R,  0'  et  R'  sont 
leurs  valeurs  aux  époques  6 et  6'  observées  aux  deux  lieux  pour 
la  culmination  du  bord  de  la  Lune,  on  a 


0'—  0 = 


COSO  / 1 — A 
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d’où  il  résulte,  d’après  l'eqiiation  (e), 


(A)  U — w'=  6'  — 


I / R' 


où  /j'  desiijne  le  mouvement  en  ascension  droite  de  la  Lune  pour 
une  heure  de  temps  moyen,  et  où  il  faut  prendre  le  signe  supé- 
rieur ou  le  signe  inférieur,  suivant  qu'on  a observe  le  premier  ou 
le  second  bord. 

Si  l’instrument,  avec  lequel  on  a fait  l’observation  à l’une  des® 
stations,  n’est  pas  exactement  dans  le  méridien,  l’angle  horaire  de 
la  Lune  ne  sera  pas  nul  au  moment  de  l’observation  et,  par  con- 
séquent, la  différence  de  longitude  des  deux  lieux  sera  en  erreur 
de  la  quantité 

0.997269^3  ’J’ 


où  1 désigne  cet  angle  horaire. 

Dans  les  voyages,  où  il  est  impossible  d’avoir  un  instrument 
exactement  établi  dans  le  méridien,  cette  méthode  ne  serait  point 
applicable;  d’ailleurs,  on  ne  pourrait  avoir  alors  une  détermi- 
nation exacte  du  temps;  mais  on  évite  cette  erreur  en  comparant 
la  Lune  à des  étoiles  situées  dans  son  parallèle,  parce  qu'alors 
les  erreurs  de  l’instrument  ont  la  même  influence  sur  les  obser- 
vations de  la  Lune  et  celles  des  étoiles.  Dans  ce  cas  on  observe 
en  chaque  lieu  la  différence  seule  de  l’ascension  droite  de  la  Lune 
et  de  l’étoile,  c’est-à-dire  le  temps  qui  s’écoule  entre  les  passages 
des  deux  astres,  et  cette  différence  est  complètement  indépendante 
des  erreurs  instrumentales.  Mais  comme  on  a fait  l’observation 
non  point  au  moment  où  la  Lune  passait  au  méridien,  mais  au 
moment  où  elle  avait  un  angle  horaire  s,  c’est-à-dire  où  elle  pas- 
sait par  le  méridien  d’un  lieu  ayant,  avec  le  lieu  d’observation, 
une  différence  de  longitude  égalé  à s,  la  différence  de  longitude 
des  deux  lieux  ainsi  trouvée  est  en  erreur  de  la  quantité  s.  Il 
faudra  donc  ajouter,  à la  différence  de  longitude  trouvée,  la  valeur 
absolue  de  l’angle  horaire  de  la  Lune  et  de  l’étoile  au  moment  de 
l'observation,  angle  horaire  pris  positivement  ou  négativement 
suivant  que  le  méridien  de  l’instrument  est  à l’intérieur  ou  à l’ex- 
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tiîrieur  de  l’iingle  forme  parles  méridiens  des  ileux  lieux  (*).  On 
montrera  plus  lard,  dans  la  théorie  de  l’instrument  des  passages, 
comment  on  peut  trouver  la  valeur  de  l’angle  horaire  s quand 
on  connaît  les  erreurs  de  l’instrument  (t.  H,  p.”  18). 

Pour  que  les  oliservateurs  se  servent  toujours  des  memes 
étoiles  de  comparaison,  on  publie  chaque  année  dans  le  ynuUcal 
Almanac  cl  dans  les  aulres  Ephemerides  astronomiques  une  Table 
des  étoiles  qui  sont  situées  dans  le  parallèle  de  la  Lune  pour 
^chacun  des  jours  où  cet  astre  peut  être  observe  au  méridien. 

Exemple;.  — A Bilk,  le  1 3 juillet  iBjS,  on  a observé  la  Lune 
et  ses  étoiles,  et  les  temps  des  passages  au  méridien,  non  corriges 
de  l’élat  de  la  pendule,  ont  été  les  suivants  (t.  II,  n“21  ) : 


n Ophiuebus.  . . 
P Ophiuchus . . . 

(ientre 

p'  Sagittaire.  . . . 
X Sagittaire.  . . . 


b m » 

17.  t.52,(>.j 

17.  ta.  6,5g 
17.27 .34,60 

18. 

18. 18.48, 12 


Le  même  jour,  on  avait  trouvé  à Ilambouig 


)i  Ophiuebus.  . . 
P Ophiuchus.  . 

(£  i"Bord 

p'  Sagittaire.  . . . 
\ Sagittaire. . . . 


h ni  S 

17 . 1 .42,61 
17.11 .56,gi 
17.25.50,43 

18.  4.43,53 

18. 18. 38,56 


Le  demi-diamètre  de  la  Lune  au  moment  de  la  culmination  à 
Hambourg  était  i5'2",io,  la  déclinaison  — t8''io',i  et  la  varia- 
tion de  l’ascension  droite  en  une  heure  de  temps  moyen  I2()’,  8; 


(•)  On  peut  aussi,  à la  différence  observée  des  .sscensioiis  droites  ,1e  la 
Lune  et  de  l’étoile,  ajouter  la  quantité 


jX 
t — X 
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<l’où  X o,o35f)6.  Nous  trouvons  ainsi 


R 


. 65’,t)6, 


i5  ( I — ’*  j COSO 

et  |)our  tcni|)s  do  culmination  du  centre  de  la  Lune  à Hamiiouii' 
I aG'"  56*,  oq. 

Il  en  rcsulle  entre  les  ascensions  droites  des  étoiles  indiquées 
et  celle  du  centre  de  la  Lune,  les  différences  suivantes  : 


Pour  Bilk.  Pour  Hambourg;, 
ms  ms 

»î  Opliiudius -hu5.4*)OG  -ha5.i3,4^ 

P Ophiurhus -j- i5.a8,oi  4-14.59,18 

(i'  Sagittaire —37.18,39  —37.47,44 

3 Sagittaire — 5i.i3,5a  — 5i.4a,47 


Par  suite,  entre  les  observations  de  Bilk  et  de  Hambourg,  on  a 
les  différences 

e'—  e = -I-  28’, 4G 
28,83 
29 , o5 
28,  95 

Moyenne.  ...  -f-  28’, 83 


Or  (n“  15),  nous  avons  trouvé,  pour  mouvement  lioraire  de  la 
Lune  aux  époques  suivantes  (temps  moyen  de  Berlin),  les  valeurs 

to**  . . . ■+■  2““  9‘,  77, 

11.. .  2.  9 ,91 . 

12.. .  2 . 1 o , o5  i 


d'autre  part,  les  temps  d’observation  correspondent. 

Celui  de  Bilk  à to''3o‘“,  temps  de  Berlin, 

Celui  de  Hambourg  à.  10.  iG  , temps  de  Berlin. 

Nous  avons  donc 

T'=Io'’23"',  d'où  /j'=  2'"9*,82.', 
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Pt,  à l'aide  de  la  formide  (e).  nous  obtenons 


V — u'=  -4-  12“ 5a',  83  ('). 

Hrmargue.  — h étant  égal  environ  à 3o',  le  coefficient  de  6'  — » 5 dans  IV- 
quution  ( A)  sera  à pmi  prèséi^al  à 39;  les  erreurs  d'observation  se  retrou- 
veront donc  dans  la  dinVrencc  de<i  longitudes,  mais  multipliées  par  ^9.  Ainsi 
une  erreur  de  o*,i  commise  sur  ô'— - 0 donnera  lieu  à une  «Treiir  d'environ 
3 secondes  sur  la  difTérence  de  longitude. 


( * ) Si  dans  chacun  des  doux  lieux  on  a observe  le  même  bord  de  la  Lune, 
la  formule  (A)  permettra  dVflectuer  le  calcul  plus  simplement. 
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CHAPITRE  VI. 

DIMENSIONS  DE  LA  TERRE.  - PARALLAXES  HORIZONTALES 
DES  CORPS  CÉLESTES. 


Dans  les  Chapitres  précédents,  nous  avons  fréquemment  employé 
des  constantes  qui  dépendent  de  la  forme  et  des  dimensions  de  la 
Terre,  ainsi  que  les  angles  sous  lesquels  apparaît  le  rav'Vi  équa- 
torial de  la  Terre,  vu  des  autres  corps  célestes,  c’est-à-dire  les 
parallaxes  horizontales  de  ces  astres;  nous  allons  maintenant 
donner  les  méthodes  qui  servent  à déterminer  les  valeurs  de  ces 
constantes.  Les  parallaxes  horizontales  de  Mars  et  de  la  Lune 
sont  seides  obtenues  par  l’observation  directe,  tandis  que  les 
distances  des ‘planètes  et  des  comètes  à la  Terre,  rapportées  au 
demi-grand  axe  de  l’orbite  terrestre  pris  pour  unité,  se  déduisent 
des  grands  axes  des  orbites  qu'elles  décrivent  autour  du  Soleil 
suivant  les  lois  de  Kepler;  par  conséquent,  pour  obtenir  les  pa- 
rallaxes horizontales  de  tous  ces  astres,  il  suffit  de  connaître, 
soit  la  parallaxe  du  Soleil,  soit  encore  la  parallaxe  horizontale  de 
l'un  d’eux. 


1.  — FiGI  BE  ET  DIMENSIONS  DE  I.A  TeRHE. 

136.  Mesure  de  deux  arcs  du  méridien  terrestre.  — La  figure 
de  la  Terre  est,  comme  l’indique  la  théorie  tout  aussi  bien  (|ue 
les  mesures  effectuées,  un  ellipsoïde  aplati,  c’est-à-dire  engendré 
par  la  révolution  d’une  ellipse  tournant  autour  de  son  petit  axe. 

A la  vérité,  la  Terre  n’aurait  rigoureusement  cette  forme  que  si  * 
elle  était  une  masse  fluide;  cependant  l’ellipsoïde  aplati  est  la 
surface  courbe  qui  s’approche  le  plus  de  la  véritable  figure  de  la 
Terre. 
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On  trouve  les  dimensions  de  ce  sphéroïde  par  des  mesures 
de  degré,  c'est-à-dire  en  déterminant  par  des  opérations  geo- 
dési(|ues  la  dimension  linéaire  d’un  arc  de  méridien  rompris 
entre  deux  stations,  et,  par  l'observation  des  latitudes  des 
deux  stations,  le  nombre  de  degrés  correspondant,  ivratosthène 
(3oo  ans  avant  J. -G.)  employa  réellement  cette  méthode  pour  la 
détermination  de  la  longueur  de  la  circonférence  de  la  Terre  f|u’il 
supposait  sphérique.  Il  remarqua  que  les  villes  d'Alexandrie  et  de 
Syène  en  Égypte  étaient  à peu  près  situées  sur  le  même  méritlien. 
Il  savait  de  plus  (pie  le  jour  du  solstice  d’été,  à Syène,  les  corps 
ne  donnaient  pas  d’ombre  à midi,  c’est-à-dire  qu’à  cet  instant  le 
Soleil  était  au  zénith  de  ce  lieu;  d’où  il  conclut  que  Syène  était 
située  sur  le  tropique  du  Cancer;  le  même  jour  il  trouva  à Alex.in- 
dric  I?.'  pour  distance  zénithale  méridienne  du  Soleil.  L'arc  de 
méridien*  compris  entre  Syène  et  Alexandrie  était  donc  de  la' 
ou  la  cinquantième  partie  de  la  circonférence.  D’antre  part,  les 
mesures  directes  donnaient  5ooo  stadt's  pour  la  distance  des  deux 
villes;  Ératosthéne  en  concluait  aSo  ooo  stades  pour  la  longueur 
du  méridien  terrestre.  Cette  détermination  était  affectee  d’erreurs 
diverses  ; i^les  deux  lieux  ne  sont  pas  sur  le  meme  méridien, 
.Syène  étant  à 3"  à l’est  d’Alexandrie;  a“  Syène  ne  se  trouve  pas 
sur  le  tropique  du  Cancer,  sa  latitude  étant  de  ?.4°8’  d’après  de 
récentes  déterminations,  tandis  que  l’obliquité  de  l’écliptique 
an  temps  d’Ératosthène  était  égale  à ?.3“44’>  3“  enfin  la  latitude 
d'Alexandrie  et  la  distance  des  deux  villes  étaient  inexactement 
déterminées.  Cependant  Ératosthéne  a le  mérite  d’avoir,  le  pre- 
mier, cherché  à mesurer  les  dimensions  de  la  Terre,  et  d’avoir 
indiqué  la  méthode  dont  on  se  sert  encore  aujourd’hui. 

Newton  ayant  prouvé  par  des  considérations  théoriques  que  la 
Terre  n’est  pas  une  sphère,  mais  un  sphéroïde,  on  ne  peut  plus 
se  contenter,  pour  en  déterminer  les  dimensions,  de  mesurer  la 
longueur  d’un  degré  dans  une  seule  région  de  la  surface,  mais 
il  est  évidemment  nécessaire  de  combiner  deux  observations  de 
ce  genre,  faites  sous  des  latitudes  très-différentes,  afin  d’en  dé- 
duire l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre. 

Nous  avons  trouvé  au  n”  60  pour  coordonnées  d’un  point  de 
la  surface  de  la  Terre  par  rapport  à un  système  d’axes  tract  s dans 
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I(‘  plan  du  tn«Tidien, 


a cos 'P 

— — ^ 

V'  I — «'  sid’ÿ 


I — l’ sin'y 


fl  et  I dési^'nant  le  (iemi-prand  axe  et  l’excentricité  de  l'ellipse 
méridienne,  et  if  la  latitude  du  point  considéré.  Ue  plus,  en 
désijtnant  par  b le  demi-petit  axe,  le  rayon  de  courbure  est  en 
ce  point 


(fl’ — t’ Jr’j’ 

ab 


« ' I — (’  ) 

J 

(i — t’  sin’Ÿ)' 


Si  donc  Ÿ et  sont  les  latitudes  des  milieux  de  deux  degrcs  du 
méridien,  G et  G'  les  longueurs  de  ces  degrés,  on  a 


^r_  ” fl  (!—«’) 

A ’ ^ î"  > 


(i — «’sin’Ÿ)’ 


(i  — t’  sin’»'  )’ 


3 

/ G\' 

Mn’î'- 


et  l’excentricité  de  l’ellipse  méridienne  une  fois  connue,  on  trouve 
la  valeur  du  demi-grand  axe  à l'aide  de  l'une  quelconque  des 
deux  équations  précédentes. 

Exemple.  — La  distance  des  parallèles  de  Tarquiet  Cotcliesqiii, 
au  Pérou,  mesurée  par  Bouguer  et  La  Condarnine,  est  égale  à 
i"^68'}5,5  toises,  et  leurs  latitudes  sont  respectivement 

— 3'’4'32",o68,  o»2'3i",387; 

la  distance  des  parallèles  de  Maloern  et  Pahtawara,  en  Laponie, 
mesurée  par  Swanberg,  est  égale  à 92  777j98i  toises  et  leurs  lati- 
tudes sont  respectivement 

-I- 65-3 i'3o",  265,  -i-67'’8'49*,83o. 
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Noms  déduirons  de  là  pour  valeur  d'un  degré  en  toises,  d’après 
les  opérations  du  Pérou 

0 = 56734,01  à la  latitude  — i"3i'  o",34, 
et  d’après  les  opérations  de  Laponie 

G'=57H)6,i5  à la  latitude  20.  10,  o5; 

on  en  rond  ut 

o,oo(>435  I , = 37.71651  toises, 

et  puisque  l’aplatissement  de  la  Terre  est  a = i — ^'i  — iL 

I 

a = = 

3io,7() 

On  a déterminé  ainsi,  avec  le  plus  grand  soin,  la  longueur 
d’un  degré  en  différents  lieux  de  la  surface  de  la  Terre.  Mais 
combinées  deux  à deux,  ces  déterminations  donnent,  pour  les 
dimensions  de  la  Terre,  des  nombres  qui  différent  les  uns  des 
autres,  soit  à cause  des  erreurs  d’observation , soit  .à  cause  de  ce 
fait,  que  la  forme  de  la  Terre  n’est  pas  un  véritable  ellipsoïde.  On 
devra  donc  déduire  de  toutes  ces  déterminations  particulières  le 
résultat  qui  concorde  le  plus  exactement  possible  avec  les  diffé- 
rentes  mesures  effectuées. 

137.  Mesure  d'un  nombre  quelrnnrfur  d’nrrs  du  méridien 
terrestre.  — La  longueur  s d’un  arc  de  courbe  est  donnée  par  la 
formule 


les  valeurs  de  dx  et  dy  s’obtiennent  en  différentiant,  par  rapport 
à y,  les  expressions  de  .r  et  y données  dans  le  numéro  précédent; 
nous  obtenons  ainsi,  pour  longueur  de  l'arc  du  méridien  ellip- 
ti(|ue  compris  entre  l’équateur  et  le  point  de  latitude  y, 

/’’’  - 

i = a(i  — «’)  I (i  — f’sin’^)  ' dy. 
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(i  - sin»  ' = I 4-  î Ÿ ï ï 7^  *'“> 


4-  ’ ‘ - 

~ 1 1 J 


1.2.3 


remplaçons  les  puissances  de  sin^  par  les  cosinus  des  multiples 
de  f,  intégrons  chaque  terme  d'après  la  formule 


£' 


coi\fd^  = - sin 


et  posons  ' 


P=l  4-|l>4-|i.‘4-i^l‘4-..., 

AP=  + 

fiP  _l  > ^4  t « • > 

or—  TT7*  ^7777*  ^ ♦ 

» 

nous  obtenons 

,f  = fl  {i  — i’)  P (y  — A sin  2y  4-  B sin 4 y — • • •)• 

Soit  g la  longueur  moyenne  d’un  degré  du  méridien,  et  faisons 
dans  la  formule  précédente  y = 180”,  nous  aurons 

180^  = JTfl  (i  — «’)  P, 


et,  par  suite, 


180^ 


(y  — A sin  2y  4-  B sin4f  — . . .). 


Par  conséquent,  la  distance  de  deux  parallèles,  dont  les  lati- 
tudes sont  y et  y',  est 

s'  — s = [y' — y — 2 A sin  (y' — y)  COs(y'4-  y) 

4-  2 B sin  2 (y'  — y)  cos2(y'  4-  y)], 

ou,  en  désignant  y'  — y par  /,  la  moyenne  arithmétique  des  lati- 
tudes par  L et  en  exprimant  / en  secondes  h l’aide  du  facteur 
K'  = 206265, 


36oo 


(/  — *)  = l — 2(1- A sin  / COS2L  4-  2 «'B  sin2/cos4L. 


I. 


3i 
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Or,  en  rem|>Iaçant  dans  cette  formule  l et  s'  — s par  les  valeurs 
que  donne  l'observation  directe  pour  la  différence  des  latitudes 
et  la  longueur  de  l’arc  du  méridien,  cette  équation  ne  sera  satis- 
faite que  si  l’on  adopte  aussi  pour  g et  i,  c'est-à-dire  pour  g, 
A et  B les  valeurs  mêmes  qui  correspondent  à l’opération  ac- 
tuelle. Si,  au  contraire,  on  prend  pour  A et  B les  valeurs  qui 
résultent  de  l’ensemble  des  différentes  mesures  faites  en  différents 
lieux,  il  faudra,  pour  que  l’équation  précédente  soit  encore  satis- 
faite, faire  subir  de  petites  corrections  aux  latitudes  observées. 
Remplaçons  donc  <f  et  <f'  par  7 -t-  x et  y'  -t-  Jc',  x et  x'  étant  de 
petites  quantités  dont  nous  négligerons  les  carrés  et  les  produits; 
de  même  ne  tenons  pas  compte  des  changements  que  ces  petites 
variations  peuvent  produire  sur  l,  nous  aurons 

36oo  , 


= / — 2(vAsin/cos2L  -t-  2<i'B  sin2f  cos4L  ■+■  (x' — x)p, 


où 


P = I — 2A  cos/  COS2L  ■ 

il  en  résidte 

, I r 36oo 

X*  — X — I - 


' 4 B cos2/cos4L; 


PL  S 


(s'-s)-l 


-t-  2«’A  sin/  COS2L  — 2»'B  sin2/  cos 


4-]. 


Nous  obtiendrons  une  équation  analogue  pour  chaque  déter- 
mination des  latitudes  de  deux  lieux  et  de  la  longueur  de  l’arc 
de  méridien  compris  entre  leurs  parallèles;  et  si  les  mesures  de 
degré  ont  été  assez  souvent  répétées  pour  que  le  nombre  de 
ces  équations  soit  plus  grand  que  celui  des  inconnues,  on  déter- 
minera les  valeurs  de  g et  de  i par  la  condition  que  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  résiduelles  x,  x',...  soit  un  minimum. 
Prenons  g,  et  A,  pour  valeurs  approchées  de  g et  A,  et  posons 


g — 7^77’  A — A,  (i-f-*), 


soit  de  même  B,  la  valeur  de  B correspondante  à la  valeur  A, 


Digitized  by  Googic 


FIGURE  ET  DIHEKSlOnS  DE  LA  TERRE.  48$ 

adoptée  pour  A,  remplaçons  et  négligeons  les  carrés  de  i et  i 
ainsi  que  leur  produit,  nous  aurons 

, I f3tioo , , , I 

-t-  2 — (A,  sin  / cos  2 L — B,  sin  2 / cos4  L)  -f-  - {s'~^  s)  i 

P ? e> 

/ . f/B,  \ 

-4-2—  ^A,sin/cos2L  — A,  — sin2/cos4Lj/-. 

r/B 

Pour  trouver  la  dérivée  il  faut  d'abord  exprimer  B en 
fonction  de  A ; or  on  a 


■ * ^ T7*  ^ rnr^  -t- . . . 


+ ••• 

= 7«’+77«‘+7Vrî‘*+--- 
B = — * H LL. ,«  -1_ 

— lu*  ^ ii#‘  -1-.... 

En  renversant  la  série  qui  donne  la  valeur  de  A,  on  obtient 


d’où 

et 


> = ;a-^a’4-4a>4- 
B = T^A>4-^A-+..., 


si  pour  abréger  on  pose 


(A) 


I r36oo  1 


4-  — [A,sin/cos2L— (-^a;  4--^  A')  sin2/cos4L], 

I 3600 
n w 

* = — [A,sin/cos2L  — (iA|  +||AJ  ) sin2/cos4L], 

3i. 
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on  a l'équation 

(B)  .t'  — X — n + ai -i- bl:  •, 

on  obtient  une  équation  semblable  en  combinant  la  station  la  plus 
australe  employée  dans  la  mesure  du  degré  avec  une  station 
quelconque  située  plus  au  nord. 

Traitées  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  ces  équations 
donnent  comme  équations  du  minimum  par  rapport  à x,  i et  k, 
relatives  à l’ensemble  des  observations  de  la  mesure  de  degré, 

pi -4-  [a]  J -+-  [6]  * -t-  [/»]  = o, 

[a]  X -t-  + [a^>]  k 4-  [a/i]  = o, 

[b]  X + [ab]i  4-  [ié]  k 4-  [bn]  = o, 

où  P désigne  le  nombre  des  latitudes  observées  dans  une  mesure 
de  degré;  de  sorte  que  chacune  de  ces  opérations  fournit,  pour 
déterminer  les  valeurs  les  plus  probables  de  i et  de  k,  les  deux 
équations 

o = [aa,]4-[aa,]j  4- [ai,]/, 

• o = [ia,]  4- [ai,]  / 4- [ii|] /, 

obtenues  par  l’élimination  de  x entre  les  équations  précédentes. 

Désignons  par  {an,)  la  somme  des  différentes  quantités  [an,] 
que  l'on  trouve  dans  les  différentes' mesures  de  degré;  représen- 
tons de  même  par  (aa>)  la  somme  des  quantités  [aa,], . . .,  nous 
aurons 

o = (an,)  4-(aa,)j  4-  (ai,)/, 
o = (ia,)  4-  (ai,)  i 4-  (ü,)  /, 

équations  qui  permettront  de  déduire  de  toutes  les  mesures  de 
degré  les  valeurs  les  plus  probables  de  i et  /. 

Exemple.  — Nous  prendrons  comme  exemple  les  mesures  de 
degré  suivantes  : 
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UUIade.  / 

DItUnca 
dM  parillilo 
«iprlBéa  ea  tolM». 

I.  — Abc  rSBcvin. 

Ttrqui 

Cotcbe«qui 

0 f V 

. — 3.  4.3î,o68  , 

. -t- 0.  3.31,337  7*  ^>4^ 

176875,500 

11.  — Abc  irdibn. 

TrÎTaDJeporum  . . . 
Paadru 

..  4-ii.44;5a>5g 

,.  -4-13.19.49,02  1.34.56.43 

8g8i3,oio 

III.  — Abc  rBcssiia. 

( 

Truni 

KanigtberQ.  

Uemet 

. 4-55. i3.i 1,47 

-4-54.42.50,50  0.39. 3g, o3 

4-55.43.40.45  1.30.38,98 

38211,63g 

86176,975 

IV.  — Abc  sdEdoii. 

Uatœrn 

PabUwan 

-<-65.3i  .3o,a65 

. -(-67.  8.4g,83o  1.37.19,56 

92777,98' 

Prenons  maintenant 


57008  I -t-  A- 

^ I 4-  I ’ 4°°  ’ 

nous  trouvons 

logA,=  3,39794, 
1os(¥A:+  .’.^AÎ)=6,4i567, 
iog(ïA;  4-  i;aj)  = 6,71670; 


posons  de  plus 

100001=^,  io*=«, 

nous  obtenons,  pour  les  quatre  mesures  de  degré,  les  équations 
suivantes  : 


(') 


(2) 

(3) 

1 » 

(4) 

— x,  = 4- 1"97  4-  1 ,1225./  4-  5,6059.3, 

— x,=  4- 0,94  4-  0,5697 ./  4-  2,5835.3, 

— x,  = — 0,37  4-  o,  1779./  — 0,2852.3, 

— x,  = 4-  3,79  4-  0,5433./  — 0,9167.3, 

— x,  = — o,5i  4-  0,5839./  — 1,9711.3, 
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«l'où  nous  déduisons 


r»] 

[«1 

1*1 

[««) 

(•) 

-M.97 

-M  ,1225 

-+-5,6o59 

-+-2,2I  l3 

(2) 

-d-0,94 

-+-0,5697 

-+-a,5835 

-*-0,5355 

(3) 

-t-3,4a 

-(-0,721a 

— I ,2009 

-*-1,9933 

(4) 

— o,5i 

-+-0,5839 

— 1,9:" 

—0,2978 

[*"J 

t**l 

(0 

-M,a6oo 

-+-0,2924 

-1-11,0436 

-+-3 1,4254 

(» 

-H),  3*46 

-*-1,4718 

-t-  2,4284 

-*-  6,6742 

(3) 

-H>,3a68 

— 0,5482 

- 3,365o 

-+-  0,9198 

(4) 

-t-0,3409 

— i,i5o9 

-H  1 ,0026 

-*-  3,8853 

et 

r«n,) 

lo*.] 

I*",l 

(0  11 

-+-i,io56 

-*-o,61oo 

-+-3,1462 

-+-5,52(8 

-*-15,7127 

(2) 

-*-0,2678 

-*-0,iGa3 

-+-0,7339 

-+-1 ,2142 

-*-  3,3371 

(3) 

-*-i  ,1711 

-*-o,  |534 

—0,1595 

—1,99^ 

-(-  o,43()i 

(4)  i 

d'où 

— 0,1489 

-(-0,1705 

—0,5755 

-+-o,5oi3 

-*-  1,9426 

(«n,)=-l- î.3956,  (ao,)  = -f-  I,ii6î,  (ai,)  =-+- 

(£n,  ) (A8|  ) =-H  ai 


Les  deux  équations  qui  déterminent  y et  t sont  donc 


0 = 4- 2,3956+ I jiiGa.j' 4-  3,0471.2, 
o = + 5,241 3 + 3,0471  .^  + 21  ,43i5.2. 


et  donnent 


d'où 


* = +0,099012,  J = — 2,4i65; 

/ = + 0,0099012,  /■  = + 0,000241  65, 


et  par  conséquent 


57  008 

I — 0,00024165 


= 57021,79, 


A = i±^-9^  = o,oo2524753. 
400 

Or  nous  avons  trouve 

,’={A- VA’+4A‘, 
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l’=  0,006710073, 

ce  qui  donne,  pour  l'aplatissement  de  la  Terre,  la  valeur 

_ I 

597,53’ 

Nous  avons  de  plus 

log^  = log^i  — ••  = 1 ,9985380, 

180e 

et  comme  a = — , nous  trouvons 

ir(l  — P 

loga  = 6,5147884,  logi  =6,5i33264  : 

c'est  de  cette  manière  que  Bessel  (*}  a déduit  de  dix  mesures  de 
degré  les  valeurs  que  nous  avons  données  au  n°  65- 

U.  — DiTERlILNATION  DES  PARALLAXES  HORaONTALES 
DBS  CORPS  CÉLESTES. 

138.  Détermination  de  la  parallaxe  horizontale  d’un  astre  par, 
l’observation  de  sa  distance  zénithale  méridienne  en  différents  lieux 
de  la  Tprre,  — L'observation  de  la  position  d’un  astre  voisin  de 
la  Terre,  faite  en  deux  points  de  sa  surface,  permet  de  déter- 
miner la  parallaxe  de  cet  astre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sa  dis- 
tance à la  Terre  exprimée  en  fonction  du  rayon  équatorial  ter- 
restre pris  pour  unité  : les  méthodes  qui  précèdent  ayant  donné 
la  valeur  de  ce  rayon,  il  sera  facile  d'obtenir  la  distance  de  l'astre 
à la  Terre,  rapportée  à une  unité  linéaire  quelconque. 

Méthode  générale.  — Nous  supposerons  actuellement  que  les 
deux  stations  sont  situées  sur  le  même  méridien,  de  part  et  d'autre 
de  l'équateur,  et  que  la  distance  zénithale  de  l'astre  a été  observée 

(^)  Astronomheke  Naehrichlen,  333  et  438. 
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en  ces  deux  points  au  moment  de  la  culmination.  Nous  avons 
trouvé  (n°  67)  pour  l’expression  de  la  parallaxe  de  kauteur 

sin/>'=  P $in/7  sin[z  — (y  — y')], 

où  P représente  la  parallaxe  horizontale,  t la  distance  zénithale 
observée  et  corrigée  de  la  réfraction,  j la  latitude,  la  latitude 
géocentriqiie,  et  p la  distance  du  lieu  d'observation  au  centre  de 
la  Terre;  nous  aurons  donc  pour  les  deux  stations 

» _ psin[z  — (y— y')] 

sin/>  sin/>' 

JL.  = (?  — ?'■)! . 

sin/; 

Considérons  les  deux  triangles  formés  par  le  lieu  de  l’astre,  le  centre 
de  la  Terre  et  chacun  des  lieux  d’observation;  dans  le  premier, 
l'angle  qui  a l’astre  pour  sommet  est  égal  à p',  celui  dont  le 
sommet  est  au  lieu  d’observation  a pour  valeur  180“ — 1 4-ç  — f', 
et  l’angle  qui  a son  sommet  au  centre  est  égal  à en  dési* 

gnant  par  S la  déclinaison  géocentrique  de  l’astre,  et  en  prenant 
le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  suivant  que  le  corps  cé- 
leste et  le  lieu  d'observation  sont  du  même  côté  de  l’équateur, 
ou  de  côtés  différents.  Les  angles  analogues  du  second  triangle 
sont 

p\,  iSo"— *,-f- T,  — ç’,,  f\±3. 

On  a donc 

/)'=z  — ydrJ,  p\=  t,  — fi^  J» 

et,  par  suite, 

p'  -h  P,=  Z -h  Z,  — f — fi. 

Désignons  par  q la  quantité  connue  p'  + p\,  c'est-à-dire  posons 

p'+p\z=zq, 

nous  aurons  l’équalion 

P »■"[«  — (y  — y')1  _ P,sin[z,  — (y,  — y,)] 
sin/>'  $in(7— /^')  ’ 
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tang/»'  = 
ou  bien 


psin7sin[z  — (y  — <p’)1 

p,  sin[2,  — (y,—  ÿ',)]  -h  P cos<7  sin[z  — {?>  — y')]’ 


tangp,— 


p,  sin7  sin[Z|  - (y,  — y',)] 


' p sin[z  — (t  — ?')]  -<-  p,  COS7  sin[z,  — (^i—  y,)]  ’ 

lorsqu'on  aura  déterminé  p'  ou  p\,  on  en  déduira  p à l'aide  de 
l’une  des  deux  formules 

. sinü' 

sin/>  = — r-f -, tTi» 

psin[z  — (?—?')] 


sin/?  = 


P.sin[s,-(T, -?',)]■ 


Nous  avons  supposé  jusqu'ici  les  deux  lieux  d’observation 
situés  de  part  et  d’autre  de  l’équaieur,  car  c’est  le  cas  qui  se  prête 
le  mieux  à la  détermination  de  la  parallaxe.  Si  les  deux  lieux 
d'observation  sont  d’un  même  côté  de  l’équateur,  les  angles  au 
centre  de  la  Terre,  dans  les  deux  triangles  considérés,  sont  égaux 
à <f'rp  J dans  le  premier,  et  if',qp  S dans  le  second.  Mais  en 
posant 

q =p\  — p’=  Z,—  I — (ÿ,  — y), 


on  trouvera  p!  et  p\  é l’aide  des  memes  équations  que  précé- 
demment. 

Lorsque  les  deux  stations  ne  sont  pas  situées  sur  le  même  mé- 
ridien, les  deux  observations  ne  peuvent  être  faites  au  même 
* instant;  il  faut  alors  tenir  compte  du  changement  de  déclinaison 
dans  l'intervalle  des  deux  observations. 

C’est  par  cette  méthode  qu’en  ij5i,  et  i j53  on  a déter- 
miné les  parallaxes  de  la  Lune  et  de  Mars.  Dans  ce  but,  Lacaille 
observait  au  Cap  de  Bonne-Espérance  les  distances  zénithales  de 
ces  astres  au  moment  de  leur  culmination,  pendant  que  Cassini 
à Paris,  Lalande  à Berlin,  Zanotti  à Bologne  et  Bradley  à Green- 
wich faisaient  des  observations  analogues.  Ces  stations  étaient 
avantageusement  situées.  La  plus  grande  différence  de  latitude, 
correspondant  à Berlin  et  au  Cap,  est  86°3o',  tandis  que  la  plus 
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grande  différence  de  longitude,  correspondant  au  Cap  et  & 
Greenwich,  est  égale  à i**  i5"’,  intervalle  pour  lequel  le  mouve- 
ment de  la  Lune  en  déclinaison  peut  être  connu  avec  une  très- 
grande  exactitude.  De  leurs  observations,  ces  asttonomcs  ont 
conclu  58' 3"  pour  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  à sa  distance 
moyenne  de  la  Terre,  et  27', 7 pour  parallaxe  horizontale  de 
Mars. 

Parallaxe  de  la  Lune.  — Nous  venons  de  traiter  le  problème 
de  la  parallaxe  sous  sa  forme  la  plus  simple,  m.Tis,  en  réalité, 
cette  solution  n'est  pas  suffisante  pour  obtenir  la  parallaxe  de  la 
Lune;  on  ne  peut,  en  effet,  observer  que  l'un  des  bords  de  cet 
astre,  et  pour  la  réduction  il  est  nécessaire  de  connaître  son 
demi-diamètre  apparent,  variable  lui-raéme  avec  la  parallaxe. 

Désignons  par  r et  r'  les  demi-diamètres  apparents  de  la  Lune 
vue  du  centre  de  la  Terre  et  du  lieu  d'observation,  par  A et  A' 
les  distances  de  la  Lune  au  centre  de  la  Terre  et  au  lieu  d'obser- 
vation, nous  avons 

sinr' A 

• sin  r a'  ’ 

de  plus,  le  triangle  formé  par  le  centre  de  la  Terre,  celui  de  la 
Lune  et  le  lieu  d'observation  donne 

A sin  (180” — a') 

A'  sin(-' — p"\  ’ 

où  a'  désigne  l’iingle  que  la  ligne  menée  du  lieu  d'observation  au 
centre  de  la  Lune  fait  avec  le  rayon  de  la  Terre  qui  aboutit  en 
ce  lieu;  d'ailleurs  si  z est  la  distance  zénithale  du  bord  de  la  Lune 
donnée  par  l'observation,  il  y a entre  a'  et  z la  relation 

a'=z— (y— y')±r', 

le  signe  supérieur  se  rapportant  au  bord  supérieur  de  l'astre  ; on 
a donc 

A sin[z  — (y  — y')±r'] 

a'  sin[a  — (y  — y')  — p'±  r']  ’ 


Digitized  by  Google 


PARALLAXE  DE  LA  LU?(B. 


49  « 


après  avoir  remplacé  — par  la  valeur  — > éliminons  p'  à l’aide 
A' sinr 

de  l’équation 

h\np'=  f sin/>  sin[ï  — — y')  ± r'  ], 


faisons  en  outre  p = i,  et  pour  simplifier  l'écriture  représentons 
par  Ç la  quantité  » — (y  — (j'),  c’est-à-dire  l’angle  que  fait  avec 
le  rayon  de  la  Terre  aboutissant  b'u  lieu  d’observation  la  ligne 
allant  de  ce  point  au  bord  observé,  il  viendra 


sinr'=  sinr-t-sinr'  sinp  cos (Ç±  r') -+- 1 sinr'  sin’p  sin’(Çdlr'), 


et  en  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre 

r'=  r -h  sinr  sin/>  cos(Çrfc  r)  ■+■  {sinr  sin’/>  sin’(Ç  rt  r)  ; 

d’autre  part,  la  distance  zénithale  géocentrique  Z du  centre  de  la 
Lune,  exprimée  en  fonction  de  (,  est  donnée  par  la  formule 

Z = Ç±r' — sin/>  sin(Ç±r')  — -J-sin*p  sin’(Ç  ± r'). 


ou,  en  substituant  pour  r'  la  valeur  trouvée  plus  haut, 

Z = ; ±r±  sinr  sin/;  cos{Ç  dr  r)  ± {sinr  8in’/>  sin’(Ç  ± r) 
— sin/>  sin(Ç±r)  — {sin*/'  sin*(Ç  ± r); 

développons  cette  équation,  et  négligeons  les  termes  qui,  par 
rapport  k p et  r,  sout  d’un  degré  supérieur  au  troisième,  nous 
trouvons 


Z = Ç ± r — J sin’r  sinp  sinÇ  ± {sinr  sin’/>  sin’Ç 
— sinp  cosr  sint;  — {sin’psin’Ç, 

équation  qui,  par  la  substitution  de  i — {sin’r  à cos*  et  le  ré- 
tablissement de  P sin/>  au  lieu  de  sinp,  devient 

Z = Çit  r — P sinpsin^  — îp^'tip  sin  Çsin’r  ± {p’  sin’psinrsin’Ç 
— ip’  sin’/>  sin’  ;. 
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Posons  enfin 

X = ç—  tf',  sinr  = X' sîn/i, 

et,  par  suite, 

r = A iinp  4-  jX’  sln’/3, 

remplaçons  C par  sa  valeur  z — nous  aurons  pour  expression 
de  Z, 

*1 

Z=z  — > — sin/>[psin(z  — X)q:X]  — ^sin*/>[psin(z  — X):pX]’. 

Si  D est  la  déclinaison  géocentrique  du  centre  de  la  Lune,  t la 
déclinaison  observée  du  bord  de  cet  astre,  nous  avons 

D = (j.'— Z,  d = ç'— (s  — X), 

la  substitution  de  ces  valeurs  donne 


D = d + [psin(z  — X)  qz  X]sin/J  4-  i[psin  (s  — X]*sin’/>. 


Cette  équation  résout  évidemment  la  question  proposée  et,  avec 
deux  observations  de  la  Lune  faites  en  des  lieux  différents,  elle 
permettrait  d’obtenir  la  parallaxe  cherchée.  Mais  les  quantités  p 
et  X dépendent  de  l’aplatissement  de  la  Terre,  quantité  qui  n’est 
jusqu’à  présent  connue  que  d’une  façon  approchée;  il  serait  donc 
désirable  de  mettre  l’expression  de  la  parallaxe  de  la  Lune  sous 
une  forme  qui  rende  facile  toute  correction  due  à un  change- 
ment de  la  valeur  adoptée  pour  l'aplatissement.  C’est  pourquoi 
nous  transformerons  l’expression  précédente  de  manière  à j 
mettre  en  évidence  l’aplatissement  lui-méme. 

Nous  avons  trouvé  (n®  66) 


or  on  a 

« 


a’ — é’  . 


a* — 6’=  a’  (2a  — a’), 
a’4-  6’=  a’  (2  — 2a  4-  a’); 


d’où,  en  négligeant  tous  les  termes  de  l’ordre  de  a’. 


f — f'=  X = a sin  3f . 
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De  plus 


p’=  x’  + >’  = 


cos’^ 

I — »’  sin’y 


(i  — «’)’  sin’^ 

I — «’  sin’j 


I — î i’  sin*Ÿ  -I-  «'  sin’f 
I — •’  sin’y 


et  par  suite,  en  éliminant  i’  par  l’équation 


«’  = a a — a’ 
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et  négligeant  tous  les  termes  de  l’ordre  de  a’, 

P = i — a sin’f. 

La  dernière  expression  de  D devient  donc 

1D  — i -h  (sins  q:  X ) sin/> 

— (sin’f  sinz  + sina^  cosz]  et  sin/> 

-+-  J(sini  zp  sin’/j. 

Toute  observation  d’un  bord  de  la  Lune  faite  en  un  lieu 
de  l’hémisphère  boréal  de  la  Terre  donne  une  équation  de  cette 
forme,  dans  laquelle  le  signe  supérieur  correspond  au  bord  supé- 
rieur de  la  Lune,  et  le  signe  inférieur  è son  bord  inférieur. 

On  trouverait  de  la  même  manière  pour  un  lieu  de  l’hémisphère 
austral 

ID,  = — (sinz,qz^  ) sin/>, 

-f-  (sin’ip,  sinz,+sin2f,  cosz,)  a sin/>, 

— i (sin  Z,  :ip  X-  )’  sin’/^,. 

Actuellement  soient 


t et  /,  les  temps  moyens  d'un  premier  méridien  quelconque, 
qui  correspondent  aux  deux  observations; 
p,  et  D,  la  parallaxe  et  la  déclinaison  géocentrique  de  la  Lune 
au  temps  arbitraire  T ; 


du  rfD ...  , , , 

et  — leurs  variations  en  une  heure  de  temps  moyen,  la 

seconde  étant  regardée  comme  positive  si  la  Lune  s’approche 
du  pôle  Nord. 
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Nous  aurons,  d’une  part, 


i\np  = sin/>,+  {/  — 

tin 

sin/?i=  sin/^-+-  (^t — T)  ^ cos//„ 


d’autre  part,  .à  l’aide  des  équations  (/r)  et  (b), 

— 5, — 3 — [sinî.qr  ^ — a (sin’o,  sin!,-t-  sin  îif,  cosï,)]  sin/>, 

— [sinzi^X  — a (sin’if  sin Z •(- sin ay  cosz}] sin/> 

— ÿ(sinz,q:  X )’  sin’/y, — T(sinz  rp  X)’  sin’/>. 


En  remplaçant  dans  celle  relation  sin/^  et  sin/j,  par  leurs  va- 
leurs, nous  obtiendrons,  pour  déterminer  la  parallaxe  au  temps  T 
l’équation  suivante  : 

O = 3,— 3 + (/—fl)  ^ (sinz.rp  X)’]  sîn*/?, 

— ^‘•os/>.[(s>i>*h:^)  (/  — T)  -h  (sinz,qpX)(r,  — T)] 

— sin/>,  (sinz  -I-  sinz.zp  X rp  X ) 

-H  a sin/;,  (sin’y  sinz  -t-  sina^  cosz  sin’^i,  siitz, 

-t-  sinay,  cosz,)  (*). 


Si  aux  deux  stationson  a observé  <lcs  bords  différents  de  la  Lune, 
le  coefficient  de  sin/?,  est  indépendant  do  X,  et  puisqu'alors  cette 

quantité  n’entre  plus  que  dans  les  petits  termes  en  sin*/j,  et —,  la 


(*)  Pour  tenir  compte  dc$  dérivées  secondes,  on  doit  ojouler  k l'eiprcs- 
sion  précédente,  te  terme 

mil»  il  fiiut  remarquer  que  pour  la  valeur 

T = i(«4-<.). 

ce  terme  t'annule. 
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valeur  p,  obtenue  à l'aide  de  celte  équation  est  indépendante 
d’une  erreur  commise  sur  la  valeur  de  k.  En  outre,  par  des  dé- 
terminations antérieures,  nous  connaissons  la  parallaxe  avec 
•une  approximation  suflisante  pour  pouvoir  calculer  sans  erreur 
appréciable  le  troisième  et  le  quatrième  terme  de  la  formule;  il 
est  donc  permis  de  considérer  comme  connus  les  quatre  premiers 
termes,  car  les  quantités  qu’ils  contiennent  ont  été  données  par 
l’observation,  ou  peuvent  être  tirées  des  Tables  de  la  Lune.  Soient 
n leur  somme,  a et  b les  coefficients  de  sin/r,  et  asin/;,,  nous 
avons  l’équation 

, O — n — ( rt  — 6 X ) sin/i, , 

\ 

• qui  donne  p,  en  fonction  de  a. 

On  cherche  d'ailleurs  non-seulement  la  parallaxe  horizon  taie /r, 
correspondant  au  temps  T,  mais  la  paralta.re  horizontale  moyenne, 
c'est-à-dire  la  valeur  de  cette  parallaxe  horizontale  p,  pour  la 
distance  moyenne  de  la  Lune  à la  Terre  {*).  Or,  si  rr  est  la  va- 
leur que  donnent  les  Tables  de  la  Lune  pour  la  parallaxe  hori- 
zontale au  temps  T,  K la  valeur  adoptée  dans  les  mêmes  Tables 
pour  la  parallaxe  horizontale  moyenne,  et  enfin  tl  la  valeur  cher- 
chée de  cette  parallaxe  horizontale  moyenne,  on  a 


sin/j,=  sinll  = ftsinn, 
l’équation  de  condition  qui  précède  devient  ainsi 

n IV- 

O — — t—  [a  — UGtjsinri; 

P 

la  valeur  de  sinll  ou  l’angle  fl  lui-même  est  la  constante  de  la 
parallaxe  lunaire. 

Exemple.  — Le  a3  février  1752,  Lalande,  observant  à Berlin, 
trouva  pour  déclinaison  du  bord  supérieur, 

d = -h  20"  26'  aS",  2, 


(*)  Celto  diilance  moyenne  est  égale  au  demi-grand  axe  de  l'orbite  lu- 
naire anpposéo  ellipliquo. 
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et  Lacaille,  observant  au  Cap  de  Bonne-Espérance,  obtint  pour 
la  déclinaison  du  bord  supérieur 

-I- 2I”46'44',8. 

La  moyenne  arithmétique  des  lem|)s  d’observation  était,  en 
temps  moyen  de  Paris,  T = 6''  4o"'  ; de  plus,  d’après  les  Tables 
lunaires  de  Burckhardt, 

^ = -34",.  5,  + ,t  = 59'24''.54. 

et  les  latitudes  des  deux  stations  éuiient 

y = 4-  5a“3o'  i6", 
fl—  — 33.56.  3. 

Puisque  le  Cap  de  Bonne-Espérance  est  placé  k 20™  19*,  5 de 
longitude  k l’est  de  Berlin,  et  que  l'accroissement  horaire  de 
l’ascension  droite  de  la  Lune  était  38'  10",  la  culmination  de  la 
Lune  à Berlin  avait  lieu  ai*"  1 1*  plus  tard  qu’au  Cap,  et  par  suite 

/ — /,= -4- 21"’ 1 1*  et  (/  — f,)  ^ = — i2*,o6, 
nous  avons  en  outre 

^ i"2o'  19", 6; 

si  donc  on  prend  A = 0,2725,  le  troisième  .terme,  dépendant 

dp 

de  sin’p,  est  égal  à — o',  12;  en  négligeant  le  terme  en  qui 
est  tout  à fait  insensible,  on  trouve 

n = + I"  20' 7",  42, 

ou,  en  parties  du  rayon, 

/?  = -t-  0,023307; 

d'ailleurs,  comme  la  valeur  de  la  parallaxe  horizontale  moyenne 
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adoptée  dans  les  Tables  lunaires  de  Burckhardt  est 


K = 


on  a 

logp  = 0 

,01792, 

d’où 

n 

“ = + 0, 

022  365; 

• 

f* 

d’autre  part. 

*=  32»3'5i', 

s.  = 55»42'48', 

d’où 

0 = -t-  1 , 357  I , 

i = -(-  I , g3a  I , 

et  en  définitive  pour  déterminer  sinll  on  a l’équation 

O =:  0,022  365  — (1,357  • — 1,932  I .a)  sinll. 

Combinaison  d’un  grand  nombre  d’observations.  — Cette  équa- 
tion et  toutes  celles  de  la  même  forme 


0 = .r(o  — 6a)  = «i  — x[a  — bx). 


obtenues  par  la  combinaison  de  deux  observations  quelconques, 
ne  donnent  qu’une  relation  entre  l’inconnue  x=r  sinll  et  l’apla- 
tissement a;  une  seule  d’entre  elles  ne  peut  donc  servir  qu’à  trou- 
ver la  valeur  de  x qui,  pour  une  valeur  donnée  de  a,  satisfait 
à l’équation  même.  Ainsi,  dans  l’exemple  précédent,  si  l’on  sup- 
pose 

I 

a = -, 

299,15 

on  obtient 


logsinn  = 2,21901 , 

n = 56'55',4. 


Mais  si  l’on  dispose  d’un  grand  nombre  de  couples  d’observa- 


I. 


3a 
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tioDSj  et  par  suite  d'un  grand  nombre  d'équations,  telles  que 

o = /ii  — X [a  — fia), 

O = n\ — X (a' — fi'a), 

0 = /t'  — .r(o''-fi'a). 


on  les  combinera  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  et  on  ob- 
tiendra pour  équation  du  minimum  par  rapport  à x, 

0 = — [a/ii]-(-[on]x  — [ai  ] ax; 


le  dernier  terme  est  très-petit,  et  dans  une  première  approxima- 
tion peut  être  négligé,  d'où 


et,  en  remplaçant  x par  cette  valeur  dans  le  dernier  terme,  on  a 
pour  équation  finale 


JJÏMm 

[aa]  ['"*] 


Telle  est  la  méthode  suivie  par  Olufsen  pour  discuter  les  ob- 
servations faites  au  siècle  dernier  par  Lacaille,  Lalande,  Zanotti 
et  Bradley  {*). 

Il  a déduit  de  toutes  leurs  observations  l’équation  finale 
x = o,oi65i2  23  -I-  0,024492 O t *• 


Avec  la  valeur  a=  t adoptée  par  Olufsen,  elle  donne 

3o2,02  ' 

pour  constante  de  la  parallaxe  lunaire 
57' 2",  64; 

en  prenant , au  contraire , la  valeur  de  Bessel  a = ^ , 

299,1528 


(*)  Àstronomitehe  Naehriehten,  326. 
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on  a 

5y  a",8o. 

Par  la  comparaison  des  observations  de  distances  zénithales 
méridiennes  faites  par  lui  en  i832  et  i833  au  Cap  de  Bonne- 
Espérance,  et  des  observations  faites  simultanément  i Greenwich, 

Uenderson  a trouvé (*),  avec  la  valeur  a = _ „> 

' 399,1528 

57'!*,  80 

pour  la  parallaxe  horizontale  moyenne  de  la  Lune.  La  moyenne 
arithmétique  de  cette  valeur  et  de  celle  d’OIufsen  est 

57'2",3o. 

Les  constantes  adoptées  dans  les  différentes  Tables  lunaires 


sont 

Tables  de  Burckhardt 5’]'o“,5ï, 

Tables  de  Damoiseau 57.0  ,90, 

Tables  de  Hansen 57.2,06. 


Cette  dernière  valeur  est  déduite  de  la  théorie;  elle  présente, 
avec  celles  qu'a  données  l’observation  directe,  un  remarquable 
accord. 

Remarque.  — La  parallaie  de  la  Lune  étant  considérable,  011  peut  déjA  la 
déterminer  arec  une  certaine  approiimatlon  A l'aide  d’obeervatlona  faitea  en 
un  même  lieu.  Pour  cela  on  combine  les  obiervatioiu  faitea  au  voisinage  du 
zénith,  pour  lesquelles  la  parallaxe  de  hauteur  est  très-faible,  avec  d'autres 
faites  au  voisinage  de  l’horizon,  pour  lesquelles  au  contraire  la  parallaxe 
atteint  presque  son  maximum.  C'est  ainsi  qu'Hipparque  a découvert  la  pa- 
rallaxe de  la  Lune,  en  remarquant  dans  l«  mouvement  de  cet  astre  une  Iné- 
galité dépendant  de  la  hauteur,  et  dont  la  période  était  d'un  Jour. 

139.  Parallaxes  du  Soleil  et  des  planètes.  — Les  parallaxes, 
horizontales  du  Soleil  et  des  planètes  sont  trop  petites  pour  pou- 
voir être  déterminées  avec  exactitude  par  la  méthode  précédente. 
Cependant  c’est  ainsi  qu'ont  été  obtenues  les  premières  valeurs 
approchées.  Telle  est  la  valeur  25',  5 donnée  au  xvii*  siècle  pour 


(*)  Âilronomische  Naehrlchtm,  n*  338. 


3a . 
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la  parallaxe  de  Mars  par  Richer,  Picard  et  La  Condamine,  et  dé- 
duite d'ubserva tiens  méridiennes  de  Mars  faites  en  1761  par 
Richer  à Cayenne,  et  les  deux  autres  k Paris.  Or,  quand  on 
connaît  la  parallaxe  ou  la  distance  d’une  planète,  il  est  facile  de 
trouver  les  parallaxes  de  toutes  les  autres,  et  aussi  celle  du  Soleil, 
car,  en  vertu  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  • les  carrés  des  temps 
de  révolution  des  planètes  sont  proportionnels  aux  cubes  des 
grands  axes  de  leurs  orbites.  > 

On  obtient  ainsi  pour  parallaxe  du  Soleil  la  valeur  9',  5 à 
l’aide  du  nombre  donné  par  Richer  et  La  Condamine,  et  la  valeur 
10",  25  à l'aide  de  celui  qu’ont  donné  Lacaille  et  Lalande,  valeur 
plus  inexacte  que  celle  de  Richer  quoique  la  détermination  on  ait 
été  faite  presque  un  siècle  plus  tard. 

Les  observations  faites  récemment,  de  1849  à iSSa,  par  Gilliss 
au  Chili  (*]  ne  contribuèrent  en  rien  à une  détermination  plus 
exacte  de  cette  constante  importante;  ce  résultat  doit  être  attribué 
en  partie  .à  la  rareté  des  observations  correspondantes  dans  l’hé- 
misphère boréal.  Quoique  les  résultats  obtenus  par  cette  méthode 
soient  insuffisants,  il  es^  néanmoins  k désirer  que  l'on  s’en  serve 
encore  pour  obtenir  une  valeur  nouvelle,  ou  bien  qu’on  suive  la 
méthode  d’ailleurs  tout  à fait  analogue  indiquée  par  Gerling  (**), 
et  qui  permet  de  déduire  la  parallaxe  du  Soleil  de  l'observation  de 
Vénus  à l’époque  d’une  de  ses  stations.  Avec  les  instruments  per- 
fectionnés dont  on  dispose  aujourd'hui,  un  obtiendrait  certaine- 
ment ainsi  une  approximation  beaucoup  plus  grande. 

Effet  de  la  parallaxe  sur  les  passages  de  Vénus.  — Une  bonne 
méthode  de  détermination  de  la  parallaxe  solaire  repose  sur  les 
observations  des  passages  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil;  elle 
a été  proposée  par  ilalley.  Les  formules  données  aux  n°*  131 
et  133  pourraient  servir  au  calcul  de  ces  phénomènes.  Mais  Encke 
a publié,  dans  le  Jahrhuch  de  Berlin  pour  184?.,  une  méthode 
plus  commode  dont  le  principe  est  dû  à Lagrange,  et  qui  consiste 
à calculer  d’abord  le  phénomène  pour  le  centre  de  la  Terre  et  k 


(*)  ü.  S-  Naval  Expédition  to  Chiiif  vol.  111. 
(*■)  /éitronoinitche  Nachnchten,  599. 
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déduire  de  ce  premier  résultat  les  difTérentes  phases  du  passage 
pour  les  divers  lieux  de  la  Terre. 

Calcul  pour  le  centre  de  la  Terre.  — Soient  : 

a et  d,  A et  D les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  géocen- 
tri(|iie$  de  Vénus  et  du  Soleil  pour  un  temps  T d’un  premier 
méridien,  temps  voisin  de  l'époque  de  la  conjonction  ; 

m la  distance  apparente  de  leurs  centres  à ce  temps  T ; 

M et  i8o“ — M'  les  angles  ayant  pour  sommets  les  centres  du 
Soleil  et  de  Vénus  dans  le  triangle  formé  par  ces  deux  points 
et  le  pôle  de  l’Équateur, 

on  a les  formules 

sin|  /n  sin  \ (M'+  M)  = sin  | {*  — A)  cos  |(iî  4-  D), 
sin  jWcosi(M'4-  M)  — cos  j (a  — A)  sin  i{(î  — D), 
cosjni  sin  Î(M'  — M)  = sin  f (a  — A)  sin-i  D), 
cos|/H  coSy(M' — M)  = cosÿ(a  — A)coSy(i  — D; 

et,  comme  aux  moments  des  contacts,  a — A et  3 — D,  et  par 
suite  m et  M'  — M sont  de  petites  quantités,  ces  formules  se  ré- 
duisent alors  à 


(A)  1 

m sinM  = (a  — A)  cos  J (lî  -f-  D), 
otcosM=  3 — D. 

Posons  maintenant 

(B) 

1 /isinN  = " cos[{i  -1-  D), 

(«co,N=  , 

d {a  — A)  d [3  — D)  , , . . 1 ■ J 

— i et  — ^ étant  les  vanations  relatives  des 

dt  dt 

sioDS  droites  et  des  déclinaisons  dans  l'unité  de  temps  (*] 

ascen- 
i;  dési- 

(*)  n est  la  vilnse  relalire  de  Vénaa  par  rapport  au  Sololl;  N définit  la 
direetion  d«  cette  Tiieaae  : c'est  l’angle  qu'elle  fait  avec  le  cercle  horaire  pas- 
sant par  la  poaition  de  Vénus  au  temps  T. 
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gnons  en  outre  par  T -f-  t l'c|K>quc  de  l’un  des  contacts,  par  R 
et  r les  demi-diamètres  du  Soleil  et  de  Vénus  à cet  instant,  nous 
aurons 

(m  siriM  -l-  rn  sinN  )’  -4-  («i  cosM  -I-  t//cosN)’  = (R±  r)’. 


le  signe  supérieur  convenant  à un  contact  extérieur,  le  signe  in- 
férieur à un  contact  intérieur. 

De  celte  équation  on  tire 


T 


— cos(M  — N ) hp 


»/’  sin’  ( M — N j 


et  si,  i}i  étant  un  angle  compris  entre  — 90°  et  -l-  90®,  on  |x>se 


(C) 


/n  sin (M  — N ) 
R±r 


= sin,^. 


la  valeur  de  t sera  donnée  par  l’expression 

(D)  T = cos{M  — N ) :ip  5-^:^  cos-} , 


dont  le  dernier  terme  doit  être  pris  avec  le  signe  — pour  l’en- 
trée et  avec  le  signe  -t-  pour  la  sortie,  de  telle  sorte  qu’en  temps 
du  premier  méridien  adopté,  l’entrée  et  la  sortie  ont  lieu  pour  le 
centre  de  la  Terre  aux  époques  : 


T — !^cos(M  — N) 

T — — cosIM  — N) 
n 


R±/~ 

n 

R ± r 

H 

n 


cos^j/,  pour  l’entrée, 
cos},  pour  la  sortie. 


Enfin,  si  © est  l’angle  que  le  grand  cercle  mené  du  centre  du 
Soleil  au  point  de  contact  fait  avec  le  cercle  de  déclinaison  pas- 
sant par  le  centre  du  Soleil,  on  a 

(R  ± r)  COS0  = /ncosM  -t-  n cosN.t, 

( R ztr  r)  sin  0 = m sin  M -t-  ra  sin  N . t, 
ou 

COS0  = — sinN  sin}  zç.  cosN  cos}, 
sin0  = -f-cosN  sin}  qz  sin  N cos}  j 
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nous  aurons  donc 

(E)  0 = N — \}>  + iSo”,  pour  l’entrée, 

(F)  O = N -f-  iji,  pour  la  sortie. 

Les  formules  (A),...,  (F)  servent  à la  prédiction  complète 
du  phénomène  pour  le  centre  de  la  Terre. 

Prédiction  du  pnssage  pour  un  lieu  donné.  — Pour  calculer 
les  époques  d'entrée  et  de  sortie  en  un  lieu  de  la  surface  de  la 
Terre,  nous  traiterons  d’abord  un  cas  plus  général,  et  nous  cher- 
cherons exprimer  la  distance  des  centres  des  deux  astres  telle 
qu’elle  paraît  à un  moment  donné  d’un  point  de  la  surface,  en 
fonction  de  la  distance  des  centres  des  deux  astres,  telle  qu’on 
la  voit  au  meme  instant  du  centre  de  la  Terre. 

Or,  avec  les  notations  indiquées,  on  a évidemment 

cosm  = sin(?sinD  •+■  cosS  cosD  cos(a  — A), 

et  de  même,  si  a.'  et  A'  et  D'  sont  les  ascensions  droites  et  les 
déclinaisons  apparentes  de  Vénus  et  du  Soleil  vues  du  lieu  de  la 
surface,  et  m' la  distance  apparente  de  leurs  centres, 

cosm'  = sind'  sin  D'  4-  cosiî'cosD'cos(a' — A'); 

il  en  résulte 

cosm'  = cosm  4-  {$'  — J)  [cosd  sinD  — siniî  cos  D cos  (a  — A)J 
4-  (D' — D)  [sin 5 cosD  — coiS  sin  D cos  (a  — A)] 
— [af — a)  cosJ  cosDsin(a  — A) 

4-  (A' — A)  cosJ  cosD  sin  (a  — A). 

Mais,  d’après  les  formules  du  n°  68  (*),  n-  et  y?  étant  les  paral- 


(*)  Ces  formulei  donnent,  en  suppotant  p conilant  et  cgtl  A l’unité, 


t' — J = ;r  ainp  ■ 


•in-/ 


- 71  ■III 


r V — - 


et  puisque 
il  vient 


cot-/  = co»(a  — 8)  cotp, 

J'  — d = TT  [coi  j>  tindcoi(a  — 8)  — (inp  cosd ]. 
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laxes  horizontales  de  Vénus  et  du  Soleil,  on  a 


3'  — 3 = n [cosf  sinJ  cos(«  — 0)  — sin  y cos^], 

D' — D = ^[cosf  sinD  cos(A  — e)  — sin^  cosD], 
a'  — a = JT  séci  sin  (a  — 0)  cos^, 

A'  — A =/>sécDsin  (A  — O)  cosy, 

d'où,  en  portant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  ros/n',  • 

cos/n'  =;  cosm  + [cosJ sinD  — sinJ  cosD  cos(a  — A)] 

X [tt  cos*  sin  J cos  (a  — 0)  — r sin  f cos  il] 
+ [sinlcosD  — coslsinD  cos(a  — A)] 

X [p  cos  If  sin  D cos(A — 0)  — p sinf  cosD  ] 
— cosD  sin(a  — A).nsin(a  — 0)  cosy 
■+-  cos  J sin  (a  — A)./7sin  (A — 0)  cos  y. 


Tous  les  termes  de  cette  équation  contiennent  soitcosf,  soitsinf  ; 
cherchons  les  coeffirients  de  ces  deux  quantités.  D'abord  le  déve- 
loppement de  l’équation  donne  pour  coefficient  de  cosf  l’ex- 
pression 


-h  ir  [sin  Icosl  sin  D cos  (a  — ©)  — sin’  3 cos  D cos  (« — 0)  cos  (a — A ) 

— cosD  sin  {a  — 0)  sin  (a  — A)] 

-H ^[sinJcosDsinDcos(A — 0) — sin’D  cosl  cos(A — 0)  cos  (a — A) 

-+-  cosi  sin  (A  — 0)sin(a  — A)], 


ou,  puisque  sin’l  = i — cos’ J et  sin’D  = i — cos’D, 


-t-  »r  j [sinl  sinD  -I-  cosiî  cosD  cos(a  — A)]  cosl  cos(a  — 0) 

— cosD  cos(A  — 0)| 
-f-  p j [sinl  sinD  -i-  cosl  rosD  cos  (a  — A)]  cosD  cos  (A  — 0) 

— cosl  cos(a  — 0)  j , 

qu'on  peut  encore  écrire 


-t-  »r  cos/n  cosJ  cos  (a  — 0)  — v cosD  cos(A — 0) 
+ pcoim  cosD  cos(A — 0)  — p cos^  cos(a  — 0); 
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si,  dans  cette  expression,  on  met  en  évidence  les  coordonnées 
d’un  lieu  déterminé  de  la  surface  de  la  Terre,  elle  devient 

t 

H-  (ircosw  cos  J cosx  — TT  eosDcosA)  cos0 
— [p  cosni  cosD  cosA  — P cosS  cosa  ) cos0 
-t-  {tt  cosro  cos  5 sin  a — jt  cosDsinA)  sin0 
-(-(/? cosm  cosD sin A — pcoiS  sin*)  sin0. 


ou  encore 


) + [{n  cosm  — p)  cos3  cosa  — (ir  — p cosm)  cosD  cosA]  cos<p  cos0 
+ [(it  cosm  — p)  cos^sina  — (r — p cosm)  cosD  sin  A]  cosip  sin0. 

Quant  au  coefficient  de  sin<f>,  il  a pour  valeur 

+ w J — cos’J  sinD  + sinJ  cos^  cosD  cos(  a — A)] 

+ />  [ — cos’Dsin'î  -+-  sinD  cosD  coii  cos(a  — A )], 

ou,  puisque  cos’  3 = i — sin’  3 et  cos’  D = i — sin’  D, 

-h  TT  j — sinD  -I-  sin  J [sin^  sinD  -4-  cosd  cosD  cos  (a  — A)]  j 
-4-/>  j — siniî  + sinD[$ind  sinD  + cos^cosD  cos(  a — A)]  j. 

Le  terme  qui  contient  sinf  dans  l’équation  (a)  est  donc 

(.TT  cosm  — p}sin3  siiif  — (tt  — p cosm)  sinD  sin  y, 

et  par  suite  l’équation  [a  ) se  transforme  dans  la  suivante  : 

cosm' = cosm 

-I-  [(jT  cosm  — p)  coi3  cosa  — {n  ^ p cosm)  cosD  cosA]  cosç  cos0 
-I-  [{ir  cosm  — p)  cos  ^ sin  a — (ir  — p cosm)  cosD  sin  A]  cos  y sin  0 
-t-  [(ir  cosm  — p)  sinJ — (ir  — p cosm)  sinDjsin^. 

Posons  maintenant 


{d) 

alors 


I/sin  f = -1-  JT  cos  m — p, 
f COSS  = — TT  sin  m, 

ir  — p cosm  =/'sin(r  — m), 
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COSot'=  COS/71  ' • 

-t-/[sinf  cos^  cosa  — sin(f  — m]  cosü  cosA]  cosç  cos6, 
-t- /[sinj  cos  J sin  a — sin(i  — m)  cosD  sinA]  cos^  sin©, 
+ /[sinîsinJ  — sin{jt  — ///)  sinD]  sinip; 

posons  de  plus 

Icosa  sinj  cos^  — sin(j  — m)  cosD  cosA  = P cosp  rosi, 
sin  a sinf  cosi  — sin(f  — m)  cosD  sin  A — P cosp  sinl, 
sin^sini^  — sin(.t — /t/)  sinD  =PsinP; 

et  comme,  en  ajoutant  les  équations  (e)  et  {/),  après  les  avoir 
élevées  au  carré,  on  trouve 

P’  = sin’i  + sin’(f  — ni)  — asinf  sin(x  — ///)  cos//i 
= sin’j  — sin'A  cos’/ti  + cos’f  sin’/Ti  = sin’/Ti, 

les  équations  (y)  peuvent  s’écrire  encore 

cosa  sinf  cosS  — sin{j  — m)  cosD  cosA  = sin/7i  cosp  cosl, 
sina  sinj  cosS  — sin(j  — ni)  cosD  sinA  = sin//i  cosp  sinl, 
sinf  sin  J — sin(f  — ni)  sinD  = sin/7j  sinp, 

ou 

sin(X  — A)  sin 771  cosp  = sinf  cosiî  sin(a  — A) , 
cos(l  — A)  sin/7j  cosp  = sinf  cos^  cos(a  — A) 
j — sin(f  — /T/)  cosD, 

( sin/77  sin  p = sinf  sin 5 — sin(f  — m)  sinD. 

Mais  nous  avons 

sinf  cos  J cos  (a  — A)  — sin(f  — tti)  cosD 

= sinf  [cosj  cos(a  — A)  — cos/ti  cosD]  -h  cosf  sin/7i  cosD, 

et 

sinfsiniï  — sin(f  — m)sinD 

= sinf  [sin  J — cosm  sinD]  + cosf  sinm  sinD, 
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de  plus,  dans  le  triangle  splicri<|iic  considéré, 

IsinM  sinwi  = cos^  sin  (a  — A) , 
cosM  sinwi  = sinJ  rosi)  — cos3  sinD  cos(a  — A) , 
cos/w  - - sin^  sinD  -t-  cosiî  cosD  cos(a  — A), 

relations  d'où  l’on  déduit 

cos(a  — A)  coiS  = cosD  cosoi  — sinD  sin/n  cosM, 
sin  0 = sinD  cosm  + cosD  sinwi  cosM, 

et  les  équations  {g]  prennent  la  forme 

sin()  — A)  cosp  = sin  J sin  M , 
cos(X  — A)  cosp  --  cosr  cosD  — sinr  sinD  cosM, 
sin  P = cosr  sinD  4-  sin f cosD  cosM, 

formules  dans  lesquelles^ et  M ont  été  calculées  au  moyen  des  équa- 
tions (rf)  et  (/(),  et  qui  donneront  les  quantités  auxiliaires  ) et  P; 
on  calculera  ensuite  cosm'  au  moyen  de  la  relation  suivante,  dé- 
duite de  la  comparaison  des  formules  (e)  et  (/)  : 

cosm' = cosm  -(-/sinm[sinysinp  4- cos  y cos  p cos)  cos  6 

4-  cosycospsin)sine] 

= cosm  4- /sinm  [siny  sinp  4-  cosy  cosp  cos()  — e)]. 

Actuellement  désignons  encore  par  T l’époque,  en  temps  moyen 
du  ]iremier  méridien,  pour  laquelle  sont  calculées  les  quantités  a, 
â,  A et  D,  par  L le  temps  sidéral  correspondant,  et  par  / la  lon- 
gitude supposée  orientale  du  lieu  auquel  se  rapportent  6 et  y, 
nous  aurons 

e = / 4-  I ,, 

) — e = — L — /; 

ainsi,  en  posant 

A ) — L, 

cos  i;  = sin  y sinp  4- cos  y cos  P cos  (A — ), 
nous  obtiendrons  la  formule  simple 
(/)  cosm' = cosm -t- /"sinm  cosÇ. 
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Or,  remarquons  que  les  quantités  auxiliaires  r et /,  X et  ^ ne 
dépendent  que  de  la  valeur  initiale  T adoptée  pour  le  temps;  par 
conséquent,  si  l'on  imagine  que  A et  ^ définissent  la  direction  d’un 
rayon  de  la  Terre,  ou,  en  d’autres  termes,  que  A et  p soient 
la  longitude  et  la  latitude  d’un  point  C de  la  Terre,  ce  point 
sera  fixe,  et  la  Terre  étant  considérée  comme  sphérique  C sera, 
d'après  la  seconde  des  formules  (/  ),  la  distance  angulaire  de  ce 
point  fixe  C et  du  lieu  de  la  surface  défini  par  la  longitude  / et 
la  latitude  y,  c’est-i-dire  du  lieu  considéré.  La  formule  (/) 
conduit  donc  à cette  conséquence  importante  : A un  même  in- 
stant absolu  qui  correspond,  pour  le  premier  méridien  choisi,  an 
temps  sidéral  L ou  au  temps  moyen  T,  et  pour  chaque  lieu  de  la 
surface,  au  temps  moyen  T -(-  /,  la  distance  apparente  des  deux 
astres  est  ta  même  pour  tous  les  points  de  la  surface  de  la  Terre 
qui  donnent  à la  même  valeur,  c’est-à-dire  pour  tous  les  lieux 
qui  sont  situés  sur  un  petit  cercle  décrit  du  point  C comme  pôle 
avee  la  distance  polaire  Ç (*). 

Cherchons  maintenant  l’époque  à laquelle,  de  tous  ces  lieux,  les 
astres  paraissent  à la  distance  m.  L’équation  (f]  donne 


d’où 


dm  = — f cosÇ, 


dt=  — 


/cosi; 

dm 


dt 


Mai  si  m est  une  petite  quantité,  comme  cela  a lieu  au  moment 
du  contact  des  deux  bords,  on  a,  d’après  les  formules  ( A], 

ni  =;  (a  — A)  cos f {5  ■+-  D)sinM  -+-  (J  — D)  cosM, 
dm  dix  — A)  ,,  », 

tU  dt 


dt 


ou  d'après  les  formules  (B), 
dm 


dt 


— n cos(M  — N); 


(*)  Ca  théorème  a été  donné  par  Lagrange  [Mémoires  de  t' Academie  de 
Bertia  pour  1766}. 
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_ /cos!; 
n cos  ( M — N ) 


5og 


Par  conséquent  si,  pour  un  observateur  placé  au  centre  de  la 
Terre,  les  deux  astres  paraissent  au  temps  T à la  distance  /n,  ils 
seront  à cette  même  distance  pour  un  observateur  place  en  un 
point  de  la  surface,  à l'époque 

„ /cosî  ",  . .... 

T + —1  en  temps  du  premier  mendien, 

ncos(M  — N)  . ' ’ 

^ feoiX,  , 

T H m Cf  temps  du  lieu. 

/I  cos  ( M — N ) c 


Ce  problème  résolu,  il  est  facile  de  passer  au  cas  particulier 
du  contact;  il  suffit  de  remplacer  dans  les  formules  précédentes, 

m par  R ± r, 

M par  O ; 

or,  d'après  les  équations  (E)  et  (F),  on  a aux  moments  des 
contacts 

O = N — -t-  i8o“,  pour  l’entrée, 

O = N -I-  pour  la  sortie. 

Il  suffira  donc,  pour  avoir  les  époques  de  contact  au  lieu  déter- 
miné de  la  surface,  d’ajouter  aux  temps  calculés  pour  le  centre 
les  quantités 

— -,  pour  l entree, 

n cos'ji 

/cosÇ  , 

-t , pour  la  sortie. 

«cosy 

Tableau  îles  formules.  — En  résumé,  les  formules  qui  servent 
à la  prédiction  complète  du  phénomène  sont  les  suivantes. 


Pour  te  centre  de  la  Terre. 

Pour  un  temps  T d’un  premier  méridien  voisin  de  l'époque  de 
la  conjonction  ou  même  coïncidant  avec  la  conjonction,  on  cherclic 
dans  les  Tables  les  ascensions  droites  a et  A,  les  déclinaisons  d et  D 
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de  Vénus  el  du  Soleil,  ainsi  que  les  demi-diamètres  apparents 
r et  R de  ces  deux  astres;  on  calcule  ensuite 


m sinM  = (a  — A)cos|  (f  -I-  D), 
m cosM  = S — D, 

nsinN  = ^^cos|(J-4-  D), 


H COSN  : 
m sin(M  — N) 


R±r 


dt 

■ dt  ’ 

:sini}/,  —90”  <!}.<-;- 90", 


m 'R±r  , 

T = cosi  M — H ) cos\t, 

n ' ' ^ n ' 

t'= co$(M  — N)  -t-  ^ ’’  cosJi, 

n ' n ^ 


et  on  en  déduit,  pour  époques  de  l’entrée  et  de  la  sortie, 

pour  l'entrée. . . r = T -t- t avec  0=  N — <I< -t- i8o*, 

pour  la  sortie. . . t' z=  T t'  avec  Q = N -f-  ij». 


Pour  un  lieu  de  longitude  orientale  l et  de  latitude  f. 

Pour  l’entrée  et  la  sortie,  et  avec  les  valeurs  correspondantes 
de  l’angle  Q,  on  calcule  les  formules 

/sins  = -h  ir  cos  (R  ± /■)  — />, 
fco$s  = — ir  sin  (R  dz  r), 

/ ^ 
n cos<j/ 

sin(i  — A)  cosp  = sins sinQ, 
cos(>  — A)  cosp  = cosrcosD  — sinr  sinDcosQ, 
sinp  = cosrsinD  -t-  sinrcosDcosQ, 

A = X — L, 

cosÇ  = sin  P sin  f -I-  cos  p cosf  cos(  A — /), 
où  L est  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  t ou  au  temps 
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et  l’on  obtiendra  ensuite  en  temps  moyen  du  lieu  les  époques 
de  l’entrée  et  de  la  sortie,  en  ealciilant  les  expressions 

* + I — S cosÇ,  pour  l’entrée, 
t'  + l + gcosi;,  pour  la  sortie. 

Tous  les  lieux  pour  lesquels 

sinp  siny  -4-  cosp  cosy  cos(  A — /)  = ± i 

voient  le  phénomène  le  plus  tôt  ou  le  plus  tard.  Ainsi  les  durées 
de  ce  phénomène  pour  un  lieu  de  la  surface  et  pour  le  centre  de 
la  Terre  peuvent  différer  d’une  quantité  presque  égale  à ig,  et 
puisque,  pour  le  passage  central,  on  a approximativement 


la  différence  des  deux  durées  peut  atteindre  le  double  du  temps 
nécessaire  à Vénus  pour  parcourir  sur  le  disque  du  Soleil  en 
vertu  de  sa  vitesse  relative,  un«arc  égal  à la  difTérence  entre 
la  parallaxe  de  Vénus  et  celle  du  Soleil.  Or  la  différence  de 
ces  parallaxes  est  de  a3",  et  le  mouvement  horaire  de  Vénus,  à 
l’époque  de  sa  conjonction,  est  de  234">  I»  différence  des  durées 
peut  donc  atteindre  ta"';  par  conséquent,  ces  phénomènes  peu- 
vent servir  à déterminer  avec  une  grande  exactitude  la  diffé- 
rence des  parallaxes  du  Soleil  et  de  Vénus,  et  par  suite  celle  du 
Soleil,  à l’aide  de  la  troisième  des  lois  données  par  l’immortel 
Kepler. 

Exemple.  — Pour  le  passage  de  Vénus  du  5 juin  1761,  on  a 
les  lieux  suivants  du  Soleil  et  de  Vénus  ; 


T«mp« 
Bojen 
de  PerU. 

A 

D 

OC 

i 

h 

0 • * 

< ! • 

0 • » 

0 , . 

a6 

74.17.  1.8 

-4-aa..{i.  3,7 

74.a5.5o,3 

-i-aa.33. 17,6 

•7 

ig.36,4 

41.19,1 

A i3,a 

3a. 3a, 4 

18 

ai. 10,9 

41.34,5 

aa  36,a 

3i.47,i 

>9 

34*4^*^ 

4'-4s.9 

ao.Sg.a 

3i.  1,9 

10 

17.^0,! 

41.  5,3 

19  aa,j 

3o. 16,6 
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w = 29",6o68,  r = 29", O, 

p=  8,44°^>  R = 94^1 

Les  époques  des  contacts  extérieiiis  ]iour  le  centre  de  la  Terre 
se  calculent  comme  il  suit  ; en  prenant 


X 1 r-b 

1 _ I ; , 


«_A=+4'36',8,  g-^=_4',i%6, 

„ dà  rfD 

j_D  = -8.46,7,  --—  = -1.0,7, 
R + r = 975",8. 


On  obtient  ensuite 


M = i54“  7^2>  logm  = 2,76746, 

N = 255.2i,9,  log  n = 2,38028, 

• . 

M — N = - 258»  45',  3, 
^ = — 36.  2 ,6, 

— ^ cos(M  — N)  = + 0,4756, 

^ ^ I ‘J  O 

H — COSiJ/  = 4-  3,2870; 


T = — 2’‘,8|  l4  = — 2*’  48™  4 I*, O, 
t'=  3 , 7626  = 4-  3 . 45 . 45 ,4- 

D’où  résulte,  en  temps  moyen  de  Paris,  pour  époques  de  l’entrée 
et  de  la  sortie  vues  du  centre  de  la  Terre, 

14’’  1 1“  19*, O,  avec  0=111»  24' ,5,  pour  l’entrée, 
20.45.45,4)  avec  O = 219.  ig,  3,  pour  la  sortie. 

Si  l’on  veut  ensuite  connaître,  pour  un  lieu  de  la  surface  de  la 
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Terre,  les  époques  des  mêmes  contacts,  par  exemple  celle  de  la 
sonie,  on  devra  d’ahord  calculer  les  constantes  À,  ^ et  g.  Mais 
on  a 

A=r(jo"22',7,  log/=  I ,32564,  lügg-=  I ,03764, 
et  puisque 

O = 2it)‘’iq',3,  D = 22"4^’’3,  A=74"29',3, 

on  a ' 

À = ()"i5',t),  P = — 45"44'*4- 

De  plus,  le  temps  moyen  de  Paris  2o''45‘“45’,4  correspond  au 
temps  sidéral  i*' 45“  34', 6;  on  a donc 

A - - i7»7',7. 

Poursuivons  maintenant  le  calcul  pour  un  lieu  donné,  par 
exemple  pour  le  Cap  de  Bonne -Espérance;  pour  cette  station, 
on  a 

/=-f- i'>4"'33',5,  33"56'3". 

On  en  déduit 

log  cüsC  =- 1,94643,  g cosÇ  = -I- 5'47",o  , 
et  par  suite,  en  temps  du  Cap,  l’époque  de  la  sortie  est 
f -t-  / -t- g cosî  = 2i’'56“'5*,9. 


Rkmarque.  — La  différentiation  de  l'équation 
T ~ / -I-  / -I-  geosÇ 
donne,  en  exprimant  en  secondes. 


3600. cosÇ  ,,  , 36oo.cost;  TT — P 

r/T  = 1 — — p)  = 1 dp,, 

n eos\j<  n cosi^  p. 


I. 


33 
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p,  désignant  l.i  parallaxe  horizontale  équatoriale  nioTenne  du 
Soleil,  et  on  a pour  l'exemple  précédent,  rfT  = 

Ainsi  une  erreur  de  o",  1 3,  dans  la  valeur  adoptée  pour  la  pa- 
rallaxe  du  Soleil,  change  d'au  moins  5*  de  temps  l'époque  cal- 
culée des  contacts.  Au  contraire,  une  erreur  commise  dans  l'ob- 
servation du  temps  des  contacts  n’aura  qu’une  faible  influence  sur 
la  valeur  de  la  parallaxe  déduite  de  cette  observation;  et  si  les 
époques  des  contacts  du  bord  lumineux  du  Soleil  avec  le  bord 
obscur  de  la  planète  peuvent  se  déterminer  d'une  façon  piécise, 
un  obtiendra  de  cette  manière  la  parallaxe  du  Soleil  avec  une 
grande  exactitude. 

540.  Détermination  tic  ta  parallaxe  du  Soleil  par  les  passages 
de  yéniis.  — Pour  obtenir  l'équation  de  condition  complète  qui 
convient  4 chaque  observation  de  contact,  on  p.irt  de  l'équation 

{a)  ( »'—  A' )» cos’ ô.  -+-  (o'  — D' )’  = ( R ± r)’ , 

dans  laquelle  a'.  A'  et  i’,  D'  sont  les  ascensions  droites  et  les  dé- 
clinaisons apparentes  de  Vénus  et  du  Soleil,  non  corrigées  de  la 
parallaxe,  et  dans  laquelle  S,  est  la  moyenne  arilhuiètii|ue  des 
deii.x  déclinaisons 

Mais  les  parallaxes  des  deux  astres  sont  de  petites  quantités,  il  en 
est  de  même  des  dilférences  de  leurs  ascensions  droites  et  de  leurs 
déclinaisons  pour  les  époques  des  contacts;  on  peut  donc,  en 
posant 

a,  = y (a  -4-  A), 

écrire 

a' — A'  = a — A — p)  cosy'  séc  J,  sin^  a,  — 0), 

S' — — D -i-  (r  — p)  [cosy'sin^,  cos{a,  — e)  — sinç'  cosJ,]. 

Introduisons  maintenant  les  grandeurs  auxiliaires  suivantes 

J /.  sinll  =cos«' sin(a, — e), 

^ ^ / /(  cos  H ~ cos  y' cos  { a,  — 0)sinJ,  — siny'cosJ,, 
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l’équation  (<7)  deviendra 

[a  — A — p)  h sinH  séciî,]’  cos’iîj 

-I-  [J  — D -+-  (fr  — p)h  cosU]’  = (R  zt  r)’. 

Les  quantités  x,  A,  i,  D,  ir,  p,  R et  r sont  supposées  prises 
dans  les  Tables;  si,  au  contraire,  a-hc/x,  A-hi/A,  i -h  di, 
D 4-  f/D,  TT  4-  dn,  p 4-  dp,  R 4-  dR  et  /•  4-  rfrsont  les  valeurs 
exactes,  et  dl  l'erreur  de  la  valeur  adoptée  pour  la  longitude  du 
lieu  d’observation,  l'équation  précédente  devient 

j^a  — A4-  (ît  — A sin  B sécé, 

4-  (a  — A)  4-  — p)!t  sinH  sécj„ ^~~dt~~  cos’i, 

-f-  — D -h  {k  — p)  h cosH 

4-  D)  4-rf(ir— /7)AcosH  — 

= [R  4-rfR  ±;(r-i- 

Dans  le  développement  de  cette  équation,  négligeons  les  carrés  et 
les  produits  de  w — p et  des  variations,  et  posons 

A'=  a — A 4-  (w  — A sinU  séc^, , 

D'=  3 — D 4 (r  — p)  /i  cosH  ; 

nous  obtenons 

A'’cos=i.  4-  D”— (R±r)' 

= — 2 A'cos’5,rf(a  — A) — 2[AVi  sin  H cos^,-f-D'A  cosH]  d(n — p] 
- 2 D'rf(^  - D)  4-  2 I^A'  cos’^.  4-  D'  dl 

4-  2 ( R ± r)  (R  zh  r). 

Mais  si  on  représente  par  m'  la  quantité  (A'* cos’ J,  4-  D’’),  on  a 
approximativement 

— (R  zt  r)’=  2OT  [m  — (Rz±:  r)] 
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et,  par  suite, 
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m[m  — ( R ± r)  ] 


A'  cos’o',f/(a—  A)—  — D) 

— [A'/i  sinll  cosJ,  ■+-  D'A  cosH  ] i/(r  — />) 
(i{x  — A ) 


j^A'  cos’o',  4-  D'  — j [R  ±r]r/(R  dr/-,. 


(B) 


Soient  maintenant 

m cosM  = D’, 
ni  sinM  — A'  cosiî,  ; 

I .i(3-ü) 


(G) 


I V ' '/f*  — A) 


l'OSO,, 


l'équation  précédente  devient 


rf/ 


(D)  I = 


R ± r — II) 


n cos  ( M — N ] 
sin  M cos(î. 


n cos(M  — MJ 
A ros  (M  — H)  jr  — P 
/icos(M  — N)  />, 


d[a.  — k)  + 


rosM 


« cos  ( M — N ) 

I 

pT) 


dp,  H , „ 

n cos ( M 


rf(a'-  D) 
rf(R±/); 


la  différence  de  longitude  a dû  être  déterminée  par  d’autres 
observations.  On  pourrait  donc  poser  ill  — o,  et  par  suite  né- 
gliger le  dénominateur  commun  //cos{M  — N);  mais  puisque 

n eos(  M — W « il  faudra,  lorsque  l'on  conservera  ce  déno- 

minateur, que  R ± r — m soit  exprimé  en  secondes  de  temps. 


Exemple.  — Au  Cap  de  Bonne- Espérance,  on  a observé  le  se- 
cond contact  intérieur  (sortie)  à l’époque 

21 ''SS™  3', 3 temps  moyen  du  Cap, 

20.33. 29  ,8  temps  moyen  de  Paris, 

1.33.33  ,2  temps  sidéral. 
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On  avait  ainsi  e = a''  37“’4ÿ>  7 = 1.5" . De  plus,  pour  ce 

temps  moyen  de  Paris, 

a=  74°  '8'  a8",o5,  ü = 2i" •?.(}' Si",  3a, 

A=  74.28.46  ,4' , 0 = 2.2.42  13,90, 

*,=  74.23.37,23,  J,  = 22.3(1.  2.()I, 

a — A = — 10.18,36,  0 — D = — 12.22  ,58, 

a,  — 0 = 34°  56'  12", 

(r  — p)  h sinH  = + 10", 07,  H = 3i°34',  », 

(tt  — p)  h cos  H = -4-  16  ,89,  I«b/'  ~ I ,95835 , 

(r — /;) /i  sinll  séciî,  = -t-  10", 90, 

A'=;  — io'7",46,  D'=—  i2'6",  19, 

M = 2I7°4o',7,  logm  =7^  2,96262, , 
fi  = 255. 19, 3,  logn  _ 2,8î4 '2. 

Or 

R — r=9i7",8o,  ^,  = 8",57ii6; 

on  obtient  donc 

O = 5, 3 I o,684.r^(  — A ) -(-  i4  ^966 . r/('J  — D) 

+ 42,2.40.'//',  -4-  18, 934. '/(R  — r). 

Valrurs  de  ta  parnllare.  Cli.scine  observation  d'nti  contact  in- 
térieur on  extérieur  donnera  une  équation  de  la  meme  forme 

O = n -4-  nt/(a  — A)  -I-  bil[Q  — D)  -f-  cdp,-^  e'/(R  rp  /;  ; 

d’un  système  de  pareilles  équations,  on  déduira  les  valeurs  les 
plus  probables  des  inronnues,  en  t endant  minimum  la  somme  des 
carres  des  erreurs  résiduelles. 

C’est  de  cette  manière  cpie  Encke  trouva , par  une  discussion 
approfondie  de  toutes  les  obseï  valions  des  passages  de  Venus  en 
1761  et  1769,  que  la  parallaxe  du  Soleil  était  8", 5776.  Plus 
récemment,  après  la  ilcconverte  du  manuscrit  original  des  obser- 
vations du  P.  Hell,  faites  à Wardoë  en  Laponie,  sur  le  passage 
de  1769,  il  changea  cette  valeur  d'une  petite  quantité,  et  adopta 
le  nombre 

8", 571  16. 
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La  parallaxe  du  Soleil  étant  ainsi  déterminée,  celle  d'un  astre 
quelconque,  dont  la  distance  au  centre  de  la  Terre  est  A (le  demi- 
grand  axe  de  l’orbite  terrestre  est  pris  pour  unité),  sera  donnée 
par  l’équation 

sin/>  = 


8",  i6 


On  a pendant  longtemps  accordé  une  grande  confiance  au 
nombre  donné  par  Encke  ; mais  des  recliercbes  récentes  sont 
venues  lui  enlever  toute  certitude.  Ainsi  M.  Le  Verrier  a adopté, 
dans  ses  Tables  du  Soleil,  la  valeur  8",()5;  les  travaux  de  Fou- 
cault sur  la  vitesse  de  la  lumière  conduisent  au  nombre  8",  86,  et 
enfin  une  nouvelle  discussion  des  observations  du  passage  de 
Vénus  en  1769  faite  par  M.  Powalky  donne  la  valeur  8",  86. 

En  raison  de  l'importance  et  de  l'actualité  de  cette  question, 
nous  y reviendrons  dans  la  seconde  Partie. 


Btmariiue  I.  — Les  passages  de  Mercure  sur  te  disque  du  Soleil  se  prêtent 
moins  t une  bonne  détermination  de  la  parallaae  du  Soleil,  que  ceux  de  Vé- 
nus. En  efTel,  eu  moment  de  sa  conjonction  inférieure,  le  moureinciit  horaire 
de  Mercure  atteint  55o',  et  la  dilTérence  des  parallaies  de  Mercure  et  du 
Soleil  est  d’emtiron  g";  si  l’on  applique  l’équation  (D]  au  passage  de  Vénus 
et  h celui  de  Mercure,  les  coellicients  de  dp,  seront  donc  entre  eux  dans  le 
rapport 


a3  55o 

— X -TT- 

a 


Ainsi  ce  coeflicienl  sera  six  fois  plus  grand  pour  Vénus  que  pour  Mercure, 
et  une  erreur  de  5*  sur  l’observation  du  temps  d’un  contact  dans  un  pas- 
sage de  Mercure  produirait  une  erreur  de  o*,8  sur  la  parallaxe  du  Soleil.  En 
raison  de  la  grande  excentricité  de  l’orbite  de  Mercure,  ce  rapport  peut 
néanmoins  devenir  favorable,  par  exemple  si,  h l’époque  de  sa  conjonction 
inférieure  Mercure  se  trouve  en  même  temps  i son  aphélie,  c'est-l-dire  à 
sa  plus  grande  distance  du  Soleil. 


Ranarqme  II.  — Consulter  sur  les  passages  de  Vénus  et  de  Mercure  : 
Eacaa.  — Die  Ent/ernung  der  Sonne  l'on  der  Erde  nus  dem  Venusdureh~ 
gang  von  17G1  hergeleilel.  Gotha,  i8aa. 

Eitcat.  — Der  Yenusdurchgang  s'on  i-6ÿ  ois  Fortsettung  der  Abhnndlung 
ùber  die  En^emung  der  Sonne  von  der  Erde,  Gotha,  182^. 

Le  VEaaixa.  — .innales  de  l'Observatoire  impérial.  On  trouvera,  vol.  V 
et  VI,  une  discussion  des  anciennes  observations  des  passages  de  Mercure 
et  de  Vénus  et  les  formules  relatives  à ces  passages. 


FIN  DE  l’aSTRONOSIIE  SPHÉRtOl’E. 


U 
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